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En este Capítulo se brindan los fundamentos del Sistema numérico, en particular lo relativo a los Números
Reales , simbolizado por R . sus Propiedades . Teoremas. Inecuaciones y Valor Absoluto.

El Conjunto de los Números Reales R. comprende a los Números Racionales (Q) e Irracionales (Q'); por tanto
incluye a los Positivos R. Negativos R', el Cero (0). Enteros (Z). Fraccionarios (L'). Naturales (N).

El CALCULO I, opera con los Números Reales . de manera que todos los análisis a realizar se efectuarán con esta
clase de Números.

Se entiende por Axioma a ura proposición evidente por si misma , es decir que no precisa de demostración ni
argumentación alguna . Un Teorema es una proposición que para ser aceptada como verdadera. antes debe ser
demostrada.

El Método matemático para establecer una Teoría consiste en tomar unos cuantos Axiomas, para en base a ellos
establecer Teoremas, la reunión ordenada en forma sistemática de Teoremas constituye una Teoría.

Sin embargo cuando se procura un enfoque práctico, no es conveniente usar directamente el concepto de
Axioma. siendo mejor llamarla Propiedad. en el sentido de que se trata de una característica que cumple un Con-
junto de números.

Las Propiedades de los Números Reales, que constituyen el sostén básico de los Teoremas y de la Teoría del
Cálculo de Números Reales son:

Si: a. b,cER

Al a+b=b+a

A2 a+(b+c)=(a+b)+c

A3 a + 0 = a

A4 a + (•a) = 0

A5 ab =ba

A6 a(b c) = (a b)c

A7 a•I = a

A8 a(a") = 1

A9 a (b + c) = a b + a.c

Al0 a es positivo (a > 0)
a es Cero (a = 0)
a no es positivo (a < 0)

Conmutatividad de la Suma

Asociatividad de la Suma

Existencia de Neutro Aditivo (0)

Existencia de Opuesto Aditivo (-a)

Conmutatividad del Producto

Asociatividad del Producto

Existencia de Neutro Multiplicativo (1)

Existencia de Inverso Multiplicativo (a"). a * 0

Distributividad de Producto a Suma

ley de Tricotomía

Al1 a>0.b>0.a+b>0

a>0.b>0a•b>0

Clausura de la Suma

Clausura del Producto

Estas Propiedades determinan que el conjunto de los Números Reales , con las operaciones de suma y producto
se constituya en una Estructura algebraica llamada CAMPO o CUERPO CONMUTATIVO . Sin embargo para una
total estructuración del Cálculo de Números Rea!es, se debe agregar el llamado Axioma del Supremo
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-os Principales Teoremas de los Números Reales son:

TI) Si: a+c=b+c= a=b

T2) Si: ac = b c a =b

T3) Si: a + x = b x=b-a

T4) a-0 = 0

T5) ab= Ó= a=0 o b = 0

T6) a(-b) = -(ab) = (-a)b

T7) - (-a) = a

T8) (ab) = (-a) (-b)

T9) a (b - c) = ab - a c

TIO) ax= b.a*0=> x=b
a

Ti I) (ab)-' =a-'b

T12) a + a = 2a

1 :I

0

TI3) -a°"= (- I)a

T14) pa =a'

T15) a°= 1 .a*0

T16) a-" _
a

T17) (a m) (a n) = a m -"

T18) (am)n = amn

1

Para demostrar los Teoremas de los Números Reales , se deben usar los Axiomas o Propiedades de los Números
Reales, indicados anteriormente, también se pueden usar otros Teoremas. previamente demostrados.

Ei 1-1 Demostración de TI Si: a + c = b + c _* a = b

a +c = b +c

(-c) _ (-c)

(a + c) + (-c) _ (b + c) + (-c)

a +[c+(-c)] = b+[c+(-c)]
a+0 = b+0

a = b

Partiendo de la Proposición original

Por A4 (Existencia del Opuesto)

Sumando (-c) á ambos miembros de la Igualdad

Por A2 (Asociatividad de la Suma)

Por A4 (Existencia del Opuesto)

Por A3 (Existencia del Neutro Aditivo)

Así queda demostrada el Teorema, mediante las Propiedades indicadas..

in Demostrar los siguientes Teoremas de los Números Reales:

'a) Si: a + x = a x=0

a +x =a

(-a) _ (-a)

(a * x) (-a) = a + (-a)

(x+a)+(-a) =a (-a)

x [a + ( -o)] = a + (-a)
x+0=0 x=0

Este Teorema es una generalización de Ti

Por la Proposición original

Por A4

Sumando (-a)

Por Al

Por A2

Por A4 y por A3. queda demostrado el Teorema.

b) Demostrar: 0 + 0 = 0
Usando A3, considerando que el Número Real: a. puede ser igual a

a 0 = a cero.

0 0 = 0 Reemplazando, queda demostrado el Teorema.

c) DemcstrarT2: Si: ac = bc , c f 0 a = b

ac=b•c

c'' = c -'

(a c)(c-') _ (b c)(c-')

c(cc-') = b(c c -')

a(I) ° b(I)

a = b

-6-

Por la Proposición original

Por A8, existe el Inverso de: c. es c`

Multiplicando por c' ambos miembros

Por A6

Por A8

Por A7. queda demostrado el Teorema.

0
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Demostrar los siguientes Teoremas de los Números Reales

a) Demostrar: T4 a 0 = 0

0 + 0 = 0

a(0 +0) = Q (O)

a-0 + a.0 = a•0

(-a-0) _ (-a.0)

(a.0 +a.0) + (-a•0) = a•O + (-a•0)

a - 0 + { a 0 +(-a•0)] = a•0 + (-a-0)

a0+0=0 a0=0

b) Demostrar: T6 (-a)b = -(ab) = a(-b)

(-a +a)b = (-a +a)b

(-a)b + ab = Ob

(-a)b + ab = 0

(-ab) _ (-ab)

[(-a)b +ab] + (-ab) = 0 + (-ab)

( a) b + [ab + (-ab)] _ (-ab)

(-a)b + 0 = -ab

(- a)b = -(ab)

Se inicia la demostración a partir de una Identidad

Por la consecuencia de: P- 1 -b

Por A9

Por A4, ya que:

Sumando (-a-0)

Por A2

Por A4

a0ER

a ambos miembros

Por A3, queda demostrado el Teorema.

Partiendo de una Identidad

Por A9. A4

Por P-1-2-a

Por A8', existe : (-ab) _ -(ab)

Sumando a ambos miembros: (-ab)

Por A2. A3

Por A4 y por A3, queda demostrada la I` Igualdad.
la 2°i es equivalente.

c) Demostrar: T8 (-a)(-b) = ab

(-a)(-b) _ (-a)(-b) Partiendo de una Identidad

-(ab) _ (-a)b Por P-1-2- a, ya demostrada

(-a)(-b) + (-ab) _ (-a)(-b) + (- a)b Sumando miembro a miembro

(-a)(-b) + (-ab) _ (- a)(-b +b) Por A9

(-a)(-b) + (-ab) _ (-a)(O) Por A4

(-a)(-b) + (-ab).= 0 Por P- 1 - 1 -c

ab = ab Existe el Números Real: ab

((-a)(-b) + (-ab )] + ab = 0 + ab Sumando a ambos miembros: ab

(-a)(-b) + ((-ab) + ab] = ab Por A2, A3

(-a)(-b) + 0 = ab Por A4

(-a)(-b) = ab Por A3, queda demostrado el Teorema

d) Demostrar: TIO ax = b x = b: a w 0
a

ax •De la Proposición original

(xa)a' ba

x(ao '') = ba '

x(1) ba

x=ba'

b
x

a

• P o r ~ s^e : •p -',,.:. á - 0

Multiplicando ambos miembros por: a

Por AS

Por A6

Por A8

Por A7

Por convenio. a

-
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Para operar con- los signos de desigualdad (> Mayor, < Menor). es preciso definir lo siguiente:

!l^^llr1^') 1'jl ;ll+
Def,i i zc;

b

' l '(il 1

b á1

1 ^1 ii1 '

ifi ;

11 efil4iil^lil1 i (
ffl I (^ ^ 7 i 1 1'^^I

Los Axiomas o Propiedades de los Números Reales: A 10. A 1 1, A 12. permiten demostrar los Teoremas sobre
desigualdades, de los cuales los principales son:

TD- 1 Si: a , b E R a>b , a =b. a <b

TD-2 Si: a >b,b>c a>c

TD-3 S i : a > b a+c > b+c

TD-4 S i : a > 0 . a2 > 0

TD-5 1 e 1 > 0

TD-6 Si: a > b -a < -b

TD-7 Si ab > 0
a>0 y b>0
a< 0 y b< 0

TD-8 Si : a > b : c > 0 = ac > bc
a>b:c<O=> ac<bc

TD-9 Si: a> b: c> d . a+ c> b+ d

TD-10 Si : 0 < a < b a2 <b2

TD- I I Si: 0 s a < b: 0 s c < d

TD-12 Si: b20=> a2>b -a>a<-^-b

TD-13 Si: b>0=> a2<b - -/<a<^b

Ei I -2 Demostración de TD•2 Si: a > b ; b > c a > c

Para la demostración se usan los Axiomas o Propiedades de los Números Reales , sobre Desigualdades
y las anteriores definiciones.

a > b b > c Partiendo de las Proposiciones originalmente dadas.

a -b 0 b -c> 0 Por la definición: Def 1
(a - b) E R' (b - c) E R'

((a - b) + (b - c)] E R'

(a -e) E R'
(a-c)>0 a>c

Por A I I . Clausura de la Suma

Simplificando

Por la definición: Def 1

E¡] Demostrar los siguientes Teoremas sobre Desigualdades.

a) TD-3 Si: a > b a + c > b+c

a>b a-b>0

(a-b)ER

(a - b +c - c) E R

((j c) - (b +c)] > R'
(a + c) - (b - c) > 0 a + c > b + c

Partiendo de la Proposición original

Por la definición Def 1

Sumando y restando: e (No afecta a la Expresión)

Reordenando

Pcr fa definición: Def 1

b) Si: a < 0 , b < 0 = ab > 0 Variante de TD-7

a < 0 b < 0
a R b ff R
-a^R* -bER'

R' (-a)(- b) E R' ab>0

Partiendo de las Proposiciones originales Por
definición.

Por Al 2. Clausura del Producto de Reales.
Por P-1-2-b, Teorema ya demostrado-
(-a)(-b) = ab

e

e
e
e

e
e
e

0

e
e
e

e
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j Demostrar los siguientes Teoremas de los Números Reales, sobre D esigualdades.

a) Demostrar TD-8: Si-

a > b , c > 0

a -b > 0

(a -b) E R', c e R'

c(a - b) E R'

(ec - be) e R'

ac-bc > 0

ac > be

b) Demostrar: Si: a < 0

Si: a < 0 , a < 0

a a > 0

a2>0

c) Demostrar: a 2 + b2 + c2 z ab + ac + be y a. b, e E R

(a - b)2 z 0 a2-2ab+b2 z 0 a2+b2 z 2ab

(a -c)2 z 0 a2-2ac+c2 2 0 a2+c2 2 2ac

(b - c)2 i 0 b2-2ac+e2'2 0 b2+c2 2 2bc

a > b e > 0

a > b . c < 0

ac > be

ac < be
a > b , c < 0

a - b > 0 ceR'

(a -b) E R (-e) e R'

(-c)(a - b) E R'

(-ac + be) E R'

-ac+bc > 0

be > ac

ac < be

= a2>0

Por la Def 1

Por 12

Simultáneamente se de-
muestran ambas Proposi-
ciones.

Reiterando la Proposición original

Por P- 1 -2-b ya demostrado, así se demuestra que todo Número Real al
cuadrado es positivo.

2a 2 + 2b 2 + 2c 2 z 2ab + 2ac + 2bc

a 2 + b 2 + c 2 z ab +ac +bc

d) Demostrar Si: 0 < a < b a < ab<a+b<b

0

> ab

a +b a +b

+ b)2
2

a 2 - 2ab + b 2 + 4ab > 4ab

a 2 + 2ab + b 2 > 4ab

(a b)2 > 4ab

2
a < b a-b<0

(a-b)2>0

a2-2ab+b2 > 0

2 2•

Por P-I-4-b (Todo
Número Real al cua-
drado es positivo).

Desarrollando cada
binomio y sumando
para cada miembro de
la desigualdad.

a < b

a+b < b+b

a +b < 2b

a +b < b

2

Se usó P - 1-4-a. Para la
demostración de la I`a
Desigualdad.

Al demostrarse cada De-
sigualdad. queda demos-
trado el Teorema

e) Demostrar TD-1 1: 0 < a < b . 0 < e < d > oc < db

Si: 0 < c < d c > 0 Si: a < b ac < bc Por P-1-4-a (TD-8)

Si: 0 < a < b b > 0 : Si: c < d cb < db Por P- 1 -4-a (TD-8)

Si ac < bc . be < bd ac < Lid Por consecuencia de TD-2

De similar modo se pueden demostrar !os Teoremas sobre Desigualdades, tanto los c.tados
antera orr,ente. como ¡os que se presentarán posteriormente.

. 9 -
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Los Números Reales : R, se representan gráficamente como puntos de una Recta , llamada Recta Real, la
asociación de puntos a Números Reales es biunívoca. (A un punto un número. a un número un punto)

-°°
, R 1
-5 -4 -3 -2 0 1 2 3 4 5

En una escala adecuada, se representan los Números Reales, así los que están a la derecha del cero son los
positivos (R'), a la izquierda están los negativos (R"); el cero no es ni positivo ni negativo. Note que la longitud
empleada entre los números 0 y 1 es la escala que se emplea. para cada par de números enteros representados.

INTERVALOS

El Conjunto de puntos- x de la Recta Real , tales como : a s x s b se llama Intervalo Cerrado ( Incluye a sus
extremos : a, b), se escribe también como: [o. bJ

El Conjunto de puntos : x de la Recta Real, tales como : a < x < b se llama Intervalo Abierto (No incluye a
sus extremos : a. b). se escribe también como : ] a, b[ Pueden presentarse también Intervalos Semiabiertos o
Semicerrados , si es que se incluye a uno solo de sus extremos.

Para graficar Intervalos se usan los Puntos llenos ( •) y los Puntos vacíos ( 0). para representar respectivamente
la inclusión o no de sus extremos.

Ei 1-3 Se grafica el Intervalo: - 2 s x s 5

-2 sxs 5 t [-2.5]

Intervalo Cerrado

G raficar los siguie ntes In tervalos de Números Rea les:

a) 1 < x s 6 1 < x s 6 . JI.6]
0 1 2 3 4 5 6 Intervalo Semiabierto

o Semicerrado

b) 31 <x< 0 < x < 3/2 - ]0.3/2[
2 0 1 2 3 Intervalo Abierto

c) x i 3 x 1 3 - 3 s x< w
WY/ri _ [3.Qo[ Intervalo Semiabierto

0 1 2 3 4 5 6 7

OPERACIONES ENTRE INTERVALOS

Dado que Ics Intervalos son Conjuntos , entre ellos se definen las Operaciones de Conjuntos de: Unión.
Intersección . Diferencia y Complemento:

Ej 1-4 En los Intervalos: l,: 1 s x s 6 : 12: 4

Unión 1, u 12

Intersección 1, (1 12

Diferencia 11 \ 12
12 \ 1:

Complemento 11

I, -^ < x <

s x s 8 se efectúan las Operaciones.

0 1 2

X <

4 . 8 < x <

3 4 5 6 7 8

- l o-



Las Inecuaciones. son Ecuaciones que en lugar de un signo de Igualdad, poseen signos de Desigualdad.

La Solución de una Inecuación está constituida por uno o varios Intervalos de Números Reales. (Se trabajará
solamente con Inecuaciones de una sola Incógnita)

Por tanto toda vez que quede resuelta una Inecuación se la debe expresar como un Intervalo.

Si al resolver una inecuación se logra un resultado tal como: x < a se
sobreentiende que equivale al intervalo < x < a. tal como en la gráfica.

Un artificio es que tras lograr el resultado de la forma x < a, se grafica el
mismo y observando tal gráfica se escribe el intervalo.

Si al resolver una inecuación se logra un resultado tal como: x > a se
sobreentiende que equivale a a < x < -, como se aprecia en la gráfica.

Similarmente tras obtener el resultado x > a se grafica sobre la Recta Real
y de la gráfica se escribe el Intervalo resultante.

Las Inecuaciones se clasifican de acuerdo al grado de su Incógnita.

w,l M1, 0 ffipNO. ÍIüMIWikN

x < a

a

-- <x<a

x > a

a
a < x < oc

Son Inecuaciones que poseen Incógnitas lineales (De grado: 1)

Para resolver Inecuaciones lineales, se aplican reglas equivalentes a las Ecuaciones lineales. Además tome en
cuenta que al multiplicar ambos miembros de una Desigualdad por un número negativo. la Desigualdad se
invierte: TD-8

2.L;1 Son Inecuaciones lineales : 3x - 7 < 11 1 < x-2 < 8

8-2x z 5-Sx O s 2x-5 s 7

E1-66 Se resuelve la Inecuación lineal: 3x - 7 s 11

Despejando la Incógnita x. como si se tratara de una Ecuación. se obtiene:
x s 6

2

-m <

3 4 5

x s6 : 1 -, 61
6

x s 6 Para obtener el Intervalo de solución a partir del resultado se grafica y a partir
de esta gráfica se obtiene el Intervalo de solución.

la Inecuación contiene también a la Igualdad. por ello se deben incluir a los Extremos en el Intervalo de
solución. Sin embargo se debe tener cuidado de no incluir a ya que no son Números Reales. los
Intervalos solo deben contener a Números Reales.

i 6 Resolver las Inecuaciones lineales , graficar las soluciones

a) 6x - 2 s 3x + 10 Ordenando la Inecuación y despejando a su incógnita. su resultado se
expresa de diversas maneras:

6x-2 s 3x10

6x 3x s 10+2

3x s 12

x s 4

x14

0

--<zs4

2 3

- II -



b) II -2x < 1

c)

.(-1)

2x > 10 x > 5

-2x < -10

II-2x<1

-2x < 1- 11

7+3xs4x+5

7+3xs 4x + 5

3x-4xs 5 - 7

-x s -2 (-1

x 2 2

Para despejar la incógnita, se debe multiplicar por un número negativo,
pero esto hace además que la Desigualdad se invierta.

15.CO[

0 1 2 3 4 5 6 7 8

x > 5 5 < x < m

Luego de reordenar la Inecuación, se multiplica por (-1). lo que invierte
la Desigualdad.

x i 2 21x< [2,

-1 0 1

E

Ei 1-7 Se resuelve la Inecuación lineal: 1 < x - 2 <

1 <x-2<4
+2 +2 + 2
3 < x < 6

4

La lnecuación poseerlos desigualdades, para resolver.
la: Se suma 2 a los tres miembros, así queda despe-
jado: x

La Solución se escribe también como:
1

'' 3 /33 z 1 7-,771) 0 Cs: 3 < x < 6 ; j3.6[1 2 3 4. 5 6 7

1-7Resolver las siguientes lnecuaciones lineales:

a) -I s 2x+7 s 9'

-I s2x+7 s9

-7 -7 -7
-8s 2x s 2

2 -2 =2
-4 s x s I

c) -I s 5-3x < 8

-I s 5 -3x < 8

-5 -5 -5
-6 s -3x < 3

.(-1) •(-11 .(- 11
6 t 3x > -3

=3 =3 =3
2 i x > -1

-I < x s 2

L kJ/1!1 /1l/JID 1 1

-2 -1 0 1 2 3 4

Cs: -I < x s 2 : J-I,2J

d) 3 < x - 2 < Todos los Números Reales . son menores a infinito . entonces es innecesario

3 < x-2

La Inecuación posee dos desigualdades . para resolverla . se deben efectuar las
mismas operaciones en los tres miembros . Se resta 7 : luego se divide entre
dos, para que así quede despejado: x

El resultado se expresa como un Intervalo cerrado del siguiente modo:
Cs: -4 s x s 1 = [-4.11

operar con el infinito , trabajando solo con la primera desigualdad.
Cs: 5 <x< - ; J5.°°[

x > 5

e) --<2x-3 s5 Todos los Números Reales. son mayores a menos infinito, entonces es

a

e
2x - 3 s 5 innecesario operar con -«, trabaiando solo con la segunda desigualdad. e

x,4 Cs. -_ <xs4 : 1 -W.41

-4 -3 -2 -1 0 1 2

lnecuación lineal de dos desigualdades. Efectuando operaciones
sobre los tres miembros:

Se resta: 5; se multiplica por (-1), lo que invierte las Desigualda-
des: dividiendo luego entre 3. para terminar de despejar.

Por la Equivalencia de: 'a es mayor que b" con "bes menor que a
se escribe el resultado en otro sentido.

- 12 -



Por la Regla de los signos, resolver las siguientes Inecuaciones Cuadráticas y de Gra

a) x2+1 < 0

x2+1 < 0

0

Si: x=0 x2+1 <0

02+1 <0

1 < 0 (F)

0
IF

b) x2 + x + 2 > 0

x + x + 2 > 02

0

00

Si: x =0 x2+x+2 > 0

02+0+2 > 0

2>0 M

00

c)

L-V
0

x2-6x+9 < 0

x2-6x+9 < 0

(x - 3) (x - 3) < 0

No se puede factorizar la Expresión. por tanto la Inecuación no
posee raíces. Toda la Recta Real se constituye en un solo Intervalo.

Reemplazando un valor interior al único Intervalo en fa lnecuación
original, se obtiene una Proposición Falsa (F).

Por tanto: 0 no es Solución, consecuentemente no es Solución el
Intervalo al que pertenece.

Como el único Intervalo (Que es toda la Recta Real) no es
Solución, entonces ningún Intevlalc o Número Real es Solución de
la lnecuación.

Corro Conjunto solución solo se puede escribir al Vacío Cs: e

-1 0 1 2 3 4 5

Si: x = 0 x2 -6x+9 < 0

02-6.0+9 <0

9 < 0 (F)

1 IF 1

-1 0 1
I ' ,-Y^ 1 F ,

2 3 4 5

d) x3>0

(x - 0)(x - 0)(x - 0) > 0

-2 -1 0

Si: x= 1 I3>0

1 > 0 (V)

F , %- _ y
-2 -1 0 1 2

2 -1 0 1 2

lnecuación Cuadrática, donde no es posible factorizar, por
tanto la lnecuación no posee raíces.

Toda la Recta Real es un solo Intervalo.

Reemplazando un valor interior al único Intervalo, en la
lnecuación original se obtiene una Proposición Verdadera.

Entonces el único Intervalo (Toda la Recta Real) es Solución.
por tanto todos los Reales son Solución.

El Conjunto Solución es Cs: R o también: Cs: < x <

Al factorizar se obtienen dos raíces iguales entre sí.

Se ubican las raíces sobre la Recta Real, asumiendo que
existe un Intervalo entre los Extremos 3 y 3 (Así sea que
el Intervalo no contiene a ningún Número)

Reemplazando un valor interior a un Intervalo. en la
lnecuación original, se obtiene una Própcsición Falsa (F)

Alternadamente los restantes Intervalos son o no de
Solución.

Sin embargo como el Intervalo de Solución no contiene a
ningún elemento , el Conjunto Solución es el Vacío.
Cs: 3 < x < 3 Cs: o

La lnecuación Cúbica. posee tres raíces iguales en cero.

Ubicándolas sobre la Recta Real.

Reemplazando un valor cualquiera interior a uno de los
Intervalos, se obtiene una oposición Verdadera (V)

Por el Método, se determinan los lnterva'os de Solución.
tome en cuenta que el intervalo 0 < x < C. no contiene a
ninguna Solución.

los lnterialcs de la forera a < x < c -o contienen a
ningún elemento, luego se ,erifica que: c < x < a - o

Cs- 0 < x < 0 . 0 < x < oo a 0 < r< 00



ANÁLISIS DE POSIBILIDADES

Este Método de resolución de Inecuaciones Cuadráticas y de Grado Superior , consiste en el estudio de los signos
de sus factores . Dentro de cada posibilidad de signos que satisfacen la Inecuación, se resolverá por la
Intersección , para luego unir los resultados de cada posibilidad.

E'j 1 - 10 Se resolverá por Análisis de posibilidades: x 2 + lo < 7x

x2+10 < 7x Inecuación Cuadrática

x2-7x+10 < 0 Refiriendo la Inecuación respecto a cero.

(x-2)(x-5) < 0 Factorizando, se presentan dos factores

(+)(-) <0 Para satisfacer la Desigualdad dada, existen dos posibilidades, de acuerdo al
(-)(+) <0 signo de cada factor, analizando cada una de esas posibilidades :

S i : (+ ) ( -) < 0

x-2>0 x>2

x-5 < 0 x < 5

El Conjunto Solución de la posibilidad es
la Intersección (l: 2 < x < 5

1 i=10

Si: ( -)(+) <0

x-2<0 x < 2

x-5 > 0 x > 5

El Conjunto Solución de la posibilidad es
la Intersección fl: o

La Unión de resultados obtenidos en
cada posibilidad es el Conjunto Solución:
2 <x<5 U o Cs:2<x<5

-1 0 1 2 3 4 .5 6 7

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

^ I 1

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1-1 0 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 1 V 1

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

los resultados del Ej 1-9; Ej 1-10 coinciden, sin embargo comparando procedimientos, se concluye
que es mas práctico el Método de la Regla de los signos.

Por el Método de Análisis de posibilidades resolver 1 - x2 > 0

1-x2>0 ()()>0

(I -x)(I -x) > 0 (-)(-) > 0

i) S (•)(+)>0
Ix>0 x> -I

1-x>0 ' x< 1

fl: -1 < x < 1

1
Si: (-)(-)
I+x<0

I-x<0

n

0 1 Gy7TT -U
-2 -1 0 1 2

> 0 Graficando cada Intervalo de solución e intersectandc.

x< -I 1 1 1
x> I -2 -1 0 1 2

1 -2 -1 0 1 2

-2 -1 0 1 2

Uniendo resultados de: i).

Al factorizar la Inecuación Cuadrática se presentan
dos factores. Existen por tanto dos posibilidades, de
acuerdo a los signos de los factores.

Graficando cada Intervalo de solución e intersectando:

i) Cs: -1 <x< 1 U e
> -1 <x< 1

-1 G )IZZ 7,77)
.2 -1 0 1 2

3

3

2
• 16-



Las Inecuaciones Algebraicas, son Inecuaciones de Expresiones Algebraicas, donde la incógnita puede tener
potencias negativas o fraccionarias. Las Inecuaciones Trascendentes, son Inecuaciones con Expresiones
Trascendentes, tales como l a s Logarítmicas o Trigonométricas,

E¡ 1-11 Son Inecuaciones Algebraicas : x' + 1 + F z 0
x

Son Inecuaciones Trascendentes : Sen x - 1 s 0

12 4

x-2

1 +Logx> 0

Tanto las Inecuaciones Algebraicas como las Trascendentes, pueden resolverse por la Regla de los signos, o por
Análisis de posibilidades, además deben tomarse en cuenta los Teoremas sobre Desigualdades: (1-3)

Ej 1-12 Se resuelve la Inecuación Algebraica:

12 4

' - 2x

12 - 4 < 0
x-2

12 -4(x-2) < 0

x-2

-4(x - 5) <

x-2
0

0 1 2 3 4 5 6

12

x-2

0-2

<4

12
<4 -6<4 (V)

12

x-2

i It 1
F

, 1 ,
V

0 1 2 3 4

0 1 2 3 4 S 6

< 4 por el Método de la Regla de los signos:

Inecuación Algebraica

Refiriendo la Inecuación respecto a cero, es decir, llevando
todo al 1' miembro dejando solo a 0 en el 2°o miembro

luego efectuando la resta de fracciones.

Ordenando y factorizando tanto el numerador como
denominador , para buscar raíces.

la raíz por el numerador está en: x = S. la raíz por el
denominador está en: x = 2.

Ubicando ambas raíces sobre la Recta Real.

Reemplazando un valor cualquiera , interior a cualquier
Intervalo , se obtiene una Proposición verdadera (V).

Por tanto , el valor reemplazado es Solución. asimismo el
Intervalo de donde se tomó el valor.

Por alternabilidad se determinan si los restantes Intervalos
son de Solución.

El Conjunto Solución contiene a dos Intervalos:

Cs: --<x<2:5 <x<

En la Inecuación inicial, no es correcto enviar a multiplicar el denominador del 1" miembro al 2°o Ya que
tal denominador contiene a la incógnita . por tanto no se conoce su signo . De ser positivo mar-tendrá
la desigualdad. pero de ser negativo invierte la desigualdad al pasar a multiplicar Por tanto existir
incertidumbre no se puede efectuar esa operación.

b) 1+x>0
1-x

-1 0 1

Si.x=O 1*0>0
1 -0

1 > 0 (V)

F y Q F,
-2 -1 1 2

lnecuación Algebraica a resolver.

Directamente se observa que posee dos raíces. una
por el numerador (En -1). otra por el dencrn nador
(En 1) las que se ubican sobre la Recta Rea'.

Reemplazando un valor interior a un Inter.alo. se
obtiene (V)

Por alternabilidad. se logra el Conjunto Sc ._ción

Cs -1 <x< 1

. 17-



Li j°rp Resolver la siguiente Inecuación Algebraica por la Regla de los signos

a)

3
-z'1
X

Inecuación Algebraica. Llevando todo al I" miembro

Ubicando sobre la Recta Real todas las raíces, tanto del
0 numerador como denominador.

1 t 1 1 1 1

-1 0 1 2 3 4

Si: x= I 3 2 (M

Reemplazando un valor interior a un Intervalo , se obtiene V

Aplicando luego la alternabilidad para los Intervalos de
Solución (V) o no de Solución (F)

El Conjunto Solución Cs: 0 < x s 3

or la desi ualdad en la INote ue ión ini i lgq p necuac c a , seF F
! 1 1 deberían incluir a los extremos en la Solución,

-1 0 1 2 3 4

liJ//.(// Y

1 0 1 2 3 4

Sin embargo solo se incluye uno de los Extremos (3), el otro
no (0). Para así evitar la división entre cero de la Inecuación
original

Por la Regla de los signos, resolver las siguientes Inecuaciones Algebraicas:

6x - 18 4

x-5

6x-18 4

x-S

6x-18_420 2(x+1)0
x-5 x-5

a •r.
i 1 ^ 1 1

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Si: x = 0
6.0-18 i 4 3.6

0-5
i 4 (F)

V 1 1 IF 1 1 1 t V 1

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

n 1 1 1 1 1
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

b) 4 + 5 i 3
x+ I 2x- 1

4 + 5 z 3 4 + 5
x+I 2x-1 x+1 2x-1

-6x2 4

(x + 1)l2x - 1)
i 0

-3i0

- 6(x - 2) (x + 1/3) i 0

(x+I)2(x-1/2)

Inecuación Algebraica. Trasladando todo a un
solo miembro.

Efectuando operaciones y factorizando, de
manera de hallar las raíces.

Ubicando todas las raíces sobre la Recta Real.

Reemplazando en la Inecuación dada. un valor
cualquiera. interior a uno de los Intervalos.

Se obtiene F. lo que indica que el valor reem-
plazado no es Solución, como tampoco lo és el
Intervalo al que pertenece.

Alternadamente se hallan los Intervalos de
Solución. Note la inclusión de Extremos, pero
no se incluye a S. para así evitar la división
entre cero de la Inecuación original.

Cs: -- < X s -1 ; 5 < x <

Inecuación Algebraica

Refiriendo la Inecuación a cero.

Sumando fracciones, ordenando y factori-
zando. Se observan dos raíces en el
numerador, otras dos en el denominador.

Ubicando las raíces sobre la Recta Real.

Reemplazando un valor cualquiera inte-
° ° `A 1 .1' rior a un Intervalo.
-1 -1 1 1

X0 4 * 5 x 3 - 1
0 * 1 2.0-1

V

Se obtiene F. entonces el valor tomado y
su Intervalo no son de Solución

Por alternabilidad se determinan los otros
Intervalos de Solución.

F Cs: -1 < x s- 1 /3 . 1 /2 < x s 2F ° V t
-1 -1/3 0 1/2 1 2

^^2 1 2

2

z 3 (F)

Note la inclusión de Extremos. evitando a
ios que llevan a división entre cero

15
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1-13- Aplicando la Regla de los signos . resolver las siguientes Inecuaciones:

a) x x - 4

x-4 x

x x-4 x x-4
< - < 0

x-4 x x-4 x

x 2 - (x - 4)2 < 0 8(x - 2) < 0

(x - 4)x x(x - 4)

1 -t 1 t I 1

-1 0 1 2 3 4 5

Si: x =-I -I < -1 -4
-1 -4 -I

< 5 (v)
5

-1 0 1 2

b) x + I > 4x
x+1

x+I >

F
s

x+I - 4x > 0 _ (x-1) > 0

x+1 x+1

-2 -1 0 1 2 3

4x
Si: x =0 x+ l >

x+1

1 > 0 (V)

Ft
^/^F

^V 1V 1
-2 -1 0 1 2 3

Inecuación Algebraica

Llevando todo al I" miembro.

Efectuando operaciones entre fracciones algebraicas.

Por factorización, se determinan las raíces tanto del
numerador, como denominador.

Se ubican todas las raíces sobre la Recta Real.

Tomando un valor interior (-1) a cualquier Intervalo. se
reemplaza en la Inecuación original.

Como se obtiene una Proposición Verdadera. el valor y
su Intervalo son de Solución.

Luego sobre la Recta Real los Intervalos son o no de
Solución (V o F). por alternabilidad.

El Conjunto Solución, contiene dos Intervalos.

Cs: -eo<x<0.2 <z<4

Inecuación Algebraica. Llevando todo al I" miembro.

Efectuando operaciones de Fracciones algebraicas.

Por factorización. se determinan las raíces del numerador
y denominador.

Se ubican todas las raíces sobre la Recta Real, note que
hay dos raíces iguales en: 1: ambas raíces deben insertarse

De todas maneras se considera como un Intervalo más,
(Aunque no contenga ningún valor) el que se encuentra
en: 1 < x < 1

Tomando un valor, se reemplaza en la Inecuación original.
Se obtiene una Proposición Verdadera, el valor y su
Intervalo son de Solución.

Luego por alternabilidad, El Conjunto Solución. contiene
dos Intervalos:

Cs: -1 < x < 1 : 1 <x<

También se escribe como : Cs: -1 < x < - : x

c) 9

x2+9

- eo 0

Si x=0 9 <0
02 + 9

1 < 0 (F)

< 0
No es posible factorizar el denominador. por tanto la lnecua-
ción no posee raíces. entonces toda la Recta Real. es un solo
Intervalo.

Reemplazando un valor, se obtiene F. entonces ni el valor
reemplazado ni toda la Recta Real son Solución. El Conjunto
Solución es el Vacío o.

. 19 .



Resolver las siguientes Inecuaciones Algebraicas y Trascendentes:

a) 3x+7<5

3x+5 < 5

(/3x 7)2 < 52

3x + 7 < 25

x < 6

Cs: --<x<6

b) 2x s 8

2x 8

Log(2x) s Log 8

x Log 2 s Log 8

xs
Log 8

Log 2

xs3

Cs: --<xs3

Inecuación con Radicales, es Algebraica, se asume que se toma solo la raíz
positiva del radical.

Aplicando el Teorema TD- 10 de las Desigualdades que expresa:
Si: 0 < a < b a 2 < b 2 ; entonces elevando al cuadrado ambos
miembros, despejando: x

Inecuación Exponencial.

Aplicando Logaritmos a ambos miembros y aplicando sus Propiedades

Resolviendo y considerando que: Log 2 > 0. por tanto puede pasar a dividir
al 2d° miembro

c) Log(9x + 28) s 2

Log(9x + 28) s 2

9x + 28 s Antilog 2

9x+28 s 100

•x s 8

Cs: --<xs8

Inecuación Logarítmica

Despejando y usando: Antilog u = 10"

Resolviendo:

1

d) Senx - Cosx < 0
Inecuación Trigonométrica

Senx - Cosx < 0
Reordenando la Inecuación. de manera que quede una sola Función

Senx < Cos x Trigonométrica.
Sen x

> 0 s x < n/2 solo así pasar a1 Se considera ue: Cosx > 0 ~ ,q
Cos x dividir al 1 ° miembro. Usando relaciones Trigonométricas y resolvien-
Tan x < 1 do.

x < Arctan 1 De acuerdo a la condición Cs: 0 s x < n/4

n
X <
4 -n/4 0 n/4 n/2

3

e) 2'x -' - 32 < 0
Inecuación Exponencial

2)x-'-32 < 0 Reordenando la Inecuación para su resolución.
23x < 32

3

Aplicando Logaritmos a ambos miembros de la Inecuación. Por
Log(2'`-< Log(32) propiedad de Logaritmos

(3x - 7)Log 2 < Log 32 Resolviendo y calculando los Logaritmos Cs: — < x < 4

3x-7 < Log 32 = 5
Log 2

X < 4

Z r z1,1 101T

-20-



El Valor Absoluto de un Número Real, se denota y define del siguiente modo:

„• j^ ^ ;114 t

E{ 1-13 Se calculan los Valores Absolutos de los siguientes Números Reales:

131 3 > 0 131 =3 l-51 -5<0 1 -5I =-(-5)=5

101 0 = o 101 = o i -11 -1 < 0 I- 1 I = -(-1) = 1

Note que el efecto del Valor Absoluto es el de convertir a todo Número Real en positivo (A los
positivos, directamente los copia, a los negativos les agrega otro signo negativo para así convertirlos
en positivos)

De todas maneras el resultado es que todo número afectado por Valor absoluto se torna en positivo.

TEOREMAS DEL VALOR ABSOLUTO

De acuerdo a la definición del Valor Absoluto , se cumplen los siguientes Teoremas:

TA-1 la +bl sial +IbI TA-5 la-bl = ¡al lb¡

T,A=2 la + bl z (al - lb¡

TA-3 la - bl z la¡ - bI

TA-4 la - bl s Ial + bl

TA-6 Iaal=¡al
b lb¡

TA-7 la 'j = tal"

TA-8 la -bl = lb -al

TA-9 Ial = +Va_

TA-10 lxl < a
-.a < x < a

TA-11 Ixl > a
-- <x< -a ; a < x <

Ei 1-14 Se demostrará TA-1: a + bI s ¡al + lbl

La demostración de este Teorema del Valor Absoluto , requiere la verificación de los cuatro casos
posibles en cuanto a signos de: a. b

i) Si: a z 0; b z 0 ii) Si: a s 0; b s 0 Proposición ver-

la bI s ¡al + lb¡ Proposición verda - la - bl s Ial lb¡ dadera. se cum-

a + b) = (a) + (b) dera, se cumple la - (a + b) b) ple la Igualdad.
Igualdad.

iii) Si: a s 0: b z 0: a +b s 0 iv) Si: a z 0; b s 0; a +b z 0

la + bl s ¡al + lb¡ Proposición ver- la +bl s Ial + Ibl Proposición verda-
- (a + b) s (-a) + (b) dadera. se cumple (a - b) s (a) + (-b) dera, se cumple la

-b < b la Desigualdad. b < -b Desigualdad.

Si a s 0. b z 0: a b z 0 Si: a a 0; b s 0; a -b s 0

la bl s ¡al + IbI Se cumple la De- la b] s Ial + IbI Se cumple la
sigualdad. Desigualdad.

(a b) s (-a) + (b) -(a +b) s (a) + (-b)

a < -a -a < a

1
1

Los Casos iii) . iv) poseen a su vez dos posibilidades. que se las analiza

Como todos ¡os casos desembocan en Proposiciones verdaderas. se concluye que el Teorema se cump.-_
plenamente El Teorema demostrado se llama también "Desigualdad Triangular-



1-^5 Demostrar los siguientes Teoremas del Valor Absoluto

a) Demostrar TA-3: la - bl z la¡ - lb¡
¡al = ¡al
la¡ = a +b -bl
lal = (a -b) +bl s la -bl + lbl
¡al s a -bl + lb¡

¡al - lbl s a - bl
la -bl z ¡al - Ibl

Partiendo de una Identidad, luego sumando y restando:
b dentro del Valor absoluto.

Reordenando y aplicando TA-1 (Ya demostrado en el El
1-14)

Ordenando, intercambiando miembros

Teorema demostrado.

b) Demostrar TA-5: labi = Ial Ibl

Considerando los cuatro casos , que determinan los signos de: a, b además del Axioma Al 2 de los
Números Reales (Clausura del producto)

i) Si: az0:bz0

la bl = Ial lb¡
(ab) _ (a) (b)

ab = ab

iii) Si: aso:bi0

labl = ¡al Ibl
-(ab) = (-a)(b)

-ab = , -ab

ü) Si: a s 0 : b s'0

la bl = ¡al lbl
(a b) _ (-a) (-b)

ab = ab

iv) Si: az0;bs0

Se cumple la Igual-
dad en todos los
casos , por tanto el
Teorema queda
demostrado.

E

la bl = Ial IbI
9

-(ab) = (a)(-b)

-ab = -ab
9

c) Demostrar TA-10: I x l < a . -a < x < a

Suponiendo: a > 0 (Para que se cumpla la Desigualdad), analizando los casos posibles que brinda el
Valor Absoluto.

i) Si: x > 0

xi < a

x < a

n: 0<x<a

iii) Si: x < 0

lxi < a

x < a

x > -a

n: -a <x<0

0 < x < a U x=0 U -a<x<0 . -a<x<a
-a

d) Demostrar TA-1 1: x l > a -- < x < -a . a <

Suponiendo : a > 0 analizando todos los casos posibles:

a <x <- U o U -- <x< -a

--<x<-a,a<x<-

x <

iii) Si: x < 0

lxl > a

-x > a

x < -a

n: -- <x<

Uniendo los resul-
tados de cada posi-
bilidad:

0 a

Uniendo luego
los resultados
de cada posibi-
lidad:

-a

-a . 0 a

Para el caso de: a < 0 se procede del mismo modo (Se obtendrá toda la Recta Real)
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Las Ecuaciones en Valor Absoluto, son Ecuaciones que contienen expresiones de la incógnita afectadas por Valor
Absoluto. Para resolver estas Ecuaciones, se debe considerar que el Valor Absoluto brinda dos signos posibles

(Si: a * 0)

En: IP(X)1 = a
Si: p(X) > 0 . (X)

Si: P(X) < 0 P(X) = -a

Por tanto la Ecuación en V:;ior Absoluto. se desarrolla como dos Ecuaciones, donde la Incógnita ya no está
afectada de Valor Absoluto.

No se considera el caso de: P(Z) = 0 (a = 0), ya que no brinda mayor aporte a la Ecuación, en todo caso, surgirá
como consecuencia de las otras posibilidades.

Ef 1- 15 Se resuelve la Ecuación en Valor Absoluto: IxI + 3 = 7

i)

Solución correcta
porque: 4 > 0

El Conjunto solución está constituido por dos Números Reales 'Cs: {4. -4}. Estos valores se deben
verificar si como Soluciones son o no Correctas, es decir si el resultado de una posibilidad satisface a
la condición de tal posibilidad.

En el Ejemplo anterior, ambas Soluciones son Correctas. (En la posibilidad i) la condición es : x > O.
y el resultado es: 4 que satisface la condición: 4 > 0)

Resolver las siguientes Ecuaciones en Valor Absoluto:

a) IxI+5= 1

i) Si' x > 0

IxI + 5 = 1 Solución inco-
a + 5 = 1 rrecta porque.-

-4 i 0
x =-4

b) Ix -21 = 6

i) Si: x - 2 > 0

Ix - 21 = 6

(x - 2) = 6

x=8

c) 31x1 +2x=10
i) Si: x > 0

31x1 + 2x = 10

3(x) • 2x = 10

x=2

x > 2

1) Si: x < 0

Ix1 +3 = 7

(-x) 3 = 7

x = -4

Si: x<0

IxI + 5 = 1 Solución incorrecta
(-x) + 5= 1 porque: ,4 s 0

x=4

Por tanto reuniendo soluciones Cs: e

Solución correcta
porque:-4 < 0

ii) Si: x-2 <0 x<2

Solución co- Ix - 21 = 6 Solución correcta
rrecta porque: -(x - 2) = 6 porque:
8>2 -4<2

x =-4

Por tanto reuniendo soluciones Cs. {8. -4}

Solución co-
rrecta porque
2>0

Si: x<0

31x1 + 2x = 10

3(-x) + 2x = 10

Solución correcta
porque-0<0

x = - IO

Por tanto reuniendo soluciones Cs 2. - 10
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Las Inecuaciones en Valor Absoluto, son Inecuaciones que contienen a la Incógnita, afectada por el Valor
Absoluto.

Para resolver estas Inecuaciones , es suficiente con desarrollar el Valor Absoluto , de acuerdo a Ics Teoremas TA-
10, TA- I I del Valor Absoluto ( Demostrados en P-1- 1 5-c, P-1-15 - d). para luego aplicar los conocidos métodos
de resolución de Inecuaciones (Regla de los signos. etc.)

TA-10 Si: 1PIX,1 < a TA-11 Si: 1PIx,1 > a

-a < PIXI < a -- < PIX1 < - a , a < P(X) <

E¡ 1-1 6 Se resolverán las siguientes Inecuaciones con Valor Absoluto:

a) 1xl < 5
< 5 Aplicando TA-10, se desarrolla el Valor Absoluto, queda5 <- x

,,, Y /JYXd'fY'A [red':

-5 0 5

b) ^x1 >3

- < x < -3 3 <x<

así un Intervalo.

Graficando el Intervalo de Solución.

Aplicando TA- I I . se desarrolla el Valor Absoluto, quedan
así dos Intervalos.

Graficando los Intervalos de Solución.

IE
Resolver las siguientes Inecuaciones en valor Absoluto:

a) 12x-51 s 3

-3 s 2x- 5 s 3 Aplicando TA-10 sobre la Inecuación.

+5 +5 +5 Sumando: 5 a los tres miembros de la Inecuación, para así buscar el despeje
2 s 2x s 8 de: x. Dividiendo entre: 2 a los tres miembros de la Inecuación.

2 _ 2 _ 2 Intervalo de Solución: 1
I s x s 4 1 s x s 4 0 1 2 3 4 5 6

b) 12x-71 > 1

- -<2 x-7<-1 1<2 x-7<

•7
-m

.7 +7

< 2x < 6

2 -1- _2
-M < x < 3

+7 +7 •7

8 < 2x <

=2 =2 --2
4 < x <

c) ' x 1 < - 4

4 < x < -4

0 1 2 3 4 5 6

Desarrollando por TA- I I

Para despejar x de las dos Inecuaciones se su-
ma: 7, se divide entre: 2 a los tres miembros.

0 1 2 3

En las operaciones note que. m +a =
—a

=a =^

d) 1x1 > -2

--<x<2. -2 <x<

0 1 2 3 4' 5 6

La Inecuación no se cumple para ningún x _ P. La Inecuación si se cumple para todo x : R. ya
ya que el valor absoluto siempre será pcstt,vo que el valor absoluto s:er-c e será pos.t,vo
:o puede ser menor a -4 siendo siempre mayor a -2
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Resolver las siguientes Inecuaciones en Valor Absoluto:

Ix2-Sx+Si < 1

-1 < x2-Sx+5 < 1

a) Tras desarrollar el Valor Absoluto, no es fácil despejar: x directamente.
cada Desigualdad se resolverá separadamente, por ello luego se deben
intersectar los resultados que en cada caso se vayan a obtener.

I < x2-Sx+S

x2-Sx+6 < 0

(x-2)(x-3) < 0

-1 0 1 2 3 4 5

Si: x = 0 : -I < x2-Sx+S

-I < 02-5.0 +5

-1 <5 (V)
1 y 1 ? F T , V

0 1 2 3 4 5

Cs;:--<x<2.3 <x< -

Por tanto Cs.: -ce<x< 2 ,3 <x<-

Cs'.: I < x < 4

Cs=Cs ncsl.: 1 <x<2,3 <x<4

i x2-Sx < 1

x2-Sx+4 < 0

(x - 1)(x - 4) < 0

1 1 1 1 1 I 1 1

-1 0 1 2 3 4 5

Si: x = 0 : x2-Sx+5 < 1

02- 5.0+5 < 1

5 < 1 (F)

1 1IF V1 1 F

-1 0 1 2 3 4 5

Cs,;: 1 < x < 4

-1 0 1 2 3 4 5

-1 0 1 2 3 4 5
1 1 (CT'C) (S7/ /j
-1 0 1 2 3 4 5

b) Ix2- 10x+201 > 4

-eo < x2-IOx+20 < -4 ; 4 < x2-IOx+20 < co

Se resolverá separadamente cada Desi-
gualdad, para luego unir resultados.
porque son Desigualdades diferentes

< x2 - IOx+20 < -4

x 2- l O x+ 20 < -4

x2-IOx+24<0

4 < x 2 - 10x + 20 < ce

x2-IOx+20 > 4

x2-IOx+16 > 0

(x-4)(x-6) < 0

Q s

(x - 2)(x - 8) > 0

0 2 4 6 8 10

Si: x = 0 : x2 - IOx+20 < -4

0 2 4 6 8

Si: x = 0 : 4 < x2 - IOx20

10

02-10.020 <-4 4 < 02 - 10.0 + 20

-

20 < -4 (F) 4 < 20 (V)

° ° V

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Cs,4<x<6 Cs,,:--<x<2.8<x<ce

Por tanto Cs : 4 < x < 6
2 4 6 10

<8<<2C < cex.s.-- x
1 1 1 1 1 r/

0 2 4 6 8 10-

Cs = C s UCs -oe <x< 2U4 <x<5 Y/X7

U 8 < x < 0 2 4 6 8 10
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T_`hg Resolver las siguientes Inecuaciones en Valor Absoluto:

a) I x12 + 2Ixi - 3 s 0

Analizando las posibilidades del Valor Absoluto, resolviendo en cada caso y uniendo sus resultados:

i) Si:x> 0

1x12+2Ix1 -3 s 0

(x)2 + 2(x) - 3 s 0

(x + 3)(x - 1) s 0

1 Í' 1 ? 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Si:x=O: x2 + 2x-3 s0

=

*

02+200-3s0

s¡

-350 (V)

1 F ¶ 1 V I I 1
F

I

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Intersectando con: x > 0 Cs ,: 0< x s 1

b)

ii) Si:x<0

x12+21xi -3 s 0

(-x)2 + 2(-x) - 3 s 0

(x-3)(x+1) s 0

1 L, I I I 1 I

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Si: x = 0 ; x2-2x-3 s 0

02C-2.0-3 s 0 -3 s 0(V))

F
1 1 1 VI 1 7®

I F1

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Intersectando con: x < 0 CsN: -1 s x< 0

Uniendo resultados: Cs = CsI . U CsI.I . = -1 s x s 1

Verificando que el cero es también solución , se agrega
al Cs.

Ix- 212- 4jx -21 +3 < 0

S i : u = x - 2 Iu1 2 -41u1 +3 < 0

i) Si: u > 0

1 G77-M 1 I

-3 -2 -1 0 1 2 3 4
1 (iY f xn I 1 I I

-3 -2 -1 0 1 2 3 4
^^^ 1 I

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Efectuando un Cambio de variable, para la resolución:

1 u 2- 4 u l + 3 < 0 Resolviendo para ca-

(u)2
- 4(u) + 3 < 0 da posibilidad del

Valor Absoluto,
(u - 1 )(u - 3) < 0 uniendo resultados.

I I 1 t I I 1

-3 2 -1 0 1 2 3 4

Si: u = 0 : u2-4u+3 < 0

02-4.0+3 < 0

3 < 0 (F)

V
I I I Z

F,

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Intersectando con: u > 0 Cs;: 1 < u < 3

1 y 1 1 L 1

-3 -2 -1 0 1 2 3

Intersectando con: u < 0 Cs.: -3 < u < - I

Uniendo resultados : Cs = Cs. U Cs

I

..: -3 < u < -1 , 1 < u < 3

-3 < u < - 1 < u < 3 Sin embargo por el cambio de variable: u = x - 2

- 3 < x - 2 < -I 1 < x - 2 < 3 Retornando a la variable original, despejando x.

- 1 < x < 1 3< x< 5

P,jr tanto Cs: • 1 < x < I . 3 < x < 5 . La
gráfica final representa a los Intervalos de
Soluc:ón je variable x

26

ii) Si: u < 0

Iu12 - 41u1 + 3 < - 0

(-u)2 - 4(-u) + 3 < 0

(u+¡)(u+3) < 0

! I 1 1 1

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
S i : u = 0 : u2 +4u +3 < 0

02+4.0+3 < 0

3 < 0 (F)

_, 1
-2 -1 0 1 2 3 4 3

I r^TT,TI

-2 -1 0 1 2 3 4 5
7 i77T

•2 -1 0 1 2 3 4 5

3

3

3

1

t)



1-20

a)

Resolver las siguientes Inecuaciones en Valor Absoluto:

4

x-3
< 1 Luego de desarrollar por TA-10 del Valor Absoluto. se observa que no es fácil

el despeje directo de la incógnita: x

Se resolverá separadamente , cada Desigualdad , para luego intersectar.
I < 4 <

x-3

-I < 4
x-3

4 <0 -(x+1) <0
x-3 x-3

1 1 I I I 1 Ir 1

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Si: x=0 , -1 < 4 Si: x=0 4< 1
x-3 x-3

I < 4 = - 1 < - 4 (F) 4 < I - 4 < I (V)
0-3 3 0-3 3

V; w E 1 1
ep
I Y 1 V ¶ 1 F 1 1 t V

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5 6 7

b)

-co<x<-1,3<x <m

Por tanto:

Cs = Cs.nCs_:

-- <x< - 1.7<x<

-2 -1

x-10

x-2
< 3

Si bien es posible resolver por el mismo método del problema anterior, otro manera es la siguiente:

1 X -101
< 3

I x - 101
< 3 x - 10 1 < 3 I x - 2 1

Desarrollando por Propiedades del
x-2 Ix - 21 Valor Absoluto.

(1 x - 101 )2 < (3 1 x - 2 1 )2 El Valor Absoluto garantiza que las expresiones son
(x - 10 )' < 32 (x - 2 )' positivas, por ello es posible pasar a multiplicar el

denominador.

x 2 - 20x + loo < 9(x 2 - 4x + 4) Al elevar al cuadrado ambos miembros, es posible
x2 - 20x + 100 < 9x2 - 36x 36 ignorar al Valor Absoluto. (Los cuadrados también

8x 2 - 16x - 64 >
0 aseguran que las expresiones son positivas, mismo

x2-2x-3 > 0

(x - 4)(x + 2) > 0

ii)

Cs.: - < x < 3 7 < x

- 1 < 0
-(x-7) <

0
x-3 x-3

0 1 2 3 4 5 6 7

< co

Mr7
8

4 5 6 7 8

efecto del Valor Absoluto).

Desarrollando, simplificando y ordenando se logra una
Inecuación cuadrática.

Resolviendo la Inecuación cuadrática por el método
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 habitual de la Regla de los Signos.

Si x=0 x2-2x-8 i 0

02-20-8 i 0

- 8 i 0 (F)

V ° V

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Factorizando. ubicando raíces, reemplazando un valor
cualquiera se llega a obtener la Solución.

Cs --<x<-2; 4 <x< m

-3 -2 -1 0 1 2 4 5
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Resolver las siguientes inecuaciones en Valor Absoluto:

a) 3x - 2

x+l
>2

-^< 3x-2 <-2,2<

x+l

3x - 2

x+1
< o0

Desarrollando porTA- 1 1 del Valor Absoluto, como
se desarrollan dos Desigualdades , se deben unir los
resultados.

i) 3x-2 < -2 i) 2 < 3x-2

x+l x+l

3x-2 +2 < 0 5x < 0 2- 3x-2 < 0 -(x-4) < 0
x+l x+l x+l x+l

-2 -1 0 1 2 3 4 5 -2 -1 0 1 2 3 4

Si: x = 2 3x - 2 < -2 Si: x = 0 2 < 3x - 2
x+l x+l

32-2 < -2

2+1
4 < -2 (F) 2 3.0 -2 2 < -2 (F)
3 0+1

.
,F I V 1

s
,¢ 1 1 ,

-2 -1 0 1 2 3' 4 5

Csi: -I <x<0

Por tanto Cs, = Cr u Csir :

< x < - I , -1 <x<0.4 <x < 00 4

777GTT.^ 1 , 1

-2 -1 0 1 2 3

Otra modo de resolución de esta Inecuación , parte de la Propiedad de Desigualdades:

Si: b>0 . b>a=> <
b a

3x - 2

x+1

1V't 1 , 1F 1 , t vi
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Cs.:-00<x<-I.4< x<

1 2 3 4 5

> 2
x + 1 1 Así la Desigualdad
3x - 2 2 cambia de sentido.

Luego se usará TA-10 y procedimientos como los empleados en: P- 1 -20-a, o el P- 1 -20-b

b) I+x

1 - x
> 0

1 + x < 0 . 0 < 1 + x < Desarrollando el Valor Absoluto por TA- I I .
- x 1 - x resolviendo separadamente y uniendo.

i) I + x
< 0

I - x

-2 -1 0 1 2 3

Si x= 0 1 +0 < 0 . 1< 0 (F)
I -0

V F ? V ,
-2 -1 0 1 2

Cs.-00<x<-1<x<

3

Por tanto: Cs = Cs U Cs.: -00 < x < -1 .

-1 <x< 1 . 1 <x<00

Tambier' puede escribirse como:

Cs < x < A . X - - 1 : x - 1

1 +x
0 <

I -x

-2 -1 0 1 2

Si:x=O - 0< 1*0 0< 1 (Vl
1 -0

, F t Y 'I , F
-2 -1 0 1 2 3

C5,...: - I < x < 1I ^

-1 0 1 2 3
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1-22 Resolver las siguiente s Inecuaci ones en Valor Absoluto:

a) x+ 2 x-1
< 0

x- 6 x-3

x+2 x-1 x+2 x-1
< 0

x-61 Ix -3 1 x-6 I x -31
(x + 2 )(x - 3 ) (x + 2) (x - 3)

< 1 < <- I
(x - 6)(x - 1 ) (x - 6)(x - 1)

Para resolver conviene reordenar, de
manera que luego puedan aplicarse las
Propiedades del Valor Absoluto y de
las Desigualdades.

Desarrollando el Valor Absoluto por TA-10. resolviendo separadamente e intersectando resultados

I < (x + 2)(x - 3)

(x - 6) (x - 1)

I - (x+2)(x-3) <0 -2x(x-4) < 0

(x-66)(x- 1) (x-6)(x-11)

1 0 1 2 3 4 5 6 7

Si: x = 2 -I < (x+2)(x-3)
(x - 6)(x - 1)

-I < (2+2)(2-3
) -1 < 1 (V)

(2 - 6)(2 - 1)

V tFAf , V2 .F Í' V.
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

Cs. -o<x<0 ; 1 <x<4;6<x<

Calculando la intersección de los
resultados de cada posibilidad:

i1) (x + 2)(x - 3) < I

(x - 6) (x - 1)

(x+2)(x-3) - 1 <0 6(x-2) <0
(x-6)(x-I) (x-6)(x-1)

1

a
1 1 1 i

Q
1

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

Si: x = 0 (x + 2)(x - 3)

(x - 6) (x - I)

(0 + 2)(0 - 3)

1

< I - 1 < 1
(0 - 6)(0 - 1)

(V)

1V1 tF® ^ V , AI F,
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

cs,i: -- <x< 1 ;2 < x < 6

77V7l^D XY' /7i7-3

Cs.ncs u : - m <x<0.2 <x<4 te ,
-1 0 1 2 3 4 5 6

b) 1lx1-41<1

)Si x>0

Ix-41<1

-I < x-4 < 1 (+4)

3 < x < 5

Uniendo resultados de cada
posibilidad

Desarrollando los
Valores Absolutos
y aplicando sus
Propiedades:

c) ¡Logx) < 1

ILogx1 < 1

-I <Logx<1

Antilog(- 1) < x < Antilog 1

lo" < x < l0'

0 1 < x < 10

f

7

L
7

ii) Si: x < 0

1-x-41 <l

- I < -x - 4 < 1 (-4)

3 < -x < 5 -(-1)

-3 > x > -5 - -S < x < -3

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0
Cs: -5<x<-3.3<x<5

3 4 5

lnecuación Logarítmica en Valor Absoluto

Desarrollando el Valor Absoluto por TA- 10

Aplicando Antilogaritmos a les tres miembros

Propiedad Antilog u = 10" Simplificando Cs 0 1 < x <

10

1



Resolver las siguientes Inecuaciones en Valor Absoluto:

a) 1 x) +'x-21 < 4

Para resolver este tipo de Inecuaciones. el modo más práctico, consiste en analizar las posibilidades en
cuanto a signo de los Valores Absolutos, para así obtener las raíces de cada posibilidad.

Además, se deben buscar las raíces internas a cada Valor Absoluto. (Valores que determinan cero dentro
de cada expresión afectada por Valor Absoluto, por ejemplo en: 1 3x - 6 1 : la raíz interna es: 2)

Luego de ubicar todas las raíces sobre la Recta Real, en todos y cada uno de los Intervalos, se debe
verificar si son o no Solución, ya que la alternabilidad no es aplicable.

i) +(x) + (x - 2) <4

ii) +(x) - (x - 2) < 4
x1 +1x -21 < 4

iii) -(x) + (x - 2) < 4

iv) -(x) - (x - 2) < 4

Ubicando todas las raíces sobre la Recta Real , tanto las
internas como las calculadas en las posibilidades:

(x-3) <0 Raíz

2 < 4

. -2 < 4

(x + 1) < 0 Raíz

-2

Reemplazo en: 1x1 + 1x - 21 < 4

Si: x =-2 1-21 + 1-2 -21 < 4 6'< 4
1 F

(F)
-2

x=-0.5 1 -0.51+1- 0.5 -21 < 4 3 < 4 (V)

x=I 111 + 1 1 -2 1<4 2 < 4 (V)

x =2.5 12 . 51 +12.5- 21 <4 3 < 4 (V)

x=4 141+14-21<4 6 <4 (F)

Por tanto se tiene dos
raíces internas a los
Valores Absolutos 0:
2 dos raíces de las
posibilidades 3: -1

-1 0 1 2 3

t Vt Y t Vt F,
-1 0 1 2 3 4

-1 0 1

Cs: -1 < Y, < 3

b) 12x - 61 + 1x - Ii s 10

Buscando las raíces de las posibilidades del Valor Absoluto y las raíces internas:

Si: 12x -61 + 1x -11 < 10

Las raíces Internas a los
Valores Absolutos son
3, 1 respectivamente.

i) +(2x - 6) + (x - 1) s 10

ii) +(2x - 6) - (x - 1) s 10

iii) -(2x - 6) + (x - 1) s 10

iv) -(2x - 6) - (x - 1) s 10

I I 1 1-t I 1 I

-5 -2 0 1 2

Reemplazando en: 12x - 61 + 1x - 1 1 s 10

Si. x = - 6 12( -6) - 61 + 1 -6 - 11 s 10

x =-2 12( -2) -61 + 1 -2 - I) s lO

x = 0 12.0 -61 + 10-11 s 10

X = 2 12.2- 61 + 12-1 1 s 10

x = 4 124 -61 + 14-11 s 10

x = 6 126 -61 + 16-11 10

x = 16 1216 -61 + 116-11 s 10

F F I V1 V V, T

-5 -2 1 4 17/3

F
10

-5 -2 0 1 3 4 17/3 3 10

-(x+5) s 0

-(x + 1) s 0

i ' I I 9 1 ; ,

4 17/3 8 10 12 15

25 s 10 (F)

13 s 10. (F)

7 s 10 (V)

3 10 (V)

5 10 (V)

II s 10

41 s 10

(F)

(F)

_1
a

I F

12 15

Cs -^ s x s 17--
3

12 15

3(x - 17/3) s 0

( X-1 5 )10 9
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- I Demostrar los siguientes Teoremas de los Números Reales:IL
a) ax=a x= 1

b) a+x=b x=b-a

c) x 2 - Y' = (x + Y) (x -y)

d) (- I)x = -x

e) a(b - c) = ab - ac

0 -(-a) = a

L2 )
Demostrar los siguientes Teoremas sobre Desigualdades:

a) a > b a-c > b-c

c) 0 < a < b a' < b'

e)

g)

b>0,a'<b - ^-b< a<Fb

a2+b2 = I,c2+d2 = 1 ac+bds l

Resolver las siguientes Inecuaciones lineales:

2x-3 < 5

8-x<5

4 - 2x < 9 - 3x

1 < 2x - 5 < 7

3x + 2 z 8

9-4x s 1

1 + 2x < 5x-8

5s3x+2s8

1<9-2x<5 2 < 5 - 3x < 8

8 < 3x + 2 < 2 9<Sx+4<-

b)

d)

1)

h)

g) a c ad + cb

b d bd

0 < a < b > 1
a b

0 < a < b ab>0

(a +b)(b +c)(a +c) z 8abc
2 2 22

x,Y, + x2y2 s x1
+ xz Y, + y2

x< 4; x z 2

x > 3 : x 2: 2

x < 5 : x > 3

3< x< 6: s x s 2

2 < x <

Resolver las siguientes Inecuaciones Cuadráticas y de Grado Superior:Jq

x2-5 < 4

x2-6x+5 < 0

x 2 + x - 12 > 0

5-x2 > I

x2-x+I0 z 16

3x2-7x+2 < 0

x2-6x+9 z 0 x2 < 0

x2+9 < 0 x4-1 < 0

(x+l)2 -(x-I)2 < 4
(x2+1)2 < (x2-1)2

x'-3x2-18x+40 < 0 x4-13x'+36 <0

x 3 - 8x 2 + 1 7x - 10 > 0 x4-17x2+16 s 0

x'-6x2+12x-8 < 0 x4 *x2 < 0

xs-5x'+4x > 0 (x - I)3 > 0

x4-6x3+13x2-12x+4<0

x4.2x3-16x2-2x-15<0

x3 -x < 0

x9-256 > 0

4.; -I < x <

o ; x >

-3<x<3: -2 < x < 2

I <x< 5 xs -2,xz 3

x<-4x> 3
1/3<x<2

R : o

o; -I <x<

x < 1 : 0

x < -4 2 < x < 5
-3 < x < -2.2 < x < 3

1 < x < 2. x > 5
-4 sxs -I .1 s x s 4

x < 2 ; o

-2<x<-1.0<x<1.x>2
x > I

o. x < -1 . 0 < x <

-5 < x < -1 I < x < 3
x < -2 . x > 2
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I.5 Resolver las siguientes Inecuaciones Algebraicas:

5> 1 6 s 3
x x

x - 1 <

x-2

9

x -2
> x-2

x-I x-3 x-3
>

x-4 x-2 x-5

3x i < 2 x2+1 < 0
x-4 x2+9

x2-7x+ 12 3 2 4

x -3x+22
<1

6x + 8 < 2

x-4

-+ +
x x-1 x-2

> 2

0<x<0.3

i -6 Demostrar las siguientes Propiedades del Valor Absoluto:

la +b) a ¡al - lb¡ la -bi s tal + Iba la -bl = lb-al

t -7 Resolver las siguientes Ecuaciones con Valor Absoluto:

x+4 Ix1 +3

x-2^, = 3 lxi -2 = 2

12x1 = 8 ¡Logxl =

8
< 0

x-2

6 < 2

x-3 x+l

x+3

? < 0
x-2 x-1

x2-7x+12 < 0

x2 - 3x + 2

x1 2 - 21xl -3 = 0

x12 - SIx) +6 = 0

Ix1 2 + IxI -2 = 0
13x -91 = Ix -71

Ix + 41 = 2
lxi - 1

jSen xI = 1

t _g Resolver las siguientes Inecuaciones con Valor Absoluto:

ix - 31 < 2

x -41 > 1

4

x-3
> 2

x -4

x-2
< 1

Ix -51 -lx -31 < 0

3x - 1

x-2

2x -31 -Ix -61 < 0

x-4

x2

x-6

x-3
< 0

x-5¡ + ix-2¡ < 7

'x-2¡ - Ix1 - Ix-4! i 4

101 < 6

12x - 51 < 1

110-4x1>2

< 1

> 2

Ix -81 -Ix -41 > 0

Ix -41 - I5x -81 < 0

x-3

xl

> 6

x - i 2 0
x-2

13x- 11 - 12x- 11 > 5

Ix-51 -ix-3i < Ix-11

1x2-3x -81.> 10

< 2

0 < x < 5
x < 0, x z 2

x<2

x < 4 , x > 6
-4 < x < 4

x <-3 , -1 < x < 3

x<2
x<-1 ,2 < x < 5

x < -3

x<25/2 < x < 4
x > 5

1< x< 2, x> 3

-7 <x<4
1 < x < 2. 3 < x <

1

0

4

1 < x < 2 . x > 5/2
< x < 1.2 . 2 < x < 3

la "l = lal" 1 b
a

i = ^b^

_313

-3. 5 : -2. 6 . ±2. 13

*6-2,5:11

y-3:4: 1.4

5.1/2: t 7 : -2. 6

3 : 10. 0.1 : ±n/2

1 <x.<5: 2<x<3

x < 3,x> 5 : x < 2. x > 3

I <x<S, x•3 : x<2. x> 8
x < -3. x > 5

x>3 : x<-3.1 <x<2.x>2
x <-4.0 < x < I.x> 1

x > 4 : x < 6

-3<x<3: x<1 .x>2

0<x< 11/2.x3.x>8
x i -6/5

0<x<7: x<-5.x>5

x s 2. x t 6. 3< x < 7

-4 < x < -2. 2 < x < 4.
x < -3. 1 < x < 2 x > 6
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1

El objetivo de este capítulo es el de definir al concepto de Función y analizar las diversas clases y tipos de
Funciones, indicando sus características básicas y sus gráficas correspondientes.

Un Par ordenado, es una pareja de elementos, que guardan un orden determinado:

Si. (a. b) = (x, y) a = x . b = y
En (x.y) x se llama Primer componente

y se llama Segundo componente.

Ej 2-1 Los Pares (3,5) : (5.3) Son dos Pares ordenados de Números Reales (R), diferentes entré sí.

PRODUCTO CARTESIANO

El Producto Cartesiano: A x B. de los Conjuntos: A. B : es el Conjunto de todos los Pares ordenados: (a.b):
donde: a e A. b E B simbólicar'ente se tiene:

X T uni Q b{ ITf K w 1 e a
EEj 2-2 Si: A = {2. 4, 6} : 8 = { 1 .3} A. 8 son dos Conjuntos de R

A x B = {(2, l).(2.3).(4. l).(4.3).(6. I).(6.3 )} Producto Cartesiano de:A.B

PLANO COORDENADO

El Plano Coordenado es el Producto Cartesiano : RxR (Donde : R es el Conjunto de todos los Reales).
Consecuentemente el Plano Coordenado será el Conjunto de todos los Pares ordenados de Números Reales.
conteniendo infinito número de Pares ordenados.

c
Una Función es un Conjunto de Pares ordenados : (x.y) entre los cuales no existen dos Pares, con el mismo
Primer componente.

E¡_j-3 { (a. x). (b, y). (c. z) } Este Conjunto de Pares ordenados es una Función

{ (a. x), (b. z). (c. z) } Es también una Función. pese a reiterarse un 2°o componente

{ (a. x), (a. y). (c. z) } Este Conjunto no es una Función. ya que se reitera un 1" componente.

DOMINIO Y CODOMINIO DE UNA FUNCIÓN

El Domino es el Conjunto de Primeros componentes ce :os Pares ordenados de una Func ón. se simboiiza D,

El Codom n o es el Conjunto de Segundcs .emponen: es de Pares ordenados de una Furc:ón. se s mboi za C,
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E' 2- f: {(a,z).(b.y),(c,x),(d.w),(e,u)}

D,: {a,b,c,d,e} : Cí: {z,y,x,w,u}

Función

Dominio y Codominio de la Función.

FUNCIÓN REAL DE VARIABLE REAL

Si el Dominio de una Función es R (Conjunto de todos los Números Reales), siendo el Codominio, también R:
se obtend. á una FUNCIÓN REAL DE VARIABLE REAL

En las Funciones Reales de Variable Real, el número de Pares ordenados es grande, por eso es que en lugar de
indicar a la Función como un Conjunto de Pares Ordenados, es preferible asignar a la Función una Regla de
correspondencia: y = (,,1

En: (x, y) x es el Primer componente, se llama Variable Independiente
y es el Segundo componente, se llama Variable Dependiente.

Dada una Regla de correspondencia y = (rX) : se asignan valores arbitrarios a la Variable Independiente x : para
así obtener valores en y

Ej 2-5 Si : y = ((X)

y = 2x - 1

x
-2.

0
1
2

y
-5

.3

•I

3

La Función Real de Variable Real, se expresa por una Regla de co-
rrespondencia. Asignando valores en x se obtienen otros para y

La misma Función se expresa de varias maneras, como Conjunto de
Pares ordenados, se tiene:

f:

Note que la Función posee infinitos Pares ordenados, de los cuales se indican solo algunos.

Dominio .

Mediante Diagramas de Venn es ilustrativo observar la relación entre el
Dominio y Codominio de una Función.

El Primer Conjunto o Conjunto de los Primeros componentes. es el
Dominio de la Función D, : Contiene a todos los Números Reales.

El Segundo Conjunto o Conjunto de Segundos componentes, es el Codo-
minio de la Función C( contiene también a todos los Números Reales.
Por tanto se concluye que la Función es de Reales en Reales: R - R

Analizar, determinar algunos Pares y graficar por Venn, las Funciones: a)

f: {(0.-2).(I.-3).(2,-6).(3.?).(4.6)....}

Asignando valores arbitrarios en x se obtienen los correspon-
dientes de y

Se observa que para x = 3 ; no existe y (No es válida la
división entre cero) Para que la Función exista . se debe
excluir de su Dominio a 3, la Función no es de: R - R

b)

í. (I.-l),(4.2).(4.-2)...}

La expresión indicada, no es una Función, ya que existen
Pares con el mismo Primer componente.

Ademas note que para valores negativos de x : no existe
Segundo compcrente

Expresiones como la indicada. no son Funciones, son sim-
;iemen:e elaciones.

y = ((x)

Codominio

6

x-3
1
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En los siguientes Esquemas generales de Diagramas de Venn. determinar cuales representan una Función
(El 1" Conjunto es el Dominio, el 2d° el Codominio)

e)

Los esquemas representan situaciones generales, que muestran relaciones entre Pares ordenados.
generalizándose sus conclusiones a cualquier tipo de Función.

a) El esquema si representa a una Función. nótese que todos los elementos del Dominio están
relacionados con alguno del Codominio.

b) El esquema si representa a una Función, nótese que dos elementos del Dominio, están relacionados
con solo uno del Codominio.

c) El esquema si representa a una Función , nótese que un elemento del Codominio no está relacionado
con ninguno del Dominio.

d) El esquema no representa a una Función , un elemento del Dominio está relacionado con dos del
Codominio (Un 1" componente de Par ordenado no debe reiterarse)

e) El esquema no representa a una Función , porque el Dominio no debería incluir elementos que no
estén relacionados con otros del Codominio;

f) El esquema no representa a una Función, por dos razones: Un elemento del Dominio no debe
relacionarse con dos del Codominio: No debe incluirse en el Dominio a un elemento que no esté
relacionado con otro del Codominio.

Definiciones posteriores catalogan a los Esquemas como: a) Función Biyectiva; b) Función Suryectiva, no
Inyectiva: c) Función Inyectiva, no Suryectiva

Un ejemplo de la vida real, permite recordar remotécnicamente lo anterior:

Suponiendo que el Matrimonio hace el papel de Función, relacionando al Conjunto de Damas (Dominio) con el
de Caballeros (Codominio): Los Pares ordenados son entonces parejas de una sociedad, donde implícitamente
se aceptan Caballeros bígamos, no Damas bígamas. Entonces analizando los esquemas:

a) Es admitido, una Dama con un Caballero, un Caballero con una Dama. ningúna Dama o Caballero
queda sin pareja (Es Función)

b) Admitido, aunque un Caballero esté relacionado con dos Damas (Es Función)

c) Es admitido. un Caballero soporta quedarse sin pareja (Es Función)

d) No admitido, porque no se acepta que una Dama esté relacionada con dos Caballeros (No es Función)

e) No es admitido. una Dama no aceptaría quedarse sin pareja (No es Función)

f) No es admitido, porque no es correcto que mientras una Dama está doblemente relacionada, otra
quede sin pareja (No es Función)

Las Funciones Reales de Variable Real, que representan cada caso son:

a) ( ,x^ = 2x - 1 b) ((_J = x3 - 3x c) (,x) = 3` 2 ♦ 1 e) f'z) q
Ó

¡ f.i^ = Jx
x 3
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Un Sistema Cartesiano Rectangular de Coordenadas, es el conjunto de dos Rectas Reales perpendicularmente
dispuestas (La horizontal, se llamará EJE DE ABSCISAS, la vertical: EJE DE ORDENADAS, la Intersección se llama:
ORIGEN DE COORDENADAS)

El Sistema define a los Puntos del Plano en asociación biunívoca, con los Pares de Núméros Reales: (x,y)

Por convenio se asocia el Eje de abscisas con el Primer
componente x ; El Eje de ordenadas con el Segundo
componente y

Un punto del Plano se designará como: P(x,y)

La distancia: x desde P al Eje de ordenadas Y, se llamará
Abscisa, la distancia: y desde P al Eje de abscisas X, se
llamará Ordenada.

La Abscisa y la Ordenada, son las Coordenadas Cartesia-
nas Rectangulares del punto: P(x,y)

Ei 2-6 Como puntos en el Plano, se ubican los siguientes
Pares Coordenados:

PI (4.2) ; P2(- l ,3) Note la ubicación de una

P3(-3.0) P4(-1, -1) escala adecuada en los Ejes
Coordenados. 1 2 3 4 5

Una gráfica en el Plano Coordenado. es el Conjunto de Pares ordenados (Puntos ) que satisfacen una Función
o Relación.

Cuadrante D

Cuadrante ID

Ei 2-7 Gráfica de: jtXl = y = 2x + 1

Si: y = 2x + 1
En columna se determinan algunos
Pares ordenados, que se representa-
rán como puntos.

Luego de ubicar algunos puntos, se
unen entre sí formando una Recta.

x y

y =2^3 Graficar 6

Si: y =
x-3

Determinando algunos Pares.
como puntos en el Planc

No existe un Par con 3 como
Primer componente. por ello en
la gráfica se ignora este valer.

-2

I

0

2

X y

0 -2
.3

2 .6

3 3
4 6
5 3
6 2
•3 •I

rl

1 Í
i. i X

2 4 b

_. ; ..6
t1E 1 I11111111111.

.4

Y Cuadrante 1

P(x,y)

Xi
Origen ABSCISAS

Cuadrante N

.............. .......:...........

X

....:.........r..;......................
...:.....:...

....:............2

i...2....i...4........ 6......... 5.....
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;24 Graficar las siguientes Funciones o Re!acior,es:

a) y=x2

Si: y = x2 A partir de la Regla de corres-
pondencia, asignando valores arbitrarios a
x, se calculan los de y, según la tabla:

Usando los Pares ordenados como pun-
tos, luego de ubicarlos en el Plano, se los
reúne, de esa manera se obtiene la gráfica.

x

-2

-1

0
1

2

y

Note que cada dos diferentes Primeros componentes del Par, determinan solo a uno como Segundo
componente, esto no afecta al carácter de Función que se tiene.

Si: y = t F x Se determinan algunos
Pares que como puntos se ubican en el
Plano.

Observando la tabla , se observa que cada
Primer componente determina dos Segun-
dos componentes, por tanto no es una
Función.

3
c) y = -X. I

Si: y = x + I Determinando algu-
nos Pares ordenados o puntos y ubi-
cándolos en el Plano, al unirlos se
obtiene la gráfica requerida. Es una
Función.

d) y =x'-1

Si: y =x3-I

Determinando algunos Pares ordenados
o puntos , se ubican en el Plano y se
unen entre si.

Es una Función.

3x - Ie) y _

x-3

3x - 1
Si: y =

x-3

x

x y
0 0

4 2
.2

9 3
.3

y
-2 -1

.1 0
0 1

1.26
2 1.44
7 2

x y

-2 .9
-2

0 -1

0
2

y
....... ..... ........

......`.....--............ 1 .....................
Determinando algunos pun-
tos, se obtiene la gráfica de
esta Función, posteriormente
se la analiza con más detalle.

....... ........ .._..... .... ....... ..... ..
^ Y...........2

X
!4 6

................ :.............. . ...... .......

.... .^ .............. ...............

0

.... ............2

...... ......... ......... ...............

6

....... ...... .................. ........... ...

.................... ...................._...... ..:.........................
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JJ J 1Ñ 1

)s Dominios Reales de definición de una Función Real de Variable Real, son los Conjuntos de primeros
)mponentes de los Pares ordenados que conforman la Función.

ara calcular los Dominios Reales de una Función, es suficiente con evitar que el Primer componente: x dei Par
rdenado: (x,y) esté afectado por expresiones como:

uego, todo valor de x que no esté afectada por las anteriores situaciones, pertenecerá al Dominio (DI) de una
unción.

?i 2-8 Se calculan los Dominios de las siguientes Funciones:

a) f(X) = 2x - 3 La Variable: x no está afectada por ninguna de las expresiones que se deben evitar.

Por tanto: x no está sujeta a ninguna restricción, puede tomar el valor de cualquier
Número Real. El Dominio es todo el Conjunto de los Números Reales : DI: y x E R

b) f (X1 X 2 + I

(x)

La Variable: x no está sujeta a restricción alguna.
Dr:VXER

c) 1
f =

Hay posibilidad de división entre cero , lo que debe evitarse , entonces se debe evitar
(X) x - 2 que: x = 2. es decir x no debe tomar el valor de 2. . El Dominio será todo el Conjuntó

de los Números Reales , excepto: x = 2
Dr:VxeR,xo2

d) f(X) = + X - 5 Debe evitarse la Raíz Par de negativos (En este caso Raíz Cuadrada ). entonces debe
cumplirse que : x- 5 2 0 x x 5

Por tanto el Dominio será el Conjunto de todos los Números Reales , mayores o
iguales que : 5 D1:VxeR.x2 5

Note que no es necesario evitar a x = 0 . ya que la raíz de 0 existe , es de valor 0

e) f(r) = 3= • 1 La Variable: x no está sujeta a restricción alguna.

DI:V XER

fax) = Log(x - 4) Debe evitarse el logaritmo de negativos , por ello debe cumplirse

x • 4 > O. x > 4 . Entonces el Dominio será el Conjunto de todos los
Números Reales , mayores que: 4

DI:Vxe- R,x> 4

Note que también debe evitarse el logaritmo de cero, que no existe . (En cambio
la Raíz Par de cero existe. es Real)

En posteriores análisis de Funciones , se encontraran mas situaciones que deben evitarse . para zctener
?l Dominio de una Función Real de Variable Real
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Codominios Reales de una Función Real de Variable Real, son los Conjuntos de segundos componentes, de los

Pares ordenados que conforman la Función.

Para determinar los Codominios Reales de una Función, es suficiente con evitar que el segundo componente:

y del Par ordenado: (x,y): esté afectada por expresiones tales como:

M
J ^ 1 ^

air
l 'I If̂ IÎ

I q I I II I Yl ^ ^

^

^ 1la , ^,

f9 ^ fY f . tl;I I
Por tanto todo valor: y que no esté afectada por las anteriores situaciones, pertenecerá al Codominio (C1) de una

Función

Como el análisis se hace sobre la Variable y : previamente se debe despejar la Variable x ; a partir de la forma

usual de expresión de una Función: y = y(,)

Note que las mismas situaciones que se deben evitar en el cálculo de Dominios, también se debe evitar en el

cálculo de Codominios.

E¡ 2-9 Se determinan los Codominios de las siguientes Funciones:

a) = 2x - 3 = y'(X)

x =
y+3

La Variable : y no está afectada por las situaciones que se deben evitar.

Por tanto : y no está sujeta a ninguna restricción, puede tomar el valor de
cualquier Número Real.

2

C. VyER El Codominio es todo el Conjunto de los Números Reales:

b) Í^X) = x Z + l = y

x = y -

C VyER.ya 1

c) 1

X =

=y
x-2

En la Variable : y debe evitarse la Raíz Par de negativos (En este caso
Raíz Cuadrada ), entonce debe cumplirse: y - 1 2 0 y z l

Por tanto ' el Codominio estará constituido por todos los Números
Reales. mayores o iguales a 1.

Debe evitarse la División entre cero.

Observando la expresión donde se despejó : x, se debe evitar que: y

tome el valor de cero. (y * 0)

Por tanto : el Codominio estará constituido por todos los Números
Reales , excepto el cero.

1 + 2y

.y
VyER.y •0

d) j^X ) = x-S = y

x =y2*S

Cf. `yyER

e) X) = 3 X ' = y

Log y

,

x =

yY

Log 3

q

1

y > 0

La Variable : y no está afectada por ninguna de las situaciones que se deben
evitar . Por tanto : y no está sujeta a.ninguna restricción, puede tomar el
valor de cualquier Número Real.

El Codominio es todo el Conjunto de los Números Reales.

Debe evitarse el Logaritmo de negativos o cero , entonces debe cumplirse

que: y > 0

EI Codominio es todo el Conjunto de los Números Reales Positivos (Que

no incluyen al cero)
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iZl Aplicando las Reglas correspondientes, hallar los Dominios y Codominios de las siguientes Funciones:

a) f

t.1)tx)
2x - 1

=y
x-4

4Y - 1

y-2

b) 20
¡(X) _

c)

d)

=y
x2-4

20

Y (x+2)(x-2)

X =
20+4y

y

x2-4x+(3 -y2) 0

x=

Dominio: Para hallar el Dominio de la Función, se debe evitar la división entre
cero, por tanto debe considerarse que: x -t 4
Df:xeR , x * 4

Codominio: Para hallar el Codominio de la Función, luego de despejar la
Variable: x , se debe evitar la división entre cero: y * 2
Cf: yeR , y * 2

Dominio: Evitando la división entre cero (Después de factorizar), se concluye
que: x*2:x*•2
Df: x e R, x* 2, x -2

Codominio: Evitando la Raíz Cuadrada de negativos, dentro del Radical debe
cumplirse: 20 + 4Y i 0 y i - 5 Además se debe evitar la división
entre cero.
Cl: y e R , yz -5 y 0

4± I6 4(3-y2)

2

x = 2± I
+y2

1(X) = Log(I _X2) y

Dominio: Evitando la Raíz Cuadrada de negativos:
X -- < x s 1 3 s x< oo la lnecua-
ción Cua-drática se resolvió en P- 1.8-a

Df: xeR. -^<xs I ,3 sx<

Codominio: Evitando una Raíz cuadrada de negativos:

1+Y2 2 0 y E R (Ver equivalencia en P-1.9-a)

Cf: y e R

Dominio: Evitando el Logaritmo de negativos:
1_X2 > 0 - 1 < x < 1 (Inecuación resuelta P• 1-10)
D: x e R , -I < x < 1

Codominio: Evitando Raíces cuadradas de negativos:

I -I O Y > 0 a y < 0 . Cf: y E R. y< 0

e)
= Ln I -x2 = Y

i^XI x

X =
e Y + e y

Dominio: Evitando la Raíz Cuadrada de negátivos, la División entre
cero y Logaritmo de negativos.

I-x220= -I <x< 1 : x*0 x>0

D 1 xeR . 0 < x s 1 (Intersectando resultados)

Codominio: No existe restricción alguna (La expresión e Y nunca
es cero ni negativa ) Cf : y E R

ILnI+xy
2 1 -x

Dominio : Evitando el Logaritmo de negativos:
I +x > O < x < 1 (Ver Ej-1-12-b)
1 -x

Df x€R . -I <x< I

Codominio: No existe restricción alguna sobre la Variable y . Por tanto
C1: yeR
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FUNCIONES INYECTIVAS

Las Funciones Inyectivas o Univalentes , son aquellas en que todo segundo componente del Par ordenado: (x.y)
es correspondencia de un solo primer componente . Simbólicamente se expresa como:

Si: fx) = flX) ' x1 = xz

Esquemáticamente por Diagramas de Venn, se observa relación de
uno a uno. Aun elemento del Dominio, le corresponde solo uno del
Codominio. A la vez a uno del Codominio le corresponde solo uno
del Dominio.

No afecta al carácter de Función Inyectiva, el que algún elemento del
Codominio no participe de la relación.

E'U 2-10 Se analiza la Inyectividad, de las siguientes Funciones Reales:

a) f(x). = 2x + 1

Sus: Pares ordenados f: {(0.1).(1 ,3),(2.5)....}

b) f1X1 = x' - 6x2 + Sx

Sus Pares ordenados f: {(0.0).(1 .0).(2.-6)....}

Función No Inyectiva

FUNCIONES SURYECTIVAS

Las Funciones Suryectivas (O Sobreyectivas), son aquellas donde el
segundo componente del Par ordenado: (x.y) es cualquier Número
Real (El Codominio de la Función, debe ser de todos los Números
Reales: C, = R )

Simbólicamente Si: y y e R

Esquemáticamente por Diagramas de Venn se observa la participa-
ción. en la relación, de todos los elementos del Codominio.

No afecta al carácter de Función Suryectiva, el que algún elemento del Codominio. sea correspondencia de varios
elementos del Codominio.

Ei 2-1 1 Se analiza la Suryectividad de las siguientes Funciones

a) flx) = 2x + 1

f. {(0.1), (1,3), (2,5)....}

Función Suryectiva

b) ffxl = x Z

f: {(l.1), (-1.1). (2.4)....}

Función No Survectiva

En el 1" diagrama to-
dos- los elementos del
2°o conjunto se invo-
lucran en la Función

En el 2d0 diagrama hay
elementos del 2d0 con-
junto que no se invo-
lucran en la Función
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FUNCIONES BIYECTIVAS

Las Funciones Biyectivas son aquellas que a la vez son Inyectivas y Suryectivas.

Si el Dominio y Codominio son: A = (0 , 1 . 2 . 3 } : B = { S . 6, 7 . 8 } indicar que tipo de Función son
las siguientes (Se indican sus Pares ordenados)

a) f : { (0.5) , (1.6) , (2.7), (3.8) } Todos los elementos del Dominio participan de la relación, entonces es
Función.

La relación es de uno a uno (F. Inyectiva). Todos los elementos del Codominio, están relacionados con
alguno del Dominio (F. Suryectiva) Por tanto la Función es Biyectiva.

b) f : { (0,6) , (1,6), (2.8) . (3.8) } Todos los elementos del Dominio están relacionados, es Función.

La relación no es de uno a uno (No Inyectiva). La relación no incluye a todos los elementos del
Codominio (No Suryectiva. por tanto no es Biyectiva)

c) f : ((0.5). (0.6), (2,7), (2.8) } La relación no incluye a todos los elementos del Dominio, no es
Función. Es innecesario efectuar otros análisis,

1 2-7 Indicar a que tipo pertenecen las siguientes Funciones Reales: R-R

a) 4 , )=3x-2

Todos los elementos del Dominio (X) están relacionados, es
una Función.

La relación es de uno a uno (F. Inyectiva)

La relación incluye a todos los elementos del Codominio (Y)
(Es F. Suryectiva)

Por tanto la Función es Biyectiva . La gráfica se elabora por
reglas conocidas.

b) Írx) = 4 - x 2

Todos los elementos del Dominio (X) están relacionados,
es Función. La relación no es de uno a uno (No Inyectiva)

La relación no incluye a todos los elementos del Codomi-
nio (Y) (No Suryectiva). Note que para : y > 4 no existe
gráfica . Por tanto la Función no es Biyectiva.

Restringiendo el Di y C, es posible lograr una Función
Biyectiva . En: f(z) = 4 - x 2 tomando : Dr : 0 s x <

La Función es Biyectiva.

c) 11x1 = - Y . X 2 o
La relación indica que para el Dominio, solo se consideran
valores de: x i 0 . Además se toma la Raíz positiva única-
mente. Es Función de: R'-R'

Y.... ..... .. ... .. .. ... . . . . ....

...... , ..... ---- .

La relación es de uno a uno (F. Inyectiva) L___t

La relacion no incluye a toeos los elementos e o om)n^o
(F No Suryectiva) Por tanto la Función no es Biyectiva.

Note que restringiendo adecuadamente les Dominios o
Codomin os. es posible obtener Funciones 3 vectivas a partir de cualquier relación.



Si la Función: f es el Conjunto de Pares ordenados de la forma (a.b): Siendo f Función Inyectiva. Enton-ces el
Conjunto de los Pares ordenados de la forma (b.a) es la Función inversa de J. se denota por: ('

El 2- 1 2 f : ( ( 1 , 3) . (2, 5). (3.7) . (4.9) }

f ': {(3,1),(5.2),(7.3),(9.4)}

La Función: f es una Función Inyectiva.

Note que para obtener f', es suficiente con inter-
cambiar los elementos de los Pares de: f

El Dominio de f se convierte en Codominio de f
Ala vez el Codominio de f. se convierte en el
Dominio de f''

En la Práctica para obtener la Función Inversa de una Función Real de Variable Real, expresada por la Regla de
correspondencia:

y = 1(11)
: se intercambian Variables, para luego despejar y que será la Función Inversa.

Ej 2-13 Se calcula la Función
ftx) = 2x + 1

y = 2x + 1

X - y : y - x

x = 2y + 1

x-1y=

2

Inversa de una Función expresada por una Regla de correspondencia

Dada la Función por la Regla de correspondencia se escribe como: y = f(x)
Se intercambian las variables en la Expresión dada, así x pasa a ser y : a su
vez ypasaaser x

Despejando y de la expresión antes obtenida.

Función Inversa requerida, expresada a su vez como una Regla decorrespon-
dencia.

Z8 Hallar las Funciones Inversas y graficar tanto f como f

a)
f)x) =

x3 - I

y =x3

-x =y3 -

y = x+I
3

X - y
y - x

/ ^x) = x + I

b)
f

3x- 1
x s 3,x) :

x-3

3x-I x-y
y

x-3 y x

X 3y - 1

y-3

3x - I
y = : x • 3

x-3

x-3
!r)

x-3

Al graficar ambas
Funciones, note
que la gráfica de la
Función Inversa es
Simétrica a la gráfica
de la Función origi-
nal.

La Función Inversa
que se obtiene es
idéntica a la Fun-
ción original.

Por tanto la gráfica
de la Función origi-
nal es igual a la
gráfica de la Fun-
ción inversa.

-b , -4 . -2

:.....:..... ..... .....

{.. ....

i. .

^^ .. .............

1

o
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Hallar las Funciones Inversas de las siguientes Funciones:

f(x) _ 10' x2''

y
x -.y ;y-x

yI

X = 10'

Logx = Log(10' y2

Logx = + Y2 +1 Log I0

Log x + y2 + 1

y = (Log x)2 - I

i
f (x_) = (Log x)2 - I

Función original

Haciendo: y = f(X)

Intercambiando va-
riables

Despejando: y

Aplicando Logaritmos

b) f(X) = X

i
f(X) = x

Propiedad de Logarit- Por tanto en este caso la
mos. Terminando de Función Inversa es igual a
despejar a y. la Función Original.

Si: Log 10 = 1

Función Inversa.

En el inciso a): se debe restringir al Dominio (x i
Función posee Función Inversa.

2=1'0 Hallar la Función Inversa de: f(X)

x -y
y - x

X 2 - 4x

y 2 - 4y + (3 - x) = 0

y = 4 (-4)2 4.1(3 - x)

2.1

Y 4 4+4x 4 ± 2 x+l

2 2

y=2± x+I

f(x) =2+ x+ ►

Dr,: x E R xt -1

-4x+3frX) = x-

y =x2-4x+3

x = y2-4y+3

+3

0): de manera que la Función sea Inyectiva, solo así una

La Función dada es una Función Real de Variable Real.

Haciendo: y = f(X) . luego se intercambian entre si las
Variables.

Ordenando se observa una ecuación de segundo grado para
y. Para despejar y se usa la Ecuación de segundo Grado, se
toma a y como Incógnita (x es una constante)

Ordenando y simplificando.

Sin embargo para que la Inversa se constituya en una
Función, se debe tomar solo uno de los Signos de la Raíz
Cuadrada.

Además se debe definir el Dominio de la Función Inversa
como:

2Í j: Hallar las Inversas de las Funciones , expresadas como un número finito de Pares ordenados:

a) f (8.1). (7,2 ), (6,3),"(5. 4) )

b) g: {(2.4).(-2.4).(3.9).(-3.9)}

De acuerdo a la definición de Funciones Inversas, en los Pares ordenados. los Primeros componentes.
se convierten en Segundos componentes de las Funciones inversas y recíprocamente los Segundos en
Primeros.

a) f: ((8,l).(7.2 ).(6.3).(5.4)} =+ f - ': { (1.8).(2.7).(3.6).(4.5)}

b) g: {(2.4).(-2.4).(3.9).(-3.9)} g "': 2 No existe . porque g no es Función Inyectiva.

Si se persiste en el Intercambio de componentes de la Función: g se obtendría
«4.2).(4.-2).(9.3).(9,-3» que es un Conjunto de Pares ordenados que no constituye una Función

(Porque reitera Primeros componentes ): entonces no existe Función Inversa (Pir ello es que para

obtener una Función Inversa. antes se debe verificar que es Inyectiva)
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Las Operaciones entre Funciones Reales de Variable Real, se definen únicamente en Dominios comunes, es decir
sobre la Intersección de sus respectivos Dominios.

Las Operaciones entre éstas Funciones, se efectúan de acuerdo a las clásicas Reglas Algebraicas.

Dadas las Funciones f(,) : g(x) donde se asume que poseen idéntico Dominio.

SUMA g)(x) = f(x) + g(X)

DIFERENCIA U - 9) (X) = f(x) - g(X)

PRODUCTO Íf 9) (X) = f(x) - g(X)

COCIENTE f _ f(,,)
(-)(x) = - ; g(X)
g g(X)

*0

E't 2- (4 Si : f(X) = 6x 2 + 5 ; g(X) = x 2 - 4x + 3 ; Sus Operaciones son las siguientes:

U + g)(x) = f(x) + g(x) = (6x 2 + 5 ) + (x 2 - 4x + 3) = 7x 2 - 4x + 8

U - g) (x) = f(x) - g(X) = (6x 2 + 5) - (x 2 - 4x + 3) _

U'g)(x) = f(x)'g(x) _ (6x2 +5)(x2-4x+3) = 6x4-

f f (x) 6x 2 + 5
g)(x) = g(X) = x 2 - 4x + 3 =

2- 12 Efectuar y graficar: (f + g)).,) ; Si:

a) f (x) = 4 - x g (x) = 2x - 3

Si: + g)(x) = f(x) + g(x)

_ (4 - x) + (2x - 3)

=x+1

x x g

6 + 24x-13

x2 - 4x + 3

x f+g
0 4 0 -3 0 1

2 2 2 2 3
0 4 5 4 5

5x2+4x+2

24x3+23x2-20x+ 15

Note que la Divi-
sión no es exacta.
se evitan los valo-
res de: 1: 3 para
así evitar la Divi-

x * 1 ; x * 3 sión entre cero.

b) 3 : g(x) x

S U + g)(x) = f(x ) + g(x)
^ -

Procediendo como en los casos anteriores
_ (+x - 3)

,2+ (+ -x)V Sin embargo la Función Suma no existe para ningún
= x-3 +YL-x valor real de: x

f

Para graficar: f : g ; f + g : se calculan algunos puntos
en cada caso, para luego unir.

Note que reemplazando en la Función Suma cualquier valor de: x, se obtendrán Expresiones Imaginarias
La razón de esta incongruencia. está en que los Dominios de las Funciones f. g no poseen un elemertb
en común. es decir el Dominio común es el vacío (D1: x i 3 : D x s 2 Df (1 Dg e)

i

1
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La Composición de Funciones Reales de Variable Real, es otra operación entre dos o mas Funciones. que se
efectúa sobre un Dominio común, obteniendo por resultado a otra Función.

la Composición entre las Funciones : f(x) : g(x) hace que la Función g(x) pase a ser variable de la Función: f(x)
Simbólicamente la Composición se escribe:

N
j 81 ) [i

1

b
1

Comúnmente (Salvo casos especiales) se registra que: (f°g)(x) * (gon(x)

E¡ 2-15 Si: f x) = x 2 - ! : - g(x) = x + 3 se efectuará la Composición: f -g

( ° g) (x) = fj9(J

f (x)
= x 2 -

f(i) = g 2 -

flr,^l = (x + 3)2 - I

De la definición de Composición de Funciones.

Considerando a la Función original f(x) , donde la Variable es x

La nueva Variable es g (En lugar de x)

Reemplazando en g(x) = x + 3; se obtiene la Composición requerida.

Esquemáticamente por Diagramas de Venn, la Composición entre f. g es la mostrada, donde se puede apreciar
que el resultado de una Composición entre Funciones, es otra Función, que hace el trabajo simultáneo de las
originales.

Dfog

Dg

Z`3.. Hallar las Composiciones f°g ; g°f para los siguientes pares de Funciones:

a) f (x) = 3x + 2 ; g(x) = Sx 2 +4

(f ° g)(x) = f a,J

Si: fm = 3x+2

fi) = 3g+2

f(j^) = 3(5x2+4)+2

15x2 + 14

b) f(x) = Log x : g(x) = x

°o

Si: f(r) - Log x

f z) = Log g

fl,) = Log x

f) 911,,1
g:r) = x

(g ° f)(,) = gv,^

g(x) = 5x2 +4

gN = 5f2+4

gvaJ = 5(3x + 2)2 + 4

g, =f

g ^ = Loa x

= 45x2 + 60x + 24

Comparando resulta-
dos se aprecia que:

f°g - g°f

Usualmente la Com-
posición de Funciones
no es conmutativa.

En este caso especial se verifica que:
f ..a°g = g o f

Esta situación siempre se verificará si u^a
de las Funciones es simplemente x

T>

E

k]
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a)

En los siguientes grupos de Funciones, calcular las operaciones requeridas

f(x) = Log(x2+5x) : g(x) = x+3 : Hallar: f°g : g°f
x-3

U °g)(x) = f(g )

Si : ((x) = Log(x 2 + Sx)

fu) = Log (g 2 + Sg)

) = Log
(x + 3)2 + S(x + 3)

x-3 x-3

b) f,r) = x + I : g(x) = Sen x : h(x)

= (f°g)("o = f(9 OJ

( = Sen(x3-5)+1

c)

x - y : y - x

x = 2y3+7

y=

(g ° ^(x) = gU(')

x+3
Si: g(x) =

x-3

f+3
¡-3

Log(x 2 + Sx) + 3

9V.) Log(x 2 + Sx) - 3

= x3 - 5 Hallar: ¡°g°h : h°¡°g

(h ° f ° g)(x) - (h (K(_^ hU

Sí: h (x) =x3-S

h(^ = ¡3 -5

h = (x+I)3-5

h = (g+l)3-5

Si: ¡(x) = 2x 3 + 7

Procediendo a

la Composición,

de acuerdo a
Reglas indica-

das anterior
mente:

Generalizando
las anteriores
Reglas de
Composición.
para tres Fun-
ciones.

definiciones y Reglas vistas

Como era de esperarse, la
sucesiva aplicación primero
de una Función Inversa. lue-
go de la misma Función so-

¡U ') = 2U .1)3 + 7 bre la Variable: x : dejan a

3
= 2 x-7

2
¡(x) _

h^ r) _ (Sen x + 1 )3 - 5
a, p

f(x) = 2x3 + 7 . Hallar: V-1 -')(x)

Se determina previamente la Función Inversa (De acuerdo a
anteriormente), para luego componer:

Si: f(x) = 2x3+7

y = 2x3+7

=x

Se generaliza la siguiente Regla válida para todos los casos:

(fof ')(x) = (f - 1 -f)(x) = x

esta en su misma situacion
3 original.

+7 Es decir
ción Inv

la Función y su Fun-
ersa anulan su ac-

ción recíprocamente.

Este es uno de los casos especiales, donde la Composición de Funciones es conmutativa. ya que en el
caso general la Composición ro es conmutativa
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Las Funciones para un mejor estudio, tradicionalmente se _Iasifican en:

FUNCIONES POLINÓMICAS FUNiCIONES ALGEBRAICAS

FUNCIONES EXPONENCIALES FUNCIONES LOGARÍTMICAS

FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS

FUNCIONES HIPERBÓLICAS FUNCIONES HIPERBÓLICAS INVERSAS

FUNCIONES ESPECIALES

Todas estas Funciones se estudiaran separadamente , pese a ciertas relaciones existentes entre ellas.

f

Son Funciones Polinómicas aquellas que responden a la Forma General:

A

ti

r

vi i 1
Donde: a,, : a....... son constantes reales: n es un Número Natural (Entero y positivo): n determina el Grado de
la Función . El Dominio de todas las Funciones Polinómicas es de todos los Reales (Di: x E R)

E Son Ejemplos de Funciones Polinómicas o no P: ( inómieas son las siguientes:

/(r) = 3 x S + 2x 3 + 8x + 1 Es Función -oIinómica de Grado: 5

/2 x' - 4x2 + 1 Es Función rolinómica de Grado: 7

f = 3 í - z2 No es Función Poiinómica (Por ^x-)
(r)

( = 5 + Log x + No es Función Polinómica (Por Log ; X )
(r) x

las Funciones Polinómicas de acuerdo a su grado. a su .ez se clasifican en Funciones Constantes . Lineales.
Cuadráticas, etc.

FUNCIONES CONSTANTES

Las Funciones Constantes son Funciones Polinómicas de grado cero : su forma general es: /(r) = aa

E Son Funciones Constantes:

1
= n

2=15 1 Graficar la Función Constante: ¡f, = 3

Para graficar se determinan algt nos
Pares ordenados o puntos. Se observa
que la Ordenada 3 es constante

L3 gráfica es una Recta paralela a _je
de abscisas. como en toda Fu-con

Las Funciones Constantes no son ni Inyectivas ni
S,.-,ectivas.

11

;.......... f ............. y..^.... .. ... ......

..........27

0

..... i....... 4 ............... :...........

t.....i....... t ............... :...........

1 1 Y
2 4
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FUNCIONES LINEALES

Las Funciones lineales, son Funciones Polinómicas de grado 1 ; Su forma general es:

f(x) = ao + al x

Ej2-IB f(x) = 2x + 5 f(x) = 3 - 2x

f(x) _

2-'16

3x+ 1 1

4

Analizar y graficar: f(x) = 2x - I

Para graficar se determinan algunos puntos.

Si:y =f(x) =2x- 1

La gráfica es una Recta, como en toda
Función lineal.

y

.3

3
5

....... ....................

..... .... i........ 1 ...... :...... ¡..... ..i....... i

f(x)=3x2+5x+7

f(x) = x 2 + vx + 1

FUNCIONES CUADRÁTICAS

Las Funciones Cuadráticas , son Funciones Polinómicas de grado 2 ; Su Forma General es:

f(x) = ao +a1x + a2x2

Ei 2-19
f(-)

= X 2 + 1

f m
= 9 - x 2

Analizar, graficar : y = x 2 - 4x + 5

Para graficar se calculan algunos puntos

Si: f(x) = y = x 2 - 4x + 5

La gráfica es una Parábola , como toda
gráfica de Función Cuadrática.

Polinómicas, se obtendrán Funciones de características generales parecidas.

Son Funciones Lineales

El grado de estas Funciones Polinómicas es de: 1

x
.1

0

I

2

Son Funciones Cuadráticas

El grado de estas Funciones Polinómicas es: 2

x y
0

1

1 2

1 3
4

Siempre de acuerdo al grado. en la forma general de Funciones

Las restantes Funciones Polinómicas de grado superior, no reciben nombres especiales, pero sus características
son equivalentes.

2-18 Analizar, graficar : f(x) = x4 - 4x2

Para la gráfica se determinan algunos
puntos:

Si: y = f(x) = x 4 - 4x 2

La Función es también Polinómica de
grado 4

La gráfica es !a curva indicada

0
.3
0
.3
0

45
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Las Funciones Algebraicas, son aquellas que responden a la forma general:

11, i 1 )1̂
r R t4 p

D JI Donde: Pn(x). P - 1 (x).. Son Polino-
mios en: x ; n es un Número Natu-
ral.

Ei 2-2o Son Funciones Algebraicas o No Algebraicas las siguientes:

flx) _

f(x) = 3x2 + 6x2 - 1

f(x) = 1 + X + -

Flo
ea

1

x2 +1

f m = x + Log x

Son Funciones Algebraicas.

La 1` es Función Algebraica (Toda Función
Polinómica es también Algebraica); la 2d No es
Función Algebraica (Por el término Log)

Todos las Funciones Algebraicas, pueden llevarse a la forma general que las define. En la práctica se considera
que toda-Expresión Algebraica de una Variable, es también una Función Algebraica.

LL 1-91
Demostrar que es una Función Algebraica:

ftx)

4 1

=y=

yx- 1 = - fx . (yx- 1)2 = (- /x)2

y2x2 -2yx+ 1 =x

(x2)y2 - (-2x) y + (1 -x) = 0

-fx
fax) = x

Para demostrar que la Función es Algebraica , será suficien-
te con expresarla en su forma general. Efectuando opera-
ciones , elevando al cuadrado.

P2 (x) = x 2 : Pi (x) = - 2x : PO(x) = I - x
Quedan determinados los Polinomios , esto demuestra que
la Función es Algebraica.

GRÁFICAS DE FUNCIONES ALGEBRAICAS

Por la dificultad que poseen las gráficas de Funciones Algebraicas , se deben analizar los conceptos de: DOMINIO,
INTERSECCIONES. SIMETRÍAS, ASINTOTAS.

Para el respectivo análisis, se tomará la siguiente notación : Si: y = fcx) F(xY) = y - fax) = 0

E12-21 Si: y=3+x2 _ F
(x•Y)

=y-3-x2 =0 En esta notación. toda la Expresión se lleva a
un miembro de la Igualdad.

DOMINIO

Para hallar el Dominio de las Funciones Algebraicas, se deben evitar las Expresiones siguientes:
a 2n

0 División entre cero (Indefinido) f --a Raíz par de negativo (Imaginario)
0

Ei 2-22 Se determinan los Dominios de dos Funciones Algebraicas.

f1x)

f(x)

1

(x - I)(x - 3)

_ x - 3

Di: xeR : x+' 1 ,x 3

Si: x- 3 z 0 x i 3 : Df: x E R, x z 3

INTERSECCIONES

Las Intersecciones con los Ejes Coordenadas , de la curva de una Función. se determinan del siguiente modo

Con el Eje de abscisas (X): y = 0 . F 1 1 , 3) 2 0 Con el Eje de ordenadas (Y): x = 0 - F., ) = 0
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Ej 2-23 Considerando la Función: y = 6 - 2x

y = 6 - 2x . F(x.Y) = y - 6 + 2x

F(x.o) = 0 - 6 +2x = 0 x = 3 PI(3,0)

F(oy) = y - 6 + 2.0 = 0 = y = 6 P2(0,6)

Las Intersecciones de la curva con los Ejes Coordenados,
son aquellos puntos donde la curva corta a los Ejes.

SIMETRÍAS

La gráfica de : F es Simétrica , respecto al Eje de abscisas si se verifica la siguiente igualdad : F(xY) = F(x -Y)

El 2-24 Si: F(xY) = x - y2 = 0

La curva de F es Simétrica al Eje X,
ya que se cumple la igualdad que

F(x.Y) F(x.-Y)

define tal simetría: x-y2 = x- (- y)2

Se entiende que una curva es simétrica al Eje X, si al girar sobre
tal Eje, la curva no se modifica.

La gráfica de F es Simétrica respecto al Eje de ordenadas , si se verifica l a siguiente igualdad : F(XY) = F(_xY)

El 2-25 Si: F(x.Y) = x2 - y

La curva es Simétrica al Eje Y, ya
que se cumple la igualdad que
define este tipo de simetría:

F(x.r). = F(-x.Y)

x2 - y = (-x)2 - Y

Se entiende que una curva es simétrica al Eje Y. si al girar sobre
tal Eje, la curva no se modifica.

La gráfica de: F es Simétrica respecto al Origen si se verifica la siguiente igualdad: F(XY) = F(-x _Y)

E( 2-26 Si: F(x.Y) = x2 + y2 - 4

Es Simétrica al Eje
X, Y ya que se
cumple la Igualdad.

F(x.Y) - F(- x.-Y)

x2 + y2 - 4 = (-x)2 + (-Y)2 - 4

Se entiende que una curva es simétrica al Origen si al girar sobre
los Ejes X. Y; la curva no se modifica.

AS I NTOTA S

Las Asíntotas son Rectas que limitan a las curvas , éstas se acercan pero sin intersectarlas , para su determinación
se analizarán los numeradores y denominadores de la Función, tanto en términos de: x como de y

Las Asíntotas Verticales se obtienen despejando y en F, para luego igualar su denominador a cero:

F(x y) = 0 Z* y = N(x) Si: D(x ) = 0 Entonces : x, es Asíntota Vertical.
D(r)

Las Asíntotas Horizontales se obtienen despejando x en F. para luego igualar su denominador a cero

Si D(y) = 0 Entonces : y, es Asíntota Horizontal.
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Ei 2-27 Determinando las Asíntotas de:
x-1

F(x.Y) = Y x - 2

x-1
Y=

x-2

20

Para obtener Asín-
totas verticales, se
despeja y de la Fun-
ción F, para luego
igualar su denomi-
nador a cero.

Así se obtiene x = 2, cuya gráfica es una Recta vertical.
Procediendo similarmente para la Asíntota horizontal
(Despejando x). se obtiene y = 1, cuya gráfica es una
Recta horizontal.

=0

x-2 = 0
x = 2

X 2y- 1 y- 1 = 0
y-1 y=1

1 Analizando sus características, graficar: 1
x-3

Para el análisis , se tomará cuando convenga : F(XY) Así: y

No existe
intersección
con el Eje X.
se presenta
un absurdo.

DOMINIO Si: y = 1 Evitando la división entre cero : D1: X E R , x
x-3

INTERSECCIONES

Intersección al Eje X (y = 0)

Si : F(. y) = y - 1 = 0
x-3

F(x.o) = 0 0x - 3 =
1 = 0 ??

1

x-3 x-3

No existe Simetría

F(x.Y) = F(x. -y)

y- 1 (-Y)

SIMETRÍAS

Simetría con Eje X Simetría con Eje Y

F(x.Y) = F(-x.y)

1
Y- "Y--

1 _ I
= 0F - Y(x.y) x- 3x- 3

Intersección al Eje Y (x = 0)

Si: F =
Y

1 0
Existe in-

(x'Y) x-3 tersección

1 con el Eje Y
F(O.Y) = y

- 0 - 3 =
0

y = -1 13

1

x-3 (-x)-3

No existe Simetría

ASÍNTOTAS Asíntotas Verticales

F(x.Y) Y x-3

Y =
x-3

Finalmente, se conforma una
tabla de Pares ordenados o pun-
tos.

No hay valor para x = 3: se
calcula para valores inmediata-
mente antes y después de: 3 en
29:3.1

1 El Dominio ex

x-3 cluye : x = 3 : por
tanto hay gráfica
Vx+3

.2

0

1

2

3

2.9

3.1

4

5

y
-0.20
-0.25
-0.33

-0.50
•I
n

•I0
10

1
0.50

Simetría al Origen

F(x.Y) - F(-x.-Y)

Y- 1 • (-Y) -
1

x-3 (-x)-3

No existe Simetría

Asíntotas Horizontales

As. Horizon-
tal en:
y=0

i .... .. ... ..... ... ..... .........

..4..

.. -- ..... .......................................-..

Las intersecciones solo se dan con el Eje Y. (No hay intersección con el Eje X)

As. Vertical
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2-21 Analizando sus características . graficar:
Y

x - 1
=
x-2

Para el análisis , se tomará cuando convenga: F(xr)
x-1

x-2

x-1
F(x.v) - Y 0

x - 2 -

INTERSECCIONES

Intersección al Eje X (y = 0)
F x- 1 = 0
(x Y) -Y x-2

= 0- x- IF = 0 x= 1

SIMETRÍAS

Simetría con Eje X

F(x.Y) - F(x.-r)

x-I x - I
Y

x-2 * (-Y) x-2

No existe Simetría

x-2

DOMINIO

x - 1 Evitando la división entre
Y= cero: Df: x E R. x * 2x-2

Intersección al Eje Y (x = 0)

F x- 1 _ 0
(x'Y) - Y

_

x - 2

0-1 I
F(o.Y) = Y _ 0-2 = 0' y 2

Simetría con Eje Y

F F(x•r)
(
-x.Y)

_x - I x- I

Y x-2 * Y

_

(-x)-2

No existe Simetría

ASÍNTOTAS Asíntotas Verticales
X - I =

Si: F(xr) = y - 0
-2x

. y=

La gráfica misma se determi-
na por la tabla a partir de:

x-1

y x-2

No se tiene el valor de la
Función en: x = 2: se toman
valores inmediatos, antes y
después.

Se usan las característica an-
tes determinadas.

x=2

x

-2

0

1

2

1.9

2.1

3

4

5

y
0.75
0.67
0.50
0
n

.9

II

2

I.5

1.33

Simetría al Origen

F(x.Y) - F(-x.-r)

y-x-1 * (-Y)- x-1

x-2 (-x)-2

No existe Simetría

Asíntotas Horizontales

Si: F
_ Y _x -I

x-2 = 0
2y-I

X =
y-

2'=22 Usando una tabla de puntos, graficar y deducir características de la Función dada por:

x y Dominio: x e R (Sin restricción)
0.04

0.20'1

0.5

0.8

1

0.8
0.5
02
01
0.04
0 009

Intersecciones:
Eje X: 2
Eje Y: En y

Simetrías
Eje X: 2 Simetría
Eje Y: Si 2 Simetría
Origen: 2 Simetría

Asíntotas
Asínt . Vert. No existen
Asínt. Horz. En y = 0



2 A23. Analizando características, graficar: x2 - 4

x2 - 9

Para el respectivo análisis, se tomará la expresión:
F(x.y)

DOMINIO 2 z
Si: y=x -4 = x -4 .0,.

x2-9 (x +3)(x-3)

INTERSECCIONES

Con el Eje X (y = 0)

x2-4
xF(x.r) - y 2 4 = 0

x2 -4
F(x.o) =0-x2-9 =0

SIMETRÍAS

Con el Eje X

F(x.r) = F(x. -y)

x2-4 x2-4v- -y-.
x2-9 x2-9

No existe Simetría

ASÍNTOTAS Asíntotas Verticales

Con el Eje Y (x = 0)

_ x 2_ - 4
F(

x.y) = y x 2 - 9. = 0

02 _4.
0 9 =F(o.y) = y 0

Con el Eje Y

F(x.Y) F(-..Y)

x2-4 (-x)2-4y- =y-
x2-9 9

Si existe Simetría

F
y

x2-4 =0
2 - 9X

x2-4 x=3
y= x2-9 x=-3

244

La gráfica se obtendrá
por la tabla. La gráfica es
Simétrica sobre el Eje Y.

Entonces bastará con
graficar sobre el Eje X
positivo, para X negativo.
la gráfica se refleja.

La gráfica sobre los Cua-
drantes 1, IV es como un
espejo de los Cuadrantes
II, III.

2x3-yx2y2-2xy-x2+y = 0

2xII -yx2 -x2 +y2 -2xy +y = 0

x2(2x-y-1)-y(-y+2x-1) = 0

(x2 -y)(2x -y - 1) = 0

y = x2 y = 2x- I

x

x

x y
0 0.44

1 0.37
2 0
3 n

2.9 -7.47
3.1 9.20
4 1.71
5 1.31

6 1.18

-\^...;.. ..É. ..l..;....

Graficar la Función Algebraica : 2x 3 - yx 2 + y 2 - 2xy _X2 • y = 0

Ordenando y factorizando la expresión.
la gráfica final
está conformada
por una Parábcla
y una Recta.

x2-4
= y -

x2

9 = 0

x_ 38.x# 3:x * -3

Con el Origen

F(x.y) = F(-x.-y)

_ xZ-4 le _y (-x)2-4

y x2-9 (-x)2-9

• No existe Simetría

Asíntotas Horizontales

X
F(x.y) y x 2

4 0

x= 9y
_4

y=
y -1

.51.



2`=25 Analizando sus características, graficar: x2 - 1
Zy =

x2 -4

2 x2 - 1
F ) = Y - = 0

Para realizar el análisis, se tomará la siguiente notación:

DOMINIO

x2-1 > 0

x2-4

Si: y =
x2- I

Vx2-4

(x + I)(x - 1) > 0

(x+2)(x-2)

I I r 1 1

-3 -2 -1 . 0 1 2 3 4

Si:x =0
0z_

I O z 0
o2-4 4

M

1 V t F ,V
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

INTERSECCIONES

Intersección al Eje X (y = 0)
2 x2-I x = I

F(x.o) = 0 - 0x 2- 4 = x -- I

SIMETRÍAS

Con el Eje X F(xy) = F(x-y)

y
2

-
x2 - 1

* (-y)
2 x2- I

-
x2 -4 x2-4

Si existe Simetría

x2 -1 x = 2=y
=-x: 4 x

Complementando el análisis.

Se arma una
tabla de pun-
tos. (Note que
se calcula an-
tes y después
de: 2. que de-
termina di-
visión entre 0)

Para los valo-
res negativos

x

0
1

2
1.9
2.1
3
4
5

Y

=0.50
0

n

2.8
1.26
1.12

t I.0 7

de x. se reitera la misma gráfica.

Donde no está definido el Dominio.
no hay gráfica Ésta es plenamente
simétrica en los 4 Cuadrantes.

Intersección al Eje Y (x = 0)

02 - I 0 y = 1 /2
F(o.y) = y - 02 -4 = y = - I /2

Con el Eje Y F(=y) = F(-Xy)
2 x2-1

(-x)2-I

y x2-4 y ( -x)2 -4

Si existe Simetría

Con el Origen F(y) = FI-X.-Y)

2 x2
_ 1 (_x)2 - 1

x2 -4 (-x)2-4

Si existe Simetría

ASÍNTOTAS Asíntotas Verticales Asíntotas Horizontales

Si: F(r.y) = y 2 - X 2 - 4 = 0 Si: f(x.y) - y 2 x - = 0z 4

2
x= 4Y2-1 y

y2 -I
y

-2 2

-55-

1:.y
x2 -4

Para hallar el Dominio, se debe evitar la Raíz Cuadra-
da de negativos. Para ello debe cumplirse la Desigual-
dad.

Resolviendo por la Regla de los Signos.

Factorizando y ubicando Raíces tanto del numerador
como denominador.

Reemplazando un valor cualquiera. Se obtiene una
Proposición Verdadera. Luego por alternabilidad:

DÍ --<x<-2,-1 sx1 1 2 <x<m

L _ I

I



0010,01 '

1-4 KIT, CI 9

Donde: a (La base) es una constante positiva, la variable actúa como exponente. El Dominio de las Funciones
Exponenciales es de todos los Reales Dr: R: El Codominio de las Funciones Exponenciales es de los Reales
positivos Cr: R. Las Funciones Exponenciales son Inyectivas, pero no Suryectivas, por tanto no son Biyectivas.

El 2-28 x
3 x l 0x+ 4x+ ( 1

)/(x) = /(x) = 2
/(x) =

Sx + x s /(x) = e x - 1 + 1

Son Funciones Exponenciales.

Son Funciones Exponenciales más Funciones Alge-
braicas,

Las siguientes son Propiedades de las Funciones Exponenciales, deducibles de las Leyes de Exponentes:
(Considerando: a> 0)

axaY = ax -y
flx) f(Y) f(x•Y)

f(x)
1(x -Y)

f(Y)

V(x)] Y = fi-Y)

a° = I

Ox=O

Ix = I

'a a

las gráficas de las Funciones Exponenciales , se hallan por simples tablas de puntos , no requieren de un análisis
especial (Tal como las Funciones Algebraicas ). Las formas de gráfica de las Funciones Exponenciales son:

.

0<a<1 1<a

2:=26 Analizar y graficar las siguientes Funciones Exponenciales:

a) f(-)
= Z x

Se determina una tabla de puntos a
partir de:

f(x) = y = 2x : a = 2 > 1

Note que puede reemplazar cualquier
valor de: x (Significa que D,: R)

los valores de y obtenidos, son todos
positivos (Significa que Cr: R+)

b) f(x) = (3 ) x

Se determina una tabla a partir de:
I x I

(3) a= 3f w = y <

Las características de esta Función son
equivalentes a la anterior.

X:

x1y

-2

o

0.25
0.50

1
1 2
2 4
3 8

16

x

-2 9
.1 3
0 1
1 0.33
2 0.11
3 004

..........:...............8

- fi

Y

b

................

..................

X
Z

-56-



Un caso particular de las Funciones Exponenciales, de gran aplicación , se verifica cuando la base es: "e": Donde
"e" es una constante , llamada Número Natural , cuyo valor puede determinarse por:

e = I + 1 + 1 + 1 + 1 + ,.. 2.718281....
1! 2! 3! 4!

Esta Función normalmente usa las siguientes notaciones: (lxl = e X = exp (x)

Las características de la Función son equivalentes a otras Funciones Exponenciales.

Z'-=2 7 1 Analizar y graficar las siguientes Funciones Exponenciales de Base: e

a) f Ix) = e x

La gráfica puede determinarse, por una simple
tabla de puntos, obtenido por calculadora

Si: '(X) = y = e X

DI: R C1: R•

La Función es Inyectiva, pero no Suryectiva.,

b)

c)

Í1x) --

pie tabla de puntos.

Si: Jlx) = y = e • x - 1

DIx - I i 0 xz 1

C1:yE R .y2 1

La gráfica puede determinarse, por una sim-

_.e-x'/7
/1x1

El Dominio
se determina
por la raíz
del exponen-
te.

En la Teoría Estadística , ésta es una
Función muy importante. la gráfica se
llama curva de Gauss.

La gráfica puede determinarse, por
una simple tabla de puntos.

D,:xER : C1: 0 <ys 1

Un análisis mayor en: P-6-74

d) !(x) = xX

Esta no es una Función Exponencial,
ya que la base no es una constante.
se la incluye por su posterior impor-
tancia.

La gráfica puede determinarse. por
una simple tabla de puntos.
Si, (1x1 = y = x x

D1 x E R . x>0

x

-2

o
1

2

y
0.13
0.37

1
2.72
7.39

20.08

x y

x y
.3 0.01
-2 0.13

0.61
0 I
1 0.61

2 0.13
3 0.01

X ( y

0.01 095
0.10 0.79
0.37 0.69
0.90 0.91
1 1

2 14
3 27

.......> .......:...... .......;.

:......:......:.....^ ........ ................
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Las Funciones Logarítmicas son aquellas que responden a la forma general:

1
I

1 ; !

11Í11I11 i111 D
Donde: Loga es el Logaritmo en base a: La base debe cumplir con a > 0 . a * I: La Función Log,, x, se define
como la Inversa de la Función Exponencial: a"

El Dominio de las Funciones Logarítmicas es de los Reales positivos D1: x e R : El Codominio es de Todos los
Reales CI : y E R. Las Funciones Logarítmicas son: Inyectivas. Suryectivas, por tanto son Biyectivas.

Los dos Tipos de Logaritmos mas usuales son:

LOGARITMOS DECIMALES (O Vulgares) Base : a = 10 : se escribe: Log x

LOGARITMOS NEPERIANOS (O Naturales) Base : a = e : se escribe: Ln x

las principales Propiedades de las Funciones Logarítmicas son:

Loga(xy) = Loga x + Loga y ** f(.Y) = f(x) + f"Y)

Log. ( ) = Loga x - Loga y
y

Loga (x r) = y Loga x

f,.1 = fi.) - f (Y)
Y

f(,., = Y f; )

Las gráficas de las Funciones Logarítmicas se obtienen por simples tablas de puntos, sus dos Formas básicas son:

Analizar y graficar las siguientes Funciones Logarítmicas:

a) f(x) = Log x

La gráfica se determinará encontrando
algunos puntos (Usando calculadoras)
fi.) = y = Loa,, x

Existe Log solo de valores positivos de: x
(D, : R') . Los valores obtenidos en: y
son de todos los Reales.

b) f,,,, = Ln x

la gráfica se determinará mediante algu-
nos puntos.

f(x) = y = Ln x = Log, x

x
0

0.1
1

2

3

I0

20

y1

-1

0
0.30
0.47
1

1.30

x y
01
0.1 -2.3
1 `0
2 0.60

D, R' : C,: R e 1
1 3 1.10

Note que las gráficas scn seme;antes. 1 10 2.30
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1<a<so

1...... ... . X

..

X
6 8 10

.........................................

.....41'

..4..y. .... .....
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1)



El Logaritmo de un número: x es un Exponente: y , al que se debe elevar determinada base, para obtener el
Número indicado: x

Ei 2-29 La definición de Logaritmo, puede ejemplificarse del siguiente modo:

Base : 10 Log 100 = y 100 = I OY y = 2 = Log 100

Log2 =yes 2=10' y = 0.301 = Log 2

Base:2 Log28=y 821 y=3=Log28

Log2512=yes 512=2Y = y=9Log2512

La definición permite el cálculo de algunos Logaritmos, en cualquier Base, sin embargo es mucho mas
conveniente el uso de la siguiente fórmula de conversión de Base de Logaritmos:

Logb N =
Logo N a: Base conocida de Logaritmos: (10 o e)

Loga b b: Nueva Base de Logaritmos

Ei 2-30 Usando 10 como Base conocida de Logaritmos se tendrá:

81Log 1 908 Log1o 512 2 709o .
= 4 512 =Lo

.
_ = 981 =L09 _

g23 Logo 3 0.477 Logo 2 0.301

Logro 3 0.477 Logro 12 1.079
Log 3 = _ = 0.688 L097 12 = _ = 1.277s

Log1o 5 0.699 Logo 7 0.845

7-29

a)

Desarrollar las siguientes expresiones, aplicando Propiedades de Logaritmos:

Log(x' y') = Log(x') + Log(y 3) = S Log x + 3 Log y

4

b) Log(X ^) = Log(x 4 y) - Log(y') = Log(y 4) + Log(y) - Log(y')
z

c)

d)

3

= 4 Logx + Logy - T Logz

Log x = Log(x 3) - Log(y 2 + z') = 3 Log x - Log(y 2 +
y2 +zs

Log 3 (x') = (Log (x'))' = (S Log x)' = 53 (Log x)3 = 125 Log 3 x

7=30 Resolver las siguientes Ecuaciones Exponenciales y logarítmicas:

a) 2x 4 = 8

Log(2x - 4) = Log(8)

(x - 4) Log 2 = Log 8

Log 8
x = +4

Log 2

0.903
x = +4

0.301
=7

c) Log(9x - 8) = 2

9x - 8 =Antilog 2

9x - 8 = 102
2+x - 10 8 = 12

9

b) e' "x^ = 2

Ln(e' "x) = Ln 2

(1 _X2 ) Ln e = Ln2

(1 -x2) 1 = 0.69

Desarrollando previamente por
la Regla de Log de un producto,
luego por el Log de una poten-
cia.

Note la imposibilidad de desa-
rrollar el último Logaritmo de
una suma.

Para resolver las Ecuacio-
nes exponenciales. se apli-
can Logaritmos y sus Pro-
piedades.

X= 1-0.69

X = = 0.55

d) Log(x3 + 7) = 3

X 3 + 7 = Antilog 3

x'+7 = 103

3
x = 17 - 7 = 9.98

En las últimas E-
cuaciones se
usa:
Antilog u = 10°

Antiln u = e"
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NGULOS Se considera que un ángulo es la unión de dos Semirrec-
tas, con un punto común inicial.

Es conveniente tomar el Semieje positivo de las abscisas, como una
de las Semirrectas , así el ángulo quedará determinado por la otra
Semirrecta.

Para medir ángulos existen tres Sistemas básicos:

SEXAGESIMAL (DEG) En este Sistema, una Circun-
ferencia posee 3600 (360 Grados Sexagesimales)

Un Grado sexagesimal (0) posee 60 Minutos
('), un Minuto posee 60 Segundos (")

CENTESIMAL (GRAD) En este Sistema una Cir-
cunferencia posee 4001 (400 Grados Centesimales)

Un Grado (8) posee 100 Minutos (m), Un
Minuto posee 100 Segundos (')

RADlANICO (RAD) En este Sistema una
Circunferencia posee 2n Radianes.

Para convertir una medida de ángulo de un Sistema a 3009

otro, se puede recurrir a la proporción dada por: '3n/2 Rad

360° = 4009 = 2rr Rad

En Cálculo es preferible trabajar con Radianes y, salvo aclaración , cualquier medida de ángulos supondrá que está
en Radianes.

Tomando una Circunferencia con Centro en el Origen de Coordenadas de Radio : R = 1 : donde t es un ángulo
en Radianes , cuyo lado terminal intersecta a la Circunferencia en: P(x. y): entonces:

S i : x = Cos t

y = Sen t

Tan t =Sen t
Cos t

Cot t = Cost
Sen t

Sec t = 1
Cos t

Csc t = 1
Sen t

90°
100a

De acuerdo a estas definiciones, se hace fácil verificar las Relaciones:

Sen 2t Cos 2t = 1

Sec 2t = 1 Tan 2t

Csc 2t = 1 * Cot 2t

Sen(a t b) = Sena Cosb t Senb Cosa

Cos(a ± b) = Cos a Cos b $ Sen a Cos b

Tan(atb)= Tan atTan b
1 z Tana Tanb

Estas Relaciones Tri-
gonométricas, son
demostrables por las
anteriores definicio-
nes.

Sen 2t 2 Sen t Cos t

Cos 2t = Cos 2t - Sen 2t
2 Tan t

Tan2t =
t - T.:n 2 t

Sen(-t) _ -Sen t

Cos(-t) = Cos t

Tan(-t) _ -Tan t

Sen 2t = 1 - Cos 2 t

2

Permiten simplificar
procedimientos de
cálculo con las Fun-

Cos 2t = i - Cos 2t ciones Trigcnométr;.

2 cas.
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1 Demostrar: Sen 2t + Cos 2t = 1 : Sec 2t = 1 + Tan 2t

Trabajando con el triángulo rectángulo entre ABC
inscrito al Círculo Trigonométrico (Radio 1)

2-33

a)

c)

d)

a2 + b2 =

(a)2 + (b 2) =

c c

Aplicando Pitágoras

Dividiendo entre c2 sim-
plificando, por definición.

Sen 2t + Cos 2t =

Sen 2t + I - I

Cos 2t Cos 2t

Tan 2t + 1 = Sec 2t

Cos 2 t 1

Sen2t Sen 2t

1 + Cot2 = Csc 2t

1 "' Identidad

Dividiendo entre : Cos(t y
simplificando

2d' Identidad.

Dividiendo la 1
Identidad entre Sen2t

3` Identidad.

Csc 2t = 1 + Cot2t

Sent = a : Cost = b : Ta nt = a-
c c b

Csct= c: Sect= c; Cott= b
a b a

Demostrar: Sen(a + (3) = Sen a Cos a + Sen 0 Cos a : Cos(a + (3) = Cos a Cos 0 + Sen a Sen a

Por la construcción geométrica adjunta, se tiene:

Sena + _ DB
_ DC + CB = EA + CB = EA OA + BA CB

( a) OB OB OB 0A 08 OB BA

= Sena Cosa + Sen (3 Cos a

+ OD OE - DE OE - CA OE OA CA BA
Cos (a a)

= _ = - -

OB OB OB OA OB BA OB

Sen(a - a) = Sena Cos a - Sen a Cosa Cos(a - a) = Cosa Cos a + Sena Sen a

= Cosa Cos a - Sena Sen a
Similarmente pueden demostrarse las relaciones:

Demostrar las siguientes Relaciones Trigonométricas:

Sen 2 t= 2 Sen t Cos t

Sen (a + a) = Sena Cos a + Sena Cos a

Sen(t + t) = Sen t Cos t + Sen t Cos t

Sen 2t = 2 Sen t Cos t

b) Cos 2t = Cos 2 t- Sen 2t
Cos(a + a) = Cosa Cosa + Sena Sen a
Cos(t + t) = Cos t Cos t - Sen t Sen t

Cos 2 t= Cos 2 t- Sen 2 t

Seno y Co-
seno de un
ángulo do-
ble

Íe demuestra por las fórmulas de Sen . Cos de una suma antes demostrados , tomando: a = a = t

Sen(-t) _ - Sen t

Sen(a - a) = Sena Cos o -Sena Cos a

Sen(0 - a) = Sen 0 Cos t - Sen t Cos 0

Sen(-t) = 0- Cost - Sent• 1 = - Sent

1 -Sen 2t Cos 2t
=

2

Cos 2t = Cos 2t - Sen 2t = (1 - Sen 2t) - Sen 2t

Cos 2t = 1- 2 Sen 2t Sen 2t = 1- Cos 2 t
2

Seno de un ángulo negativo

Fórmula del Seno de una resta

Si: a=O:a=t

Por la Fórmula del Coseno de un ángulo doble.
desarrollando.
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Las gráficas de las Funciones Trigonométrica s. presentan características variadas, éstas gráficas pueden obtenerse
a partir de una tabla de puntos.

La siguiente es una tabla de los ángulos notables, de todas las Funciones Trigonométricas. Los ángulos están
expresados en Grados Se;cagesimales y Radianes:

Grados

Rad

00

0

300

n/6
450
n/4

60°
11/3

90°
n/2

135°
311/4

180°

n

225°
511/4

270°

3n/2
315°
7n/4

360°
211

Sen 0 0.50 0.71 0.87 1 0.71 0 -0.71 - I -0.71 0
Cos 1 0.87 0.71 0.50 0 -0.71 -1 -0.71 0 0.71 I
Tan 0 0.58 1 1.75 m -1 0 1 - M -I 0
Cot m 1.73 1 0.58 0 - I 1 0 -1
Sec 1 1.15 1.41 2 w -1.41 -1 -1.41 m 1.41 I
Csc 2 1.41 1.15 1 1.41 1.41 -1 -1.41

Tomando radianes sobre el Eje de abscisas , se obtienen las gráficas:

y = Sen x

y = Tan x

y = Sec x

ir/2

'y = Cot x

y = Csc x

X Y

3 7.r/2 211 2- 2 2 7C 3 n/2 211

Los Dominios de las Funciones Trigonométricas son los siguientes:

/^r) = Senx DÍ x E R
=CosxJ D :x E R

f = Tan x x* (211 + I )n
D : x E R

^11 r
;e.

2 Jlxl = Cotx D^ x E R , x * nn

1 = Sec x DI: x e R ; x * (211
+ 1)11

= Csc xJ : x e R. x* nnD
2

^z^ r
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Las gráficas de las Funciones Trigonométricas, pueden detallarse de mejor manera , escribiendolas como:

A: Amplitud (Valor Máximo)
flx) = A Sen(Bx + C) B: Frecuencia (Ciclos por 2n Rad)

C: Fase (Rngulo de inicio: -C)

Si A. B; C fuesen constantes (Lo que no siempre ocurre), se
tendría una gráfica generalizada con: A = 1 : B = 1 : C = 0

La gráfica del caso se muestra como la curva conocida de la
Función Seno. El tratamiento que se hace con la Función Seno,
puede generalizarse a las otras Funciones Trigonométricas.

2'; traficar las siguientes Funciones Trigonométricas

a) f(x) = 3 Sen 2x

Si: f¡x) = 3 Sen 2x = A Sen(Bx + C)

3;8=2:C=00

Por: A = 3: el Valor máximo que alcanza es: 3 (A su
vez el mínimo es -3)
Por: 8 = 2: se tendrá dos ciclos (Dos ondas comple
tas) cada 2n Rad de ángulo sobre el Eje X.
Por: C = 0; el inicio de la I "' onda será en: 0

b) írx) = 2 Sen(x - _2)
4

c)

d)

Si : f¡x) = 2 Sen(x - n) = A Sen(Bx + C)
4

A=2:B= 1 :C =-n/4

Por: A = 2; el máximo y mínimo son 2 y -2
Por: $ = 1: hay un ciclo cada 2n Rad
Por: C = -n/4 ; el ciclo se inicia en: n/4

f(x) = x Sen x

S i : f(x) = x Sen x = A Sen(Bx + C)

= A=x;d=1:C=0

Por: A = x: la Amplitud es variable (De acuerdo a
la Recta: y = x); el máximo, mínimo estarán
comprendidas entre las Rectas de: x : -x
Por: B = 1; hay un ciclo cada 2n Rad
Por: C = 0; el ciclo se inicia en 0

f(x)

x) = A Sen(Bx + C)Si: flx) = Sen

X

= Sen( x ^ 2

A= I B= 1: C 0
x2

Ordenando de modo que se presente la forma gene-
ral Por : A = 1; el máximo, mínimo son 1 ; -1

Por- 8 = 1 /x 2 La Frecuencia es variable . a medida

que x es mayor , la Frecuencia es menor.

Por: C = 0 . el ciclo se inicia en O.

X.......;... .................................

....... .... ....

n12 2
... .......... .........
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Estas Funciones, tal como su nombre lo indica, son Inversas de las Funciones Trigonométricas, se definen

y = Aresen x Si: x = Sen y

y = Arccos X Si: x = Cos y

y = Arctanx Si: x = Tan y

Suele emplearse también la siguiente notación:
De similar modo se nombran a las otras Funciones:

y = Arccoc x

y = Aresec x

y = Arccot x

Si: X = Cscy

Si: x = Sec y
Si: X = Coty

y = Aresen x = Sen `x Donde: Sen -' x *
1

Senx

Las Funciones Trigonométricas Inversas, proceden así 'Dado un número: x, se trata de hallar el ángulo- y que
corresponde, de acuerdo a una Función Trigonométrica"

15 Analizar y graficar las siguientes Funciones Trigonométricas Inversas:2

a) (t.1) = Aresen x

La Expresión: y = Aresen x, ten-
dría la gráfica segmentada, sin
embargo para que sea Función,
se restringe al trazo continuo.

Dominio: DI -1 s x s 1

n Ti

.......... ............it

Codommio. Ct - 2 s y s ... ...-... . ¿nf2

Si se intercambiaran los Ejes: X; Y la gráfica seria equivalente a la de: y = Sen x

b) !(x) = Arccos x

La gráfica de: y = Arccos x, es
la curva segmentada, sin
embargo para que sea Función
se restringe.
Dominio: Di - I s x s 1

Codominio: C1 O s y s n

c) '(x1 = Arctan x

Las curvas segmentadas corres-
ponden a y = Arctan x. sin em-
bargo para que sea Función se
restringe.

Dominio: DI -- s x s M

Ccdominio: Ct - n s y s Ti
2 2

x
y

-1 -1.37=-n/2
-0.5 -0.52=-rT/6
0 0
0.5 0.52=rT/6

1 I.57=rT/2

x y

I 3.14=rT
-0.5 2.09 =2n/3
o I.57=n/2
0.5 1.05 = n/6
I 0

x y

-2 -1.10
-1 -0.78 =-n/4
0 0

1 0.78 = n/4
2 1.10

Las Propiedades de las restantes Funciones Trigonométricas Inversas son:

Arccotx = Arctan 1 _ rT - Arctanx : D : < x < Usando Funciones Trigonométricas!
x 2 Inversas , se resuelven Ecuaciones

Aresec x = Arccos 1 : D < x s -1 . 1 s x < Trigonométricas, donde la variable

X

sen -.,rccsc x = Ar^ .D -^ < x s - I I s x

está afectada por alguna Funcion Tri-
gonométrica . comúnmente como

_
X I medida de ángulos se usar Rac::anes.
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Resolver las siguientes Ecuaciones Trigonométricas:

a) 2 Sen x - 1

Sen x

=0

2

x = Aresen
I

2

x = n Rad = 30°
6

c) 3 Arccos x - 1 = 0

Arccos x =
I

3

Si: a = Aresen x Sena = x

x = Cos I-
3

x = 0.94

b) 2Tan2x+3

2i -Tan

Tan r -

i - ad = 54.73°

d) S Arctan s y

Arctan aTM

)% s Tan 1 1.56

(1.56)3 = 3.78

Otras Propiedades importantes de las Funciones Trigonométricas Inversas son:

Aresen x + Aresen y = Aresen(x j i- y 2+ y j I- x 2)

Arccos x

Arctan x

b)

I -y2

x
y = Sen(Arctan x) =

I +x2

Por la dK{;r,l^^,n de
Trigonomttri-

Seno de una ;S^1

Despejando.

Reemplazan4', 1ida demostrada la
Propiedad.

Por Identidad í,x'fiomttrica:
Cos A

Dividiendo y si1'^^ { icando por relaciones
conocidas.

Despejando dr . última igualdad. la
expresión par; i , queda demostrada la
Propiedad.
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Aresen x + Aresen y = Aresen (x I--7 2 + y I--x 2)

Ordenando la
Ecuación, la Fun-
ción Seno pasa de
un miembro de la
ecuación al otro
como Arcoseno.

Ordenando la
Ecuación, la Fun-
ción Coseno pasa
de un miembro de
la ecuación al otro
como Arcocoseno.

+ Arccos y = Arccos(x y+ I- x 2 I- y 2)

x + y
Arctan+ Arctan y =

Demostrar las siguientes Propiedades de las Funciones Trigonométricas:

b = Aresen y Sen b = y

Cosa I -x2

Cosb= jI-y2

Sen(á +b) = Sena Cosb + Sen b Cos a

a + b = Aresen(Sen a Cosb + Sen b Cosa)

Aresen x + Aresen y = Aresen (x jI - y 2 + y f- x 2)

x

jx2+1

Si : Sen (Arctan x) = y Cos(Arctan x)

Sen(Arctan x) = y

y 2Cos(Arctan x)
-1-7

Tan(Arctan x) = x = y

Sen(Arctan x) =



Las Funciones Hiperbólicas se definen en términos de las Funciones Exponenciales

ex - e-x
((x) = Senh x =

2

ex+e
((x) = Cosh x =

fx)

2
e x - e

'x
Senh x

ex+e

ex + e

Cosh x

_ Cosh x
Senh x

1

ex+e Cosh x

2 - 1

e x - e -x Senh x

Seno Hiperbólico

Coseno Hiperbólico

Tangente Hiperbólica

Cotangente Hiperbólica

Secante Hiperbólica

Cosecante Hiperbólica

De acuerdo a estas definiciones, es posible demostrar las siguientes Relaciones:

-
Tanh x

=

((x) = Coth x =

f(x) = Sech x =

((x) = Csch x =

Cosh 2x - Senh 2x = 1

Sech 2x = 1 - Tanh 2x

Csch 2x = Coth 2x - I

2i3B

Senh(a ± b) = Senh a Cosh b ± Senh b Cosh a

Cosh(a ± b) = Cosh a Cosh b t Senh(a Senh b

Tanh(a ± b) = Tanh a ± Tanh b

I t Tanh a Tanh b

Analizar y graficar las siguientes Funciones Hiperbólicas:

= Senh x =
ex-e-xa)

b)

(x) 2

El análisis efectuado sobre las Fun-
ciones Exponenciales es aplicable a
las Hiperbólicas (11.14)

Dominio: Dr x e R

Codominio C, y e R

La tabla obtenida. determina la curva.

= Cosh x =
ex + e -x

(x) 2

Observando las Exponenciales que
definen la Función, se concluye:
Dominio: D, x e R

Codominio Ct y e R. y t 1

La tabla adjunta, determina la gráfi-
ca. A la curva de esta Función se
llama Catenaria.

x
-74.2
-3.68
-1.17
0
1.17
3.63
10.02

x y

10.07
3.76
1.54
1
1.54
3.76
10.07

............. ...... :.....

.. .. .. .. ..

••-2

.................... .......

.......>..... ;.....4.

-,Y . ....7... ...

.:.....:.......:.......:......

X
2 4

.... . . ;... /.:... ...

..........

X
=4 -2 2 4

13s Funciones analizadas de Senh x. Cosh x. son las principales . las demás Funciones Hiperbólicas derivan sus

r:cpiedades de éstas.
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Analizar : f(x) = Tanh x

ex -e-x
Si: fi.) = Tanh x =

e X + e_x

Observando la expresión con Ex-
ponenciales se concluye que:

Dominio Dr x FR

Codominio Cr y FR. -1 < y < 1

La tabla obtenida determina la
gráfica. se desarrolla de -1 a 1
sobre el Eje Y.

y
-0.99
-0.96
-0.76
0
0.76
0.96
0.99

Demostrar las siguientes Relaciones entre Funciones Hiperbólicas:

a) Cosh 2x - Senh 2x = 1

(Cosh x)2 - (Senh x)2 = I

(e x +
e"

X )2 - (ex _ e-x)2

=1
2 2

(e x)2 + 2e 'e ' + (
e -x)2 - (e X)2 - 2e xe + (e X)2 = I

22 22
e 2X + 2 + e -2x

4

2 2 2 2

exey+eXe -Y - e -xeY - e "xe -y e yex+eye -x - e -yex_e -ye -x

=1
4 4

e2x+2 +e-x-e 2X+2 -e-2X
=1

Proposición que se d-emostrará.

Reemplazando las funciones por sus
Expresiones con Exponenciales.

Desarrollando los Cuadrados de suma y
diferencia que se encuentran en los
numeradores.

Simplificando y ordeñando

En la simplificación final se llega a una
Identidad

b) Senh(x + y) = Senh x Cosh y + Senh y Cos h x

Senh(x + y) = Senh x Cosh y + Senh y Cos h x

ex'y - e -(x-y) e x_e -x e y+e -y e y - e -y e x*e

2

x

e2x _ 2 +e-2X

4 4
exey + e x -y _ e -x•y _ e -x-y +eyex + e y-X - e -y'x _ e -y-x

4

2ex•y - 2e
-X-y ex -Y - e -(xY)

4 2

La Proposición a
demostrar se
expresa en tér-
minos de Expo-
nenciales. para
luego desarro-
llando. llegar a
una Identidad.

Las Funciones Trigonométricas se relacionaban con puntos de una Circunferencia . Las Funciones Hiperbólicas
se relacionan con puntos de una Hipérbola (Ver IV-7)

Comparando las gráficas. se
aprecian las relaciones indi-

P(xy) cadas.
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Las Funciones Hiperbólicas inversas, tal y como su nombre lo indica,
Hiperbólicas y se definen del siguiente modo:

y = Aresenh x Si: x = Senh y

y = Arccosh x : Si: x = Cosh y

y = Arctanh x Si: x = Tanh y

En la I "' y restantes Funciones Hiperbólicas
Inversas , suele usarse además la siguiente nota-
ción:

son las Inversas de las Funciones

y = Arccoth x Si: x = Coth y

y Aresech x Si: x = Sech y

y = Arccsch x Si: x = Csch y

y = Aresenh x = Senh 'x : Donde: Senh `x
I

Senh x

Para fines de cálculo, las Hiperbólicas Inversas, pueden expresarse también como:

Aresenh x = Ln(x + x 2 + 1) ; -w < x <

Arccosh x = Ln(x + x - 1) ; 1 < x < -

Arctanh x = Ln 1 + x
2 I -x

-1 < x < 1

Arccoth x =

Aresech x =

Arccsch x =

x + l < x<- I
1 Ln
2 x-1

Ln1+ I-x2

x

I < x <

0 < x < I

Ln1+
11_+7.

0<x<oo
x

Los Dominios, se calculan en forma equivalente a: P-2.5 - e; P-2-54

Las gráficas de las Funciones Hiperbólicas Inversas son las siguientes:

fi.) = Aresenh x

DI: x e R

cf: ye R

¡(x) =Arccosh x
Dt: xER, I <x<^

Ct: yER•

Demostrar la relación de : Aresenh x =

y = Aresenh x

eY - e"Y
x = Senh y =

2

e' - 2x - e "Y = 0

(eY-2x-e "Y)eY = 0 eY

(e y)2 - 2x(e Y) - 1 = 0

eY 2x
± (2x)2

2.1

eY =x x2+1

Ln(eY) = Ln(x + x2 + 1)

y=Ln(x+,r 2TI)

Ln(x+ x2+1)

X

%tx) =Arctanh x

DI: x E R , - I <x<

C, : y E R

Partiendo de la Hiperbólica Inversa.

Despejando : x luego aplicando la definición del Seno Hiper•
bólico adaptada al caso.

Reordenando y llevando todo al Primer miembro de la
Igualdad

Multiplicando ambos miembros de la Igualdad por ¿

Ordenando como expresión de 2°o Grado

Aplicando la fórmula para Ecuaciones de 2°o Grado cuya
incógnita es ¿

Simplificando. aplicando logaritmos Neperianos, lo que
obliga a tomar la Raíz positiva únicamente (Solo así existe el
Logaritmo)



las Funciones Especiales, son aquellas que brindan una aplicación específica. particularmente teórica. las
principales son:

FUNCIÓN VALOR ABSOLUTO (ABS) FUNCIÓN DISTANCIA (DIST)

FUNCIÓN PARTE ENTERA (INT) FUNCIÓN SIGNO (SGN)

10

Offl p 11 mi¡¡¡¡¡ 11

La Función Valor Absoluto se denota y define de la siguiente manera:

0

Las Propiedades detalladas del Valor Absoluto en 1- 10. se hacen extensivas a la Función Valor Absoluto.

Su Dominio es: D, x e R; Su Ccdominio: C, y e R' : Es Función de: R - R+. La Función Valor Absoluto no es
Inyectiva ni Suryectiva.

La gráfica de la Función Valor Absoluto,
puede determinarse por su definición o por
tabla de puntos. y = Ix 1

la porción negativa de la Recta: y = x se
convierte en positiva.

En: x = 0 se tiene un Punto Anguloso.

a)

x y

..............

.... rr..

X
4

Analizar y graficar las siguientes Funciones que contienen Valor Absoluto.

(1XI = x-21

Por definición (x - 2) x > 2

¡1,1=Ix-21 = 0 x=2
-(x - 2) x < 2

la porción negativa de la Recta: y = x
- 2 se convertirá en positiva. El Punto
Anguloso está en: x = 2

b) ¡I x1 = ¡ x 2 - 11

Por definición (x2-1) x2-I > 0

y = Ix2 -I1 = 0 x2-1 =0

-(x2- 1) x2-1 <0

<x<-1: 1 <x < 00

x2 - 1 = 0 x = -i ; x = I

x2-1 <0^ -I <x< I

x2-1 >0

x

x

.2

1

0

1

2

y

y

Usando resultados de P-1-10

^.. .4tY ... ... ... ...

.. .... :..... ... .. ... .. ......

...... ......41.. . Y-- : ......:

...... ...... --- - ;........
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22 Analizar y graficar las siguientes Funciones que contienen Valor Absoluto.

a) y=IX- 11 +Ix+ 11
Convendría graficar separadamente cada
Valor Absoluto, para luego sumar punto
a punto. También es posible el uso de la
tabla de puntos anexa.

Los Puntos Angulosos se encuentran en:
x= 1:x=-1

b) y=Ix+21-IxI
traficando en forma separada cada
Valor Absoluto, para luego sumar
punto a punto.

Los Puntos Angulosos siguen en:
x=-2;x=0

Se grafica también por tabla.

c) Iyi =x

Analizando por la definición de Va-
lor Absoluto:

lyl

d)

y = x y > 0
= x= 0= x y= x

-y=x y<0

x

x

x

y

y

y

^i,.. .. ... ..... ... ......

Se torna en positiva, la porción ne-
gativa de la Recta: y = x ; en el sentido de las abscisas (X). También es posible el uso de la tabla para
obtener la gráfica.

lyl = er

Analizando por la definición de Valor
Absoluto:

X

0
1
2

y

±0.3 7
±1

±2.72
± 7.39
±20.1

2

y=er y>0

0e` y = x

-y=er y<0

abscisas de la curva y = er se reitera (También la positiva ). Se grafica también por tabla.
La porción negativa , en sentido de las

e) y s lxI

traficando en principio: y ' = 1 x l , el Plano se divide en
2 regiones.

Tomando un punto cualquiera y observando si se
cumple la Desigualdad.

Si P(3.1) 1 s 131
La Desigualdad se cumple, entonces el punto y la
,-egión satisfacen la Inecuación y son su solución.
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La Función Parte Entera, asigna a todo Número Real, el entero inmediato inferior, su notación es: f(X) = 1 x 3

Cada segmento de la gráfica se comple-
tará cuando: x = 1/2 (0 múltiplos)

En este caso es conveniente elaborar una
tabla. El método de la tabla también era
aplicable en el caso anterior.

En todas los casos, la gráfica debe incluir
al extremo inferior de los segmentos.

x
-2.1

•l.5

•I

0
0.5
I

1.2

y
.-....4 ..........:_..........:

....... . ...... ......:..._;....................... .

......2 . .. ... ..... ... ..

- 71 -

E'12-31 131=3

1-51 = -5

Demostrar o refutar: A) la + bl [al + (b]

Otra manera de plantear la definición es:

fi.o = 1x1 _

-2 -2 sx<-1

- 1 : S
0 0 s x< I
1 1. 1x<2

2 2 sx< 3

A su vez la gráfica de
la Función Parte Ente-
ra es un conjunto de
segmentos rectos:

Cada segmento de la
gráfica incluye al ex-
tremo inferior, pero
no al superior.

110.991 = o

1-0.011 = - I

Se calcula la Parte Ente-
ra de algunos Números
Reales

F. .... ...... ... ..... ..

El Dominio de la Función Dr: x e R : El Codominio Cr: y e Z (Enteros): luego es posible afirmar que esta es una
Función de Reales en Enteros f: R - Z. La Función Parte Entera no es Inyectiva ni Suryectiva.

;z°'44

A) Si: a = 2.7 : b 3.5

l a +b1=[al+1bl
12.7 + 3.51 = 12.71 +13.51

16.21 = 2 + 3

2-45

B) [1xI1 = lixiI

B) Si: x = - 2.3

(jxIl = (QxlI

[1-2.311 = ¡ 1 -2.311
(2.31 = 1 -31

6. 5 2 f 3

Para demostrar falsedades (Refutar).
es suficiente con usar un contra-
ejemplo . (Ejemplo que muestra una
falsedad)

Las dos Propiedades son Falsas
(Serán válidas solo para enteros)

i

Graficar, luego de analizar las siguientes Funciones , que contienen Parte Entera

a) y =1x+11

La gráfica se corre a
izquierda en una uni-
dad.

La expresión interna es
cero, cuando x = -1

Volviendo a definir.

12.41 = 2 j 1.01 1 = 1

1-2.41 =-3 Inl =3

-2 -3 s x <-2

1 + 11 =

- I
0

-2sx <- I
-Isx<0x

1 0 sx< 1
2 1 s x < 2
3 2 s x < 3

b) y = 12x1

1



traficar las siguientes Funciones que contienen a la Parte Entera

a) y = IX/31

x

3

-3sx<0
0 s x < 3
3sx<6
65 x<9

x y ...... -....... ...... :.....2

-8 -6 -4 -

Un segmento de Recta. de los que
componen la gráfica se completa, cuando la expresión interior es : 1 (Cuando x es: 3 o un múltiplo)

c) y =QIxI

1 -2sx<-1
Qlxli = 0 -1 s x < 0

0 0! 1x< 1
1 1 5 x< 2

x

.2

0
0.5

... ....... ....... -4T .. .. ... , ...

.. 2 ... ...

X
-4 2 i0 2 4

Se toma la Parte Entera solo de positivos, debido al valor Absoluto interior.

d) y = x - Qxi

Es práctico graficar separadamente : x [x] para luego restar punto a punto.

x+l -1 s x < 0
x 0 s x< 1
x-1 I sx<2
x-2 2 s x < 3

d) y = x

n

-2Senx -2nsx<-rr
- I Sen x - n s x< 0

Senx= 0 05x<rr
1Senx n s x < 2n
2Senx 2nsx < 3n

Sen x

x
.I

0

0.5

0.9

y
0
0
0.5
0.9

La Amplitud de la Función Trigonométrica es
variable, cambia cada vez que: x es múltiplo de n

e) y = Qx2 i

2 -F3 s x <
1 -12 sx<
0 -Isx<

lx=i= 1 1 sx<

2 V 2̂ s x <

3 Y3 s x <
4 2 s x <

x
.2
1.8
3

-1.5
-2

o

1.6
1.9

1

y

..... ....2

. ... ....1

1 2 4

X .. .. :................. ..... ..

....

(1(.
2

.... .

;..ar.........
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i

La Función Distancia, asigna a todo Número Real, su distancia al entero más próximo, su notación: ! = {x}

Ej 2.32 {0.2} = 0.2 El entero mas próximo es 0 { I } = 0 El entero mas próximo es t
está a distancia de 0.2 está a distancia de 0

{ 1 .4} = 0.4 El entero mas próximo es 1 {-2} = 0 El entero más próximo es -2
está a distancia de 0.4

Otro modo de
plantear la
definición es:

Se indica la
gráfica de la
Función Dis-
tancia:

x+ 1 -1 sxs-I/2
-x -1/2 sxs0
x 0 sxs 1/2

IX) = 1-x 1/2 sxs 1
X - 1 1 sxs 3/2
2-x 3/2sxs2
x-2 2 sxs 5/2

está a distancia de 0

Una característica de la gráfica de la Función Distancia (Una Onda Triangular) es la de poseer infinitos Puntos
Angulosos (En los múltiplos de: 1/2)

El Dominio de la Función D1: x E R : El Codominio Cr: y e R . 0 s y s 112, La Función Distancia no es Inyectiva

ni Suryectiva.

2=47 Graficar las siguientes expresiones de la Función Distancia

a) y = (2x)
Para completar un Ciclo (Un Triángulo), en {x}. se precisa llegar hasta : x = 1 pero en esta Función:

{2x} basta llegar hasta: ''A

2x + 1 -2/4 s x s -114
-2x - 1 / 4 ' 0

(2x) _ 2x 0 sxs 1/4
1 -2x 1 /4 sxs 2/4
2x- I 2/4 s x s 3/4
2-2x 3/4 s x s 1

x

•0.I
0
0.2

0.6

0.9

1

1.3

0.2
0
0.4

0.2

0.2

0

0.4

b) y = QxI + {x} x y

Conviene graficar separadamente las 0 0

{x}: Para luego sumarFunciones: Ix)I 0.1 0.1,
0.2 0.2

punto a punto. 0.6 0.4

Note que cuando la Parte Entera com- 1 1

la Distancia. com-pleta un Segmento
1.2 1.2

.
l

1.6 1.4
o.pleta a su vez un Triángu

c) y = (x} + (2x)

Graficando separadamente. cada una de las Fun-
ciones y sumando punto a punto. se obtendrá la
gráfica final Se toma en cuenta la gráfica inicial de la
Función Distancia y la obtenida en el inciso a)

......... -....... .. }.^..Y ............. ...................

.. .. ...

X

:....... .......................
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La Función Signo (0 Signum), asigna a todo Número Real positivo: + 1 (Signo positivo): a todo Número Real
negativo: -1 (Signo negativo)

= SQN(x) _/ x x * 0(X) .

Otra modo de definir y la gráfica de esta Función son:

x

Y

I x > 0

I
X

f
(X)

= SGN(x) = 3 x= 0 -j1 'O 1 2 3
x 1 x < 0

la Función no está definida en x = 0, Sin embargo ocasionalmente , suele asignarse SGN(0) = 0 (Lo que no

se hará en este Texto) Di : x E R . x • 0 ; Cir: -1. 1

Analizar y graficar: - Ix - 21
411) x - 2

Esta Furición es equivalente a la forma general de la Función
Signo. La indefinición se da esta vez en x = 2

Dominio: D1:xeR,x+2

Codominio: y = -1, y = 1 (El Codominio posee solo dos
elementos)

i W11101I
FUNCIONES PARES Son aquellas Funciones que poseen la Propiedad: f(x) = f(--)

E( 2-33 Si : f(X) = X2

f =Senx - = f =(x)=> / =f

f(x) = f(- x)

x2 = (-x)2

FUNCIONES IMPARES Son aquellas Funciones que poseen la Propiedad: f(-) _ - f(x)

V L2 Si: ¡(X) = xa f( _x) _ - f(x) f(x) = Sen x f(--) = -f(x)

(-x)3 = - (x) Sen(- x) = -Sen(x)

FUNCIONES PERIÓDICAS Son aquellas Funciones que poseen la Propiedad:

f(.1 = /(x n : T es el Periodo

E3S

Sen(x) = Sen(x - 2n)

f =Cosx= f =f
(x) (x) (- x)

Cos(x) = Cos(- x)

(x) = (x + 1)

i2 3 4

....... ...........

Las dos Funciones
son Pares , ya que ve-
rifican la definición.

las dos Funciones son
Impares, ya que verifican
la definición.

Las dos Funciones son
Periódicas . ya que verifi-
can la definición.

Todas las Funciones Trigcr:crnétricas son Periódicas (Periodo : T = 2n). también es Periódica la
Función Distancia (Periodo: T = 1).

`)

-74- 1



Indicar si los Conjuntos de Pares ordenados, forman una Función (F o No F)
{(3.0), (5,0), (7,0)} {(2,3). (3.4). (5.6)} F F
{ 1 .2). (1,3). (1,4)} «0.0).(2,2),(4.4)} No F F

Hallando el Producto Cartesiano: AxB : ¿Se obtiene o no una Función?

A = {0,1 } : B = {2,3} A = {9.8,7,6} : B = {5}

Graficar las siguientes Relaciones y Funciones en el Plano Coordenado

y =6-2x y= (x - I) y =x2-I y=x3-3x y=Y'
3

Hallar D, (Dominios de definición) de las siguientes Funciones:

y = 3x + 1

Y =
x-7

y =+ x2-6x+8

y = Log(4 - x 2)

Indicar si las siguientes Funciones son: Inyectivas (1), Suryectivas (S) ; Biyectivas (B) o ninguna (?)
f =2x+1 f =x2+1 f =2x B:?

f = x' - 3x f = x--l f = Log x S . ? : B

Hallar los Dominios y Codominios de las siguientes Funciones:

+ 6= 3 5x = 4x R,R : x*3 ,y*5 : x*4.y*4y x y

x-3 x-4

y = + & _ + I
= 10'+3

Y = Log(x - 3) R,y 1,yz 1 : R,y> 3; x> 3,Ry

e x + e - x
R R: R yt 1yt4 xz3

y =x2-2x+5 y=+x-3 y= 2
. ..

Hallar las Funciones Inversas (('') de las siguientes Funciones:

No F : F

y = x2 -4 y = IOx+1 R ; R : R
I

=
I

=y y x*5: x>5x*7: x*1
x2-6x+5 + x -

,

y = + x-2 y = Log(x-6) xs2,xz4 : xz2: x>6

y = Log(x 2 + 1) y C X' - 4 + Log x -2<x<2: R xz2

+x--4

f=
3x

f=
3

f

f = 3x+7

x-5 x. -I

=x' - I

4x-7

7x -4

f = x 2 +1 f ='x 2 -2x+5

2-8 Hallar (/ +g) :(0) U -g)(_,): Ug)(,): Úlg)(3) Si: f(x) = 3x2 - Sx +

x-7 3
3 x2+4: x+I

5x 3 + x 4 - 7

x-3 x ' 7x-4

1+Cnx;+xx-4

g(x) = x2+4 5:4:-5:1

2-9 Hallar f -g : g- f (Si no existen, indicar: ?) Las Funciones son:

f=x2-I g=2x*4 4x2+16x+15.2x2.2

f = x-4 g = x2 + 3x + 1 x2*3x-3 5x2-25x-29

x-I x2+3x x2-2x-1
f ={(1.6).(3.7).(5.8)} g

={(0.1).(2,3).(4.5)} {(0,6).(2.7).(4.8)} : 7

2 -10 Hallar f 3goh : gof oh Si las Funciones son:

f =x5 g=2x h =Senx 3 2 Sen Sx : 2 Sen S x
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Graficar las siguientes Funciones Polinómicas:

f(r) = 3 f(.,) = 3 + 2x : f (x) = 3 - 4x + x' : f(,) = x' - 3x + 1

Indicando si existe Simetría (S), o no existe Simetría (NS) respecto de: X, Y, Origen, respectivamente y
hallando Asíntotas Verticales , Horizontales. Graficar las siguientes Funciones Algebraicas:

x-4 x2-9
Y = Y =

x-2 x-2 x2-4

x x2 2 x2 - 4
Y = Y = y =

NS,NS,NS: NS,NS,NS: NS.S,NS
2, 0; 2, 1: -2, 1

NS,NS,NS: NS,NS,NS: S,S.S
x2-4 x-1 x2-9 ±2, 0 13; ±3,±I

213 Graficar las Funciones Exponenciales: y = 3x

Graficar las Funciones logarítmicas: f = Log(x - 2)

2-15 Demostrar: 103 Logx = x'

Resolver: 3x-2 - 81 = 0

f = Log (4 - x 2)

y = e(x-1)R

f = Log2 x

e [n(x 2 - 1) Ln(x - I) = x +1 1 ; Logy x = (Loga x) / (Logo b)

2'i' -8 = 0 e3x -3-9 = 0 6 ±5 : 1.04

Log(Sx) - 2 = 0 Log2x - 4Logx = - 3 e3Lnx - 8 = 0 20; 10. 1000: 2

Graficar las Funciones Trigonométricas:

f = 2 Sen 3x f 3 Sen(x - n/6) f= X2 Sen x f x Cos x

f = Sen(1 /x 2) f = Sen x + Cos x f = 2 Aresen x f = Sen x + Aresen x

2-18 Demostrar : Sen(a - b) = Sena Cos b - Sen b Cos a

Cos(a - b) = Cos a Cos b + Sen a Sen b

Arccos x + Arccos y = Arccos(xy + 1 - x 2

Arctan x + Arctan y = Arctan(X
+ y )

1 - xy

Cos(- t) = Cos t

Tan(-t) = -Tan t

Cos 2t 1 + Cos 2t

2

2-19 Resolver: 6 Cos x- 3 = 0 7 Sen x - 3 Cos x = 0 ° °li^ 60 . 23.27
2 Aresen x - 5 = 0 9 Arctan 2x - 2 = 0 0.60. ±0.51

2-20 Demostrar las siguientes Propiedades de las Funciones Hiperbólicas:

Sech 2x = 1 - Tanh2x Csch 2x = Coth 2x - I

Cosh(x + y) = Cosh x Cosh y + Senh x Senh y

Senh(-x) = -Senh x

Cosh(- x) = Coshx

1 + x
2 nh x = LnA t- 1)Arccosh x = Ln(x + x rc a

2 I-x

2-21 Graficar las siguientes Funciones Especiales:

f = Ix -I1 f = 1.1 -x2 1 f = Ix - 11 +Ix +I1

f =Qx - ID f =13x] f =x +IxD

f =(x-1/2) f =(3x ) ' f =SCN(x-1)

f = Sen(x + Ix1)

f = 1x/2nD Sen x

f =SCN(x2-I)

De las siguientes Funciones, indicar cuales son Pares (P). cuales Impares (1)

f = x 5 x f = x6 - x 2 f = x2 COSx

f =x2 -I f =3 f =x -Tanx

y =(I/3)x y=e-x

1.P,P.P

P: P: 1: P
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3
Los conceptos físicos, que para su determinación requieren de una sola cantidad, se llaman Magnitudes Escalares

-(Ej. la Temperatura, el Tiempo, etc.). Los conceptos que para su determinación, requieren de mas de una
cantidad, se llaman Magnitudes Vectoriales (Ej. la Velocidad, la Fuerza, etc.)

Todas las Propiedades Vectoriales, pueden obtenerse analíticamente. a partir de las siguientes definiciones de
Vectores en: _V2 (En dos Dimensiones, en el Plano)

Un Vector en el Plano Coordenado Real, es un Par Ordenado de Números Reales.

La notación usual de un Vector es tl = (a, ,a2 ): Donde a, . a2 son el Primer y Segundo Componentes respec-

tivamente del Vector: ,

REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA

Geométricamente un Vector se representa como un Segmento orientado:

0 es el origen , P es el Extremo del Vector
La Longitud OP representa el MÓDULO
La Inclinación, representa la DIRECCIÓN
la posición de la flecha , indica el SENTIDO
Por tanto un Vector posee, Módulo, Dirección y Sentido.

Para graficar un vector, sobre un Sistema de Coordenadas, se hace
coincidir su Origen con el Origen de Coordenadas.

Su Extremo coincidirá con un Punto de Coordenadas equivalentes a
las Componentes del Vector.

Así se establece una relación entre Vector y Punto.

Ei 3-1 Se grafica al Vector: Á = (3.2)

Los Componentes son a, = 3 ; a2 = 2

Se coloca el Origen del Vector en el Punto (0.0) y su Extremo
en el Punto (3,2)

Así queda expresado geométricamente el Vector.
4

3- l Representar geométricamente los Vectores Á = (5.1) : B = (-2.4)

Si: Á = (5.1) = (a1,a2) al = 5 : a2 = 1

Se ubica el extremo de Á en el Punto (4.1)

Si i = (-2,4) = (b,.b2) b1 =-2 : b2 = 4

Se ubica el extremo de: 3 en el Punto (-2.4)

.................... . .... .. . .... ...:......

.........R...

4
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MÓDULO DE UN VECTOR

El Módulo de un Vector, (0 Longitud de Segmento Orientado ), se determina por;

1,1 L r 91
wFw1

113, 11 Y

La demostración de esta relación es simple. Graficando Á = (a,.a2)

Trasladando el segundo Componente: a2 como en la gráfica.

Así se obtiene un Triángulo rectángulo, donde la longitud del Vector
es la hipotenusa, los Componentes: a,, a2 son los catetos .........

1,41 = al + a2 l- I - aI + a2
Por Pitágoras: 2 2 2 2 2

!L L-2 Si el Vector es: Á = (4.3)

El Módulo se calcula por la relación:

1 Á 1 = ^a,2 + a2 = 42 + 32 = 5

Se toma solamente la Raíz positiva del radical.

Las Operaciones entre Vectores, se definen de la manera siguiente:

Si: Á = (a,,a2) : B = (b,,b2) -B = (-b,.-b2) ; k es un Escalar (Un Número Real)

SUMA: Á B = (a,.a2) + (b,.b2) _ (a, + b1.a2 + b2)

DIFERENCIA: Á - H = Á + (-B) _ (a,. a2) + (-b, .- b2) = (a, - b, a2

PRODUCTO POR UN ESCALAR: k.zl = k(a,.a2) _ (ka,.ka2)

Note que en todos los casos , el resultado es también un Vector de: V2

TEOREMAS

Si: Á. B Son Vectores en el Plano ; (5 = (0.0) ; k. r son Escalares . De acuerdo a las anteriores definiciones. se
cumplen los siguientes Teoremas:

T3-I) i3=B+tl Conmutatividad de la Suma

T3-2) Á + (B + C) _ (tl + B) + C Asociatividad de la Suma

T3-3) Á + 0 = r^ Existencia de Neutro Aditivo

T3-4) Á + (-A) = 0 Existencia de Opuesto , para la Suma

T3-5) (kr)r4 = k(rÁ) Asociatividad . para el Producto por un Esclar

T3-6) k(Á + 9) = kÁ + k i3 Distributividad sobre Suma Vectorial

T3-7) (k + r)Á = kÁ +rA Distributividad sobre Suma Escalar

T3-3) I A =
Existencia de Neutro Escalar Multiplicativo.

La veracidad de estos Teoremas. puede demostrarse usando las definiciones de Operaciones entre Vectores
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Efectuar las siguientes Operaciones, entre los Vectores indicados:

a) 71 + B ; A - B : Si: ( 4 , 1 )( 2 , 3 )

Aplicando las definiciones de Suma y Diferencia:

Suma: JI+B = (4,1) + (2.3) = (4 + 2,1 + 3)
= (6.4)

Diferencia: Á -9 = (4.1) - (2.3) = (4 - 2, I - 3)
_ (2,-2)

Gráficamente el Vector Suma, se obtiene trasladando el
Origen de B sobre el Extremo de: Á

Gráficamente el Vector Diferencia, se obtiene trasladando el
Origen del Vector - B sobre el Extremo de: .71

En las gráficas se observa la traslación de Vectores , para las
operaciones.

b) kÁ Si: Á = (2.1) : k = 3

Producto por un
Escalar: kÁ = 3 ( 2 , 1 (3 2,3 I) _ (6.3)

Gráficamente el Vector Producto por un Escalar, puede
obtenerse amplificando: kveces el Vector: A (Mantenien-
do su misma Dirección)

c) 2tl +B -3C : A = (2.-1): B = (2,3): C = (I.-2)

Aplicando las respectivas definiciones:

2, +B-3C = 2(2,-1)+(2.3)-3(I.-2)

_ (4.-2) + (2,3) - (3,-6)

_ (4+2-3.-2+3+6)
_ (3,7)

La gráfica del resultado . se obtiene como la resultante
del traslado de Vectores , de sus orígenes al Extremo del
otro Vector.

3=3

Y

..... ..... ... ..... ... .. . ...

..... ..... ... ..... . .. .. ....

2A B-3C : \-3C
......-'-•-- - ....... .................. }...............

Demostrar T3-1) Á - B = B +%1 ; T3-2) , +0 = Á

Si: Á =(al.a2);B=(b,.b2);0=(0.0)

T3-I: Á+B = (a,a2)+(b,,b2) T3-2: Á+0 = (a,.a2)+(0.0)

= (a, +b,.a2 +b2) _ (a, +O.a2 +0)

= (b, +a,.b2 +a2) _ (a,,a2)

= B+A _ 14

En la 1 `Demostración, se
aplica la Propiedad Con-
mutativa de la Suma de
Números Reales (Por el
Axioma A l ), de esa mane-
ra se demuestra la Con-
mutatividad de la Suma de
Vectores.

En la 2d Demostración. se aplica la Propiedad de la Existencia del Neutro aditivo (Cero: 0) de los Números
Reales (Axioma A3). Todas las aplicaciones de los Axiomas de los Números Reales. son posibles. debido
a que los Componentes de los Vectores son Números Reales.

Y4l. ..._ ----...... .. . .. .. ...
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ESPACIOS VECTORIALES

Un Espacio vectorial, es un Conjunto de Elementos llamados Vectores , junto a otro Conjunto de Elementos,
llamados Escalares , con dos Operaciones : La Suma Vectorial y la Multiplicación por un Escalar : tales que para
todo Vector Á, i y todo Escalar k: Los Vectores : Á + B : k. satisfacen los ocho Teoremas de Operaciones
con Vectores, citados anteriormente en 111-4

1111 11111

W01,1
El Producto Escalar (O Producto Punto, o Producto Interior): es otra Operación entre Vectores, cuyo resultado
es un Escalar, se define y denota de la siguiente manera:

Tu
b

n ni
;i

1 1,1

Las principales Propiedades del Producto Escalar son:

T3-9 A-1 = B oA T3-12 At o, = It112 : Si:
A11,

= 0 Á = 0

T3 -10 (k)0 B = k(Á o B) T3-13 A-9 = 1,41 191 Cose : e Ángulo entre A, B

T3-I I ,Ao(B +C) = Á°B +tloC T3- 14 Áog = 0 Á i 9 Si: Á * 0; B * 0

U212 Si: , = (3,1) ; 9 = (2,4) : se calculará el Producto Escalar:

Á o B = (3.1) o (2 , 4) Por definición, se multiplican los Componentes correspondientes entre sí.

= 3.2 + 1 -4 = 10 Sumando se obtiene por resultado a un Escalar.

Demostrar las siguientes Propiedades del Producto Escalar:

a) T3-9: A o 9 =gol b) T3-12: 4o, = IAl2

Si: A = (a,, a2 ) : B = (b,.b2) Si: A = (a,• a2)

A ° B (a, •a2) o (b,,b2) AoA = (a1,a2 ) o(a,•a2)
= a, b, + a2b2

= b,a, + b2a2

_ (bl.b2) o (a,,a2) = BoÁ

2 2
a, + a2

= 1412

c) T3-13: ÁoB = ¡Al IBI Cose

De acuerdo al gráfico adjunto, por el Teorema del Coseno de Trigonometría y por T3.12 antes
demostrado.

1,4 -612=1,112+1612-2¡Al19ICOSO
(,^-9)°(A -g)= 112+1812-211191 Cose

112 - 2Ao9 + 151 2 = 11 2 + 1912 - 21,41 1B1 Cose

- 2.l°9 = - 2 1 ,4 1 191 Coso

A-9 = 1,41 IgI Cose
e acuerdo a esta Propiedad es inmediata la conclusión de la Propiedad: T3.14
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El Vector Á es Paralelo a j Si: Á = k j :.zl * 0 B * 0 ; k * 0 : Lo anterior significa que los Vectores

A. B poseen la misma Dirección.

Ei 3-4 Los Vectores:. = (-6,2) . B = (3,-1) son Paralelos.

Si: Á = (-6,2)

= -2(3.-1)

= -2B => k =-2

Se llega a la expresión de:

Á = kB

.......... '...' . `.. 2

Otras maneras de verificar el Paralelismo entre Vectores, consiste a b -a b = 0
en verificar las siguientes igualdades: 1 2 2

La lt relación proviene de T3-1 I del Producto Escalar: Á ° B = 1,4 1191 Cose : pero al ser Paralelos los
Vectores se cumple que 8 =
Componentes de la 1 `.

0° Cos 0° =

El 3-5 Los Vectores : Á = (-2, 1): B = (4.

A =(a,.a2):B=(b,.b2)

Si: a,b2-a2b, = 0

(-2)(-2) - (I)(4) = 0
0 = 0

1 A-5 = 1,411 B 1 . La 2°' relación proviene del desarrollo por

-2) son Paralelos, por:

Se verifica una rela-
ción de Paralelismo
entre los Vectores.

El Vector : . es Perpendicular (U Ortogonal o Normal) al Vector: B Si se verifica:

¡A+ B) _ JA- B1

Lo anterior significa que entre los Vectores: Á. B existen 90° de á ngulo.

Ei 3-6 Los Vectores: Á = (2,5): Ef = (-5, 2) son Perpendiculares

Si: ¡A + 51 = ¡A 91

(2.5) + (-5.2)1 = 1(2.5) - (-5.2)j

(-3)2 - 72 = 72 ` 32

58 = 58

Y
.... ....... .. .. ..^ ......

;. _. _ ..... ... ..... ... ..

Lo anterior lleva a una conclusión general , de: Jl = (a1.a2 ) el Vector Perpendicular es: A' = (-a2 . al) (Los

Módulos serán iguales ). Otro modo de verificar la Perpendicularidad es: A,, B = 0 (T3-14 del Producto Escalar)

Ei 3-7 Los Vectores : A = (- 1 .2) : B = (4 . 2) son Perpendiculares
entre sí . verificando:

Si: ri - ó = 0

(-1.2)°(4.2) = 0
0 = 0

Toda vez que dos Vectores
determinan un Producto Esca-
lar cero, son perpendiculares.

...................

B
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KOI10á11,00010 ~,' 1 ÑÑ
Todo Vector Á puede expresarse en términos de un Vector B en la forma:

Es decir que el Vector: Á se expresa como una Suma del Vector-5 y su Perpendicular, multiplicados ambos por
los Escalares s. t

g_L-1 Si Á = (2,5) : se expresará en términos de B = (3,4)

Si: B = (3,4) Bl = (-4,3)

t=

Á

A-5 (2.5)-(3,4) _ 26

1912 32 + 42 25

A-9" (2 .5)-(4,-3) _ 7

Al 32 + 42 25

= sB + ti` = 25 (3,4) + 7 (-4,3)
25

=(78 104)+(- 28 21) =(2 5)
25 25 25 25

La deter-
minación
d e B`
(Perpen-
dicular a
B), se
efectuará
por lo di-
cho en 111-6

L3 demostración de las relaciones, se efectúa por Multiplicaciones Escalares:

Si: Á = s6+t6`

Áo6 = (sB +t')oB

= s(BoB) + t(5J. 5)
=51912+0

Á-B
s =

Si: .l = sB +tB`

Á^B` _ (sB +tBl)oB`
= s(BaBj)+ t(BjoB)

0 +tlBl2 IBI = IB`i

t

La Proyección Ortogonal de Á sobre 9. ( Que se
expresa como ProygZ) es el Vector determinado por:

Por tanto todo Vector Á puede expresarse en términos
del Vector B en la forma:

El Componente de A en la dirección de B es el Escalar
determinado por:

Proy..
= A o 2

1812

Á = Proygtl + Proyg. Á

La primera y se-
gunda expresión
se multiplican
escalarmente en
forma respectiva
por: B. B1

B0

Compgtl = :- Proy6, = B Comp6Á
IBI IBI

Por tanto se cumple la relación: A = s B + t j'

Puede entonces concluirse que todo Vector puede expresarse como la
Combinación Lineal de otro Vector y su correspondiente Vector

perpendicular La Proyección de A. es un Vector en la dirección de B

La Componente de . es una longitud (Longitud dirigida) que indica la

magnitud de Á sobre B.
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ÁREAS ENTRE VECTORES

El Arca Sp del Paralelogramo que conforman los Vectores k B se determina por:

De acuerdo a la gráfica . se tiene:

^CompB:ÁI A°g 1
1B 1

1 Cl representa la Altura
del Paralelogramo.

El Área es la Altura por la

SD = I(^l1B1 = 1A°B1 1 191 = 1A°91 Base:
II Note que: 191 = 15', 1

Á P3

k-!:! Si : Á = (1.4): B = (6.2) se calculan las Áreas del Paralelogramo y Triángulo: Sp. St

Si: B = (6.2) Bj = (-2,6)

Sp = A °B1 1 = 1(1.4)°(2. -6)1 = 22

s t 1 S = 1 1tl°B`1 = 1 22 = 1I
` 2 p 2 2

El Área del
Triángulo (St)
será la mitad
del Área del
Paralelogramo.

3="5 Hallar el Área del Triángulo entre los Puntos Pl (2,1); P2(3,4); P3(6,2)

Deter minando dos Vec tores del Triángulo:
4

P2 - PI = (3.4) - (2.1) _ (1.3)
.....

P3 -PI = (6.2) -(2.1) _ (4.1)
2

1 1,4. 9'-j = 1 1(1.3)°(- 1.4)1 = 5.5
2 2

i^i Pli !^ 1^8ftft i

X
-2 Í 4 6

Z I Demostrar que el Área de un Triángulo, puede calcularse por un Determinan-
te. si está ubicado entre tres Puntos PI (x,.y,): P2(x2.y,): P3(x,.y,)

Determinando dos Vectores del Triángulo:

P2 - P I = (x2 • Y2) - (x, . y,) = (x2 - x, . Y2 - y1)

P3 - PI = (x3 - XI .y3 - y1) => Bl = (y 1 - y3.x3 -x1)

St _ 1A ° B1 1 = Z 1x2 -xI.Y2 _y1 )°(Y1 -Y3.x3 -xI)1

= 1 1X, y3 + x2 y¡ + x3 y2 - x1 y2 - x2 y3 - x3 Y,

Por el Valor Absoluto también se escribe:

S, = 2 1 X
I Y2 +x2y3 +x3 y¡ -x1y3-x2 y¡ -x3y2

= 1 (x, Y2+ x2 y3+ x3 Y, -x1 y3-x2y1 -x3Y2)
2

Como los resultados son coincidentes. queda demostrada la fórmula.

Y

X, y, 1 1

St =

P1

1 I x y, 1

1 x3 y3 1
2

X

A su vez desarr-- ¡ando por
reglas conocidas Determi-
nantes:
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Identificando como Puntos del Plano Cartesiano R2: A los Vectores de V2 (Dimensión dos). La Recta en el Plano
R' es el Conjunto L de Puntos tales que:

I

} l lt

Reemplazan-
do por sus
componen-
tes.

Donde Po es un Punto conocido, t es un Escalar , Á es el Vector de Dirección.

Ei 3- 10 La Recta: L = «1.3) + t(4.-2)}

El Punto conocido es: Po(I.3). El Vector de Dirección es

Á = (4.-2)

La Recta pasa por el Punto Po. siguiendo una Direc-
ción Paralela al Vector 7A

Los Puntos de la Recta pueden obtenerse , asignando
valores arbitrarios en t (Parámetro de la Recta)

1 3:7 Hallar las Ecuaciones de Recta , que satisfacen las siguientes condiciones:

L pasa por Po ( 1,4); Dirección: A = (3.1) ""^+^`

Reemplazando datos en la Ecuación Vectorial:

L={Po+tA}
L = {(I.4) + t(3,1)}

Para obtener otros Puntos de la Recta:

Así se logra
la Ecuación
Paramétrica

_....2

) =(X (1 1)4) + t(3 :i ° . l 1. y . . . . .. ....... .. .. .. ...: .. .. ..: .. ... ...
Si: t = 1 (x, Y) = (4.5) = Pl

A
Ix

Si: t = 2 (x,y) = (7.6) = P2

b) L pasa por los Puntos: PI (1.3): P2(4.2)

Obteniendo la Dirección de la Recta:

A =P2-PI =(4,2)-(1.3)=(3.-I)

Tomando a PI como Punto conocido: PI = Po

L = {Po + tÁ} L = {(l.3) + t(3.-I)}

Note que se han identificado los Puntos como Vectores.

FORMA PARAMÉTRICA Y GENERAL DE LA RECTA EN EL PLANO

A partir de la Forma Vectorial de la Recta:

L ={Po +tAJ

(x.Y) = (x,.y) + t (a,.a2)

= (xo.yo) + (ta,.ta2)

= (xo ta,. y, +ta 2 )

x = x + ta
o 1

Y = yo tal

flit

x=xo+ta,

y =Yo+ta2

a,

1- i... .. .. ... ...Ipo: ^ i
i .... ... ............-.... í. .

Y - yo

a 2

-a2x +a ,y +a2XO - a1yO = 0

A partir de
la Ecuación
Para métrica
de la Recta.

Se llega a la
Ecuación
general de

(-a2)x + (a ,)y + (a2xo -al Yo) = 0 la Recta.

de la Recta - Ax . By + C = 0
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Graficar y escribir en sus Formas Paramétrica y General, la siguiente Recta, dada en Forma Vectorial:
L = {(l,4) + t(3.-2)}

Llevando previamente a la Forma Paramétrica , luego a la General:

L = (1,4) + t(3,-2) Recta en su Forma

(x,y) _ (1.4) + t(3,-2) Vectorial

_ (1 +3t,4-2t) Desarrollando y efec-
d i

x = 1 + 3t y = 4 - 2t
o operac ones.tuan

t = x- 1 _ y -4
Forma Paramétrica

3 -2 Despejando : t de las
Ecuaciones anteriores

2x + 3y - 14 = 0
Forma general.

PARALELISMO DE RECTAS

Dos Rectas : L = (PI + t, ) ; L2 = (P 2 + t i l son Paralelas. si sus Vectores de Dirección son Paralelos entre
sí. (.zl = kB)

E¡ 3-11 las Rectas : L, = {(1 .2) + t(4,-2)}
L2 = {(3,3) + t(-2,l»

Son Paralelas entre sí, ya que sus Vectores de Dirección
son Paralelos entre sí.

Á = kg

(4,-2) = k(-2 , 1) k = -2

PERPENDICULARIDAD DE RECTAS

Dos Rectas : L^ _ (P1 + tA1 ; L2 = (P2 + t8} son Perpendiculares, si sus Vectores de Dirección son
Perpendiculares entre sí . ( tl - 8 = 0)

Ei 3-12 Las Rectas : L, = {(0,2) + t(-3,I)}
L2 = {(2,5) + t(l.3)}

Son Perpendiculares entre sí , ya que sus Vectores de
Dirección son Perpendiculares entre sí.

.zl-B = (-3,1)x(1,3)

=-3+3=0
f

3_g1 Hallar las Ecuaciones de las Rectas Paralela y Perpendicular a la Recta: L = {(5,2) + t(2.1)} que pasen
por el Punto : P,(3,3)

Si: L = (Po + tAl = ((7,3) + t(2,1)}

La Recta Paralela pasará por el Punto dado P, con la
misma Dirección de L dada.

Si: Á = (2, 1) (2, 1)

LI = ((3,3) + t(2.1)}

La Recta Perpendicular , pasará por el mismo Punto P,
con una Dirección Perpendicular a L.

Si: Á = (2.1) Al = (-1,2) L2 = 1(3.3 ) - t(-1.2)1

\r`

-------------------------•----•-••-
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DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

La Distancia del Punto Pe a la Recta, seguirá una trayectoria perpendicular a t = {Poa+ tÑ
calculará como:

1,1

1

11
1

IÍII ifi

Ei 3-13 Calculando la distancia entre el Punto Pe y la Recta L

Pe(3,5) : L = { (5.1) + t(4.-3) }

Si: A = (4.-3) 4 ` = (3.4) : Po(5,I)

d=
(Pe-Po)

1,41

[(3,5) - (5,1)] ° (3.4)

42-+( -3Y

=2

por tanto se

La expresión de Distancia de Punto a Recta, es posible desarrollarla , hasta llegar a una Forma general.

d = (Pe - Po) aÁl - ( - (xo . y,)) ° (~a V01) En la Recta , se desarrollan los Vectores por sus

Componentes . L = {Po t'4}:
A I 1(- a2,aI ) I

Po(xo,y) : Pe(xe,y) ; XI = (a,.a

-a

+ y + +2xo a y. a2 xo - a, Y.
= Ax' a y'

C Á1
= (-a2.ad Reemplazando en la Distancia.

(-a2)2 +a2 AZ +82

Desarrollando las Operaciones Vectoriales. la Forma general de una Recta es: Ax By + C = 0
(VerP-3-8) Si: A =- a2 ; 8 =-a1 C = a2xo-alyo

Así se logra la Forma general de la Distancia de Punto a Recta . (En la Fórmula tome en cuenta la diferencia

entre: A con })

ÁNGULO ENTRE RECTAS

El ángulo entre Rectas en su Punto de intersección, es el ángulo entre los Vectores de dirección de las Rectas

El ángulo puede determinarse a partir de T3-13, del Producto Escalar (111-8)

Si: Á°5 = 1,41 151 Cosa

4* 8 = Arccos A-5

Donde e es el
ángulo entre
los Vectores.

EE' 3-I Se calcula el ángulo (8) entre las Rectas L, = 1(3,4) + t(1.3)! : L2 = 1(4.2) - t(2,1)}

Operando con los Vectores de Dirección: .

L1 = ((3.4) + t(1.3)} Á = (1.3)

t = ((4.2) + t (2, 1) } B = (2.1)

luego el ángulo 8 = Arccos A ° B = Arccos 45°
entre Rectas es ¡Al lgI 50

Si se trata de hallar ángulos entre una Recta y los Ejes Coordenados,
se toma como dirección del Eje X al Vector (1.0): del Y a (G.1)

........:--....... .Lr ..................:...
4 .....:_ ........ ..... _....



traficar y hallar los Módulos de los Vectores: (8,6) ; (3,0 ) ; (-a,a)

3 "Z Si: ,zl = (x.4) IA I = 5 B = (y2.y) 151 = J Hallar: x, y

3=3' Efectuar y graficar : Á + 8 . ,-q - 8 ; 2,4 + 3B : Si: tl = (1,3) (2,1)

10;3; 2F

±3: ±1

(3.4); (-1.2): (8.9)

3'4 (3 , -1) C = (-1.2) : efectuar: Á + B + C ; 5,4 + 28 - 3C ( 7,2): (28,-9)

3-5 Demostrar : , zl + (B + C) ( t I + 8) + C : Á + (-Á) = 0 : k(Á + B) = k ,z-1 + k B : (k + r),B = kÁ + r,il

Demostrar : (k1.1) o B = A - (k B) : tl o (B + C) = A - 9 + A o C

Hallar: Á-B Si :. = (2.3) ; B = (4.1) A =(2.-1):i3=(3.-2)

= (3.-I) = (2.6) = (a,.a2) = (-a 2-al) 1 1: 8; 0: 0

3-8 Hallar el ángulo entre los siguientes pares de Vectores:
(4,3):(-2.5) (1,0); (I.I) (2.3):(4.6) - 74.91 0: 45 0: 00

3-.9' Si: Á = (a,,a2) ; 13- = (b,.b2) Demostrar que: Á es Paralelo a 8 si se cumple: a, b2 - a2 b, = 0

3-1 0 Determinar si existe Paralelismo (1). Perpendicularidad (i) o ninguna de estas características (?), entre
los siguientes pares de Vectores:
(2.-1):(-6.3) (-4.6):(3.2) (3.-1); (3,9)
(3,0): (-3,0) (1.4): (-1.4) (2.4): (0.0)

I ; 1 ; 1

I : ?

Hallar: x para que sean Paralelos , luego Perpendiculares los Vectores:
Á = (x,3) ; B = (4.12) Á = (x, l) . 6 = (4,x) I,-9:±2,0

A los Vectores: (3, 5)' (3.-2): ( 1,1): determinar un Vector Perpendicular (-5,3): (2.3); (-1,1)

Efectuar la Proyección Ortogonal de Á sobre j Si:

Á = (10,5) B = (1.2) : A _ (3.1) B = (4.0) 4(1.2) - 3(-2,1) ; [3(4.0) + (0.4)1/4

Hallar Áreas del Paralelogramo y Triángulo entre los pares de Vectores:
(1.3): (5.2) (3.-2); (2.4) (0.2); (3.0) 13. 6.5:16.8 ; 6. 3

Hallar el Á rea del Triangulo . que se encuentra entre los tríos de Puntos:
(1.1): (3,5); (6.2) (0.2). (3.4): (5.0) 9:8
(4.-1): (6.3): (2.4) (2,1): (1.6): (7,4) 9:14

1 3-1-6 1 Hallar el Área del Polígono entre los Puntos: (Polígono no regular)
(0.0):(-2,4): (1.5):(7.3): (2.0) (1.1): (-2.3);(2.5); (6.2).(5.0) 26.21

3- l 7 Demostrar:

13-18 Demostrar:

1 ,41 = IA`1 IA +512 = 1,412 + 1 B12 ,4Lj

(, `)1 = -,ii

1,4 + s1 5 I^! + 1BI
IA+cl s IAI +IBI +I^I

1A1 = 1 : 191 = 1 (gil +B ) 1(A -9)

1,4 - 8 1 k 1,41 - 181
A.A =1 1 2

IkAl = klA
Áo0 = o
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Hallar las Ecuaciones de Recta y graficarlas si cumplen con:

L pasa por Po(4,3) Dirección: Á = (2,3)

L pasa por Po( 0,0) Paralela a : Á = (3.2)

L pasa por P1(1.2): P2(5.4)
L pasa por P I (2,3): P2(5,1)

3-20

{(4.3) + t(2.3)}

[(0,0) + t(3.2)}
{(l.2) + t(4.2)}

{(2.3) + t(3.-2)}

Escribir en Forma general, las anteriores Rectas
3x-2y-6= 0; 2x-3y=0 :2x-4y+6= 0; 2x+3y- 13=0

3-2 t Determinar si es Verdadero (V) o Falso (F) que los Puntos : ( 1,4); (2,5); (0 . 7); (1,10) pertenecen a la
Recta: L = {(2.1) + t(- I ,3)} V; F; V: F

Hallar las Rectas Paralela y Perpendicular a: L dada, que pasan por P dado.
{(l .3) + t(2,4)}: P(6.5) {(6.5) + t(2.4)} ; {(6,5) + t(-4.2)}

{(2.4) + t(l.-2)}: P(5,4) {(5.4) + t(I,-2)} : {(5,4) + t(2.1)}

{(0,2) + t(1,0)}; P(3,5) {(3,5) + t(1.0) ; {(3,5) + t(0.I)}

Hallar la Distancia entre la Recta : L y el Punto externo: Pe
{(2,3) + t(6.8 }: Pe(7.2 ) {( l.2) + t(4.3)}; Pe(2.7)

{(3,2) + t(4.-3)}: Pe(4,6) {(2,2) + t(1.2)}; Pe(4.6)

Cual es el Punto P de la Recta L. que está mas cerca del Punto Pe dado:
L = {(l,3) + t(4,3)} ; Pe(8,2) ; L = {(1,2) + t(3,l)} ; Pe(4,6)

Hallar el ángulo entre las Rectas:
L¡ = {(5.2) + ((2,l)} ; L2 = {(5.7) + t(1,3)}

L I = {(2.5) + t(3.-2)} ; L2 = {(4.3) + t(2,3)}
L I = {(3,4) + t(4.3)} ; L2 = {(2,5) + t(2,0)}

4.6 :2.2
3.8 : 0

(5.6) : (49/10,33/10)

44.80°
90°

36.87°

3-26 Hallar el Cuarto Vértice del Cuadrado ubicado entre los Puntos:
a) (4,1): (3.6): (1,3) b) (5,3):(1,1); (4,0)

3-29

3-30

(6.4) : (2.4)

Hallar los dos Vértices faltantes a los cuadrados , que tienen por Vértices opuestos a los puntos:
a) (1.2):(5,4) b) (2.5): (5.0) (2.5), (4,1) ; (1.1). (6.4)

Si: xÁ + y g = 0 ; donde: Á • 0 : B • 0 : tl No es Paralelo a Demostrar que la igualdad se
verifica cuando: x = y = 0

Demostrar: Á • 0 ; B • 0 : Á No es paralela a 8 Si:
x,Á+y'B =x2Á+y28 = xt =x2:y, =y2

Demostrar que las Diagonales de un Paralelogramo se intersectan en sus Puntos medios.

3-3 l Demostrar que la Recta que une los Puntos medios de los lados de un Triángulo es Paralela al Tercer
lado y posee la mitad de su longitud.

_3-32 Demostrar que las Medianas de un Triángulo, se cortan en un punto (Llamado Baricentro): ubicado a
un tercio de un lado y a dos tercios del Vértice opuesto.

3-33 Demostrar que la Diagonal de un Paralelogramo. es dividida en tres partes iguales pcr dos Rectas. que
partiendo de un Vértice lateral, van a los Puntos medios del lado opuesto.

3-34 Demostrar que la Mediana de un Triángulo Isósceles, que va al lado distinto, es perpendicular a ese lado

3 35 Demostrar que todo Triángulo inscrito en una Semicircunferencia es un Triángulo Rec:ángulo.

3-36 Demostrar que las Diagonales de un Rombo se intersectan en sus Puntos Medios.
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El estudio de la GEOMETRÍA ANALÍTICA, es el estudio de la Geometría mediante un Sistema de Coordenadas,
que lleva asociada un Álgebra . Los problemas básicos de la Geometría son:

l.- Dada una Ecuación matemática. hallar su Lugar Geométrico
II.- Dado un lugar Geométrico, hallar su Ecuación Matemática.

Se entiende por lugar Geométrico o gráfica de una Ecuación, al conjunto de puntos que satisfacen la Ecuación.
En este Texto se estudia a la Geometría Analítica del Plano.

wiiukblullllllbwic2115I I

Un Sistema de Coordenadas Cartesianas en el Plano es un Conjunto
de dos Rectas Reales perpendicularmente dispuestas, que dividen al
Plano en cuatro cuadrantes, donde un punto se asocia al Par
ordenado (x,y)

La Recta Real en modo horizontal X'OX es el Eje de abscisas o Eje X.
La Recta Real Vertical VOY es el Eje de ordenadas o Eje Y

La distancia de un punto P al Eje de ordenadas se llama Abscisa x; la
distancia al Ejé de abscisas se llama Ordenada y

Para indicar un punto. se indica la Abscisa, luego la Ordenada: (x.y)

Ei 4-1 Se grafican los puntos : PI (4.1); P2(2.- 1): P3(-3.-2):
P4(0,2)

De acuerdo a las anteriores convenciones , se ubican
los puntos en el Sistema de Coordenadas en el Plano.

Se elige una adecuada escala en los Ejes Coordenados.

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

Y

4`° Cuadrante

3^ Cuadrante

1 a Cuadrante
... (s^)

Abscisa n

O:

2"° Cuadrante X

..-..-.. y--- .. .. ..... .. .. ..

P4 .................. .. ......

i. .. - - -t---QPi...
X

-2 0 4 6

:...... P3__ ........................

La distancia entre los puntos : Pl (x, , y,) : P2(x2, y2 ) se determina por la Fórmula:

f

il
Verificando la fórmula. si: A = PI (x,.y,) : B = P2(x2.y2)

las longitudes: AC . BC : AB son:

AC = x2 - XI BC = y2 - y1 AB = d ; Donde des la distan-

AB2 = AC2 + BC2

d2 = (x2 - XI)2 + (y2 - y,)2

d = 1¡(x, - X')2 + (Y2 - y,)2

cia entre PI. P2

Por el Teorema de Pitágoras.

De la raíz cuadrada, se toma.
rá la raíz positiva, por tanto
la distancia se considera
siempre positiva.

Y
y2 ---------- ------ PIB
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Ej 4-2 Se hallan las distancias entre los puntos : a) PI (2,1) : P2(6,4) b) PI (-2,0) : P2(0,-1)

a) Si: P I (2,1) * x^ = 2 : P2(6.4) x 62 =
y,=l y2=4

Si: d = (x2 - x,)2 + (2 -y , )'

_ (6 - 2)2 + (4 - 1)2 = VI-2-5 = 5

b)
Si:Pl(-2.0)=* x, =-2 P2(0.-1) x2 =0

y1 =.0 Y2= -1

Si: d = (x2 - x1)2 + (y2 _ y,) 2

(0 - (-2)]2 + [_1 - 012 = F S = 2.23

._ ...t... .... ..... .... . ..

q=; Demostrar que el Triángulo entre los puntos A(1,2): 8(4,3): C(3,0) es Isósceles

Para la demostración será suficiente con verificar que dos de los lados del Triángulo son de la misma
longitud. Tomando a cualquiera de los puntos (A. 8 o C) como PI o P2, la distancia entre puntos será:

d = (X2 -x1)2 +
(y2 _ y,)2

A(1,2) -. B(4, 3) dA8 = (4 - I ) 2 + (3 -2)2 = I 0

8(4.3). C(3,0) d8C = (3 - 4)2 + (0 - 3) 2 = I O

C(3.0) A( l.2) dcA = (1 - 3)2 + (2 -0)2 = Y°

...........2t.....^. IZssZ ............

PUNTO DE DIVISIÓN

El Punto de División P(x.y): que divide al Segmento comprendido entre los puntos : P 1(x,.y,); P2(x2.y2) en
determinada relación r, se calcula por:

Si la relación de Segmentos es: r = P, P

^i v

P P2

Por Triángulos Semejantes se verifica que:

r

r=

P, P PI D x, - x x, + rx2
x =

PP2 PB x-x2 1 +r

P1P DP Y, -Y

P P2 B P2 y - y2

y,+ry2
r

........ ................:.......4..... .. ..... ....... .;....... .
P2` . ... ... ... ... ....

.._ ... ... . 4tY.. .. .. . .. .. ...

ÍgfRFU
'2

J

Y
..............................................................

P

...... ................

P2

..................... :B

P1 ............ D

X

L I.-.3 En el Segmento entre los puntos Pl (2.I); P2(1 0.5): el punto que lo divide en relación: r = I : se llama
Punto medio P(x.y) (Queda situado en la mitad)

z, + rx2 2 + 1.10
x 6

I * r 1 + 1

Y, ry2 I + 1 5

1 r 1 + I
=3

x=

2

El Punto medio o Punto con relación r = I es (6.3)

4

2

Y . ............. ....

.:..P.2
P

HIHI:
P1

.......... ......................... ...- ....................
X

4 6 8 10
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La Recta es el Lugar Geométrico de puntos, que satisfacen a una Ecuación Lineal con dos variables de la forma:

{^ ► ^ 'VII

Son características de una Recta:

L: Es el Símbolo de la Recta

PENDIENTE: Es la Tangente del ángulo de inclina-
ción de la Recta : m = Tan 8

ABSCISA AL ORIGEN: Segmento x'O (a)

ORDENADA Al ORIGEN: Segmento y'0 (b)

Lo, puntos: P(x.y): P ,(x,,y;) están sobre la Recta.

ECUACIONES DE LA RECTA

De acuerdo a las características de la Recta, sus principales Ecuaciones son:

EC. GENERAL Ax + By + C = o A. B. C son constantes

EC. PUNTO-PENDIENTE y - y, = m (x - x,) m es la pendiente (x,,y,) es punto conocido

EC. PENDIENTE-ORDENADA y = mx + b m es la pendiente b es la Ordenada al Origen

EC. CARTESIANA y y, = Y2 - Y1
O DE DOS PUNTOS x - x1

r

x2 -
x1

EC. REDUCIDA x Y
0 ABSCISA-ORDENADA

=
a b

Dos puntos conocidos son: (x,,y,): (x2.y2)

a, b son la Abscisa y Ordenada al Origen.

Según se aprecia son suficientes dos datos, para especificar a una Recta.

El 4-4 la Recta expresada en Forma General : 3x + 4y - 12 = 0 : se la escribe en otras Formas.

3x+4y-12 = 0

y = - 33 x+3
4

y-0 = - 3(x-4)
4

Si: 3x + 4y = 12

X + Y = 1
4 3

Si: m = - 3
4

Procediendo algebraicamente a partir
de la Recta dada en Forma General

Forma Pendiente - Ordenada , despejan-
doy (m= -3/4: b=3)

Forma Punto - Pendiente (x,.y,) = (4.0)

Dividiendo todo entre 12 , ordenando
se logra la Forma Reducida (a = 4
b = 3)

Tan0 3
4

Arctan(- 3
4

-36.87° = 143.13°

i.......<........ . ....... ......

Para calcular el ángulo de inclinación. 8 de la Recta . respecto
al Eje positivo de las Abscisas: X

Considerando que: m = Tan 8. despejando e

El ángulo que se obtiene es: -36.87° . sin embargo su Com-
plemento es: 8 = 143.13°

Otras formas de Ecuación de Recta son la ECUACIÓN NORMAL y la VECTORIAL (Ver Pág 98 y Cap. Ili-10)
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Graficar la Recta de Ecuación: 2x + y - 6 = 0

La gráfica se obtiene fácilmente a partir de
una tabla:

Si: 2x+y-6 = 0

Despejando : y = 6 - 2x

Para conformar la tabla, se asignan valores
en: x, para así hallar: y

x

6
4
2

luego reuniendo todos los puntos, se obtiene la gráfica
requerida . En la práctica se precisan de solo dos puntos, para
obtener la gráfica de una Recta.

4-3` Determinar si los puntos: Pl (4,3): P2(2.5): pertenecen a la Recta : x - 2y + 2

Para saber si un punto pertenece a una Recta, se reempla
za tal punto en la Ecuación, observando si la Ecuación se
cumple.

x - 2y + 2 = 0 En la Ecuación de Recta:
4 - 2.3 + 2 = 0 Reemplazando PI (4,3). se apre-

0 = 0 cia que la ecuación se cumple.

2-2.5+2=0 Luego reemplazando P2(2,5), la
Ecuación no se cumple

-6 • 0
.

Por tanto PI pertenece a la Recta (Ya que satisface su
Ecuación): P2 no pertenece a la Recta (No satisface su
Ecuación)

4-4 Hallar la Intersección entre las Rectas : L I : 2x + 3y - 17 = 0

El lugar Geométrico de las Intersección de dos Rectas es
un punto.

Este punto se halla resolviendo el Sistema de dos
Ecuaciones, con dos Incógnitas , que conforman las dos
Ecuaciones de Recta.

2x+3y-17=0 x=4
3x-Sy+ 3 =0 b y=3

Por tanto el Punto de Intersección es P(4 . 3): que
satisface a ambas Ecuaciones de Recta.

=0

... .. ...... ... ..

4-. Hallar los Puntos de Intersección con los Ejes Coordenados de la Recta L: x + 2y - 6 = 0

Para hallar las intersecciones con los Ejes : X. Y se asignan valores de la siguiente manera:

Intersección con el Eje Y. haciendo: x = 0
Si: x•2y-6 = 0 =e 0+2y-6 = 0

Punto de Intersección: (0.3)

Intersección con el Eje X. haciendo: y = 0

M> y=3 Y
^

Si. x=2y-6 = 0 - x•20-6 = 0 » x = 6

Punto de Intersección: (6.0)

Se aplica el mismo procedimiento indicado en el Cap 11-5.
para hallar Intersecciones con Ejes Coordenados.

.. ... ..... ... . ..........._..4
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Z Hallar las Ecuaciones Generales de las Rectas , que poseen las siguientes características:

a) Pendiente : m = 1/2 :Ordenada al Origen: b = 1
i...... ....

y
....... ....... ....... ....... ....... .4

Usando la Ecuación de Pendiente.Ordenada al Origen (Ya
que se dispone de esos datos)

...

y =mx+b

y = 1 x + l
2

Reemplazando datos: m = 1/2: b = 1

Así se logra la Recta en su forma de

1 Ecuación General.

2 La gráfica se obtiene por una tabla.

b) Pendiente : m = 2: Pasa por el punto Pl (3.1)

Usando la Ecuación de Punto - Pendiente

y -Y, =m (x -x')

y 1 =2(x-3)

2x - y - 5 = 0

Reemplazando datos:
m = 2; PI(3.1)

Ordenando se llega a
la forma de Ecuación
General de Recta.

. ..... ;.................. ..................
.t

c) Pasa por dos puntos: Pl (0,1): P2(3.2)

Usando la Ecuación Cartesiana o de Dos puntos

y2 - yi

x2 -xl Reemplazando datos:
P I (0 1): P2 (3 2)

2 - 1
,,

3 -0
Simplificando y ordenando se
llega ala Ecuación General.

d) Intersecta a la Abscisa y Ordenada en: 5: 4 respectivamente.

Por la Ecuación Reducida o de Abscisa - Ordenada

x + Y
a b

x
+ Y = 1

5 4
4x+5y-20 = 0

Reemplazando datos:
a = 5 : b = 4 , son los valores de
intersección con los Ejes coordena-
dos.

Ecuación General.

Y

2 .. _ .. .. ..... ... ..... ..

X
4 b

r yEIIIIIII1II1IIIIII1IIIIII1IIIII I1IIIIIiIIII I II

e) Su Ordenada al Origen es 3 : pasa por PI (4.1)

Si la Recta posee Ordenada al Origen: b = 3 puede suponerse que pasa por el punto: (0.3)

y -y, y2 - y, Como además se sabe que la
PRecta pasa por l (4,l) se

x -x1 x2 -x1 puede usar la Ecuación de los
y - I 3 - 1 Dos puntos:

x-4 0 -4 Reemplazando datos:

y-I _1 PI (4,I): P2(0.3)

x-4 2 Simplificando y ordenando

x-2y-6 =0 Ecuación General.

..........Tjr .. .. .. ...... .. ..... . .. .. ... ..... ... ..... .

.:........... ......... ........ ....... ....... ....... ......
P2:

L

ti
U
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La Pendiente de una Recta, simbolizada por m : es la Tangente de su ángulo de inclinación, respecto al Semieje
positivo de las Abscisas.

1

De acuerdo a la gráfica se define: m = Tan 8 , Por otro lado, partiendo de la Forma General de Ecuación de
Recta:

Ax+By+C=O

A Cy = --x
- Á8

y =mx+b

m =-A = Tan6
8

Ei 4-5

Despejando: y

Comparando con la Ecuación de
la forma de Punto-Pendiente.

Entonces es posible conocer la
pendiente de la Recta como el
coeficiente de: x. cuando y está
despejado.

Hallar la pendiente y el ángulo de inclinación de la Recta :,2x - 3y - 2 = 0

De: 2x - 3y - 2 = 0

2 2 2
y = -x - - m
3 3

3

De: Tan 6 = m 8 = Arctan m

8 = Arctan ? = 33.39°
3

Despejando y en la Ecuación e Recta, así el coefi-
ciente de x, se constituye en la pendiente.

Para calcular el ángulo se emplea la definición de
pendiente . luego despejando el ángulo 8.

Z I Hallar la Ecuación de la Recta, que pasa por el punto: PI (2,1) con un ángulo de inclinación de 60°

Considerando que la pendiente es la Tangente del ángulo

de inclinación.

Si.- 6 = 60° . m = Tan 6 = Tan 60° = 1.73

Utilizando la Ecuación del Punto- Pendiente:
Y -y, = m(x -x1)

y - 1 = 1.73(x - 2)

1.73x-y-2.46 = 0

Y.......................: ..................:......^

P1:

ÁNGULO ENTRE RECTAS

S i : m,, M2 son las pendientes de las Rectas : L1 . L2: El ángulo o, entre ambas Rectas, se calcula por:

4) = Arctan
m, -M 2

1+m,m2

De acuerdo a la gráfica adjunta. se verifican las relaciones:

Tana = m,
Tin o = Tan(a - R) : Tan o =m 2

Tan a - Tan R m, - m2
Ta n 4) _ _

1 - Tcr,aTan 0

a 0 = Arc'cr
m, - m2

1 + m, m2

1 + m, m2

Por la fórmula
de la tangente
de una resta de ángulos.
reemplazando y
despejando o.

X
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E¡ 4-6 Se halla el ángulo entre las Rectas L I : 2x - y - 3 = 0 ; L2 : x - 3y + 1

Se determinan las pendientes de las Rectas y se aplican
las correspondientes Fórmulas:

LI: 2x-y-3 = 0 y = 2x-3 m, = 2

1 1
L2:x-3y+I =0 - y=- x+ - m

3 3 2 3
- m 2 - I/3

m
2 = Arctan = Arctan 1 = 45°= Arctan '

1
+m1m2

I +2.1/3

=0

19,1140 1,11,11 AO 1.00IMO11
Dos Rectas son Paralelas, cuando sus ángulos de inclinación son iguales entre si, esto significa que también
serán iguales pus pendientes entre sí.

Et 4-7 Las Rectas: LI. L2 son Paralelas

L I : 2x - y - 1 = 0 : L2: 4x - 2y - 1 I = 0

Para verificar. se determinan sus pendientes

LI: 2x-y- 1 = 0 y = 2x- 1 m, = 2

L2: 4x-2y-7 = 0 y = 2x- 7 m2
2

Como : m, = m, , entonces las Rectas son Paralelas.

12 ;1 : ........... ....... ...

s....-2 .........f ......... ....^

Dos Rectas son Perpendiculares , cuando sus ángulos de inclinación comprenden entre sí un ángulo de 90°.
entonces por el Cap. IV- 7 se tiene:

Tan (p = m' - m2 Si: 4 = 90° Tan 90° _

1 +m1 m2
m1 -m2

o* = 1+ m ' m 2 = 0 m'
1 + m 1 m2 m2

Por tanto si las Rectas poseen pen-
dientes que cumplan con:
mi _ - 1/m2 ; son Rectas Per-

pendiculares entre sí.

LL =8 Las Rectas L I , L2 son Perpendiculares L I : x + 3y - 9 = 0 : L2: 3x - y - 7 = 0

Para verificar , se determinan sus pendientes:

LI: x+3y-9 = 0 y = - x+3 m, _ - 1
3 3

L2:3x-y-7=0 = y= 3x-7 m2=3

Se cumple con : m, = 1/m2 Por tanto son Perpendiculares.

4_g De la Recta: x - 2y = I Hallar su Paralela por PI (2,2). su Perpendicular por P2(6.5)

- I = 0 y = x- m= I ^.....L : x - 2 y
2 2 2

La Recta Paralela con: m 1 = m = 1 /2

y -y, = mr(x-x1) y-2 = 2(x- 2) -> x-2y =-2

La Recta Perpendicular con m ' = - ¡/m = - 2

y-y2 =ml(x-x2) - y-S = -2(x-6) 2x+y = 17

4

2

2
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DISTANCIA DE PUNTO -A RECTA

La Distancia entre el punto Pe (x. y) a la Recta : Ax + By + C = 0, se determina por:

li3 `II Í.

El Valor Absoluto de la expresión de distancia , hace que se calcule la distancia , solo como positiva . (Ver demos-
tración en III-10). La Mínima distancia de un punto a una Recta sigue una trayectoria perpend icular a la Recta.

Ej 4-9 Se calcula la mínima distancia entre el punto Pe(5.3)
ala Recta L: 3x + 4y - 12 = 0

d=
A x + BY, + C

Az+B2
=3

Se toma: A = 3, B = 4, C =-l2, xc = 5 y, = 3

.41y---- - ------

4-9 Entre: L I : 3x - 2y + 3 = 0 : L2: x - 3y + 4 = 0 calcular cuál es la Recta más cercana al punto Pe(5.6)

Distancias de Pe(5,6) a L1 . L2

di _

d2 =

Az,+By,+C

AZ + B2

Ax,+By,+C

Az +82

3.5 -2-6 + 3

32 + (-2)z

1.5 - 3.6 + 4

I2 + (-3)z

Se calculan las distancias del punto a cada Recta, para luego
comparar. Por tanto L I está más cerca de Pe.

pe:
------ -------- ------ - ..................

Z t ..... ..... ......

X
A. . 4 . . 8

f _o 1 Entre las Rectas Paralelas : L1 : 3x + 4y - 12 = 0; L2: 6x + 8y - 45 = 0: Hallar la Mínima distancia.

Para hallar la distancia entre Rectas Paralelas , se toma
un punto de una Recta. para hallar su distancia respec-
to a la otra Recta.
En L I : 3x +4y - 12 = 0 : Si: x = 0 y 3

Distancia de Pe(0,3) a L2: 6x + 8y - 45 = 0

d=
Ax, +By,+CI ,60 +8.3 - 45

á^^^' i r1...... ... .. ...

....Y....y.. y............. ......^.....1..... ^.....¡......

Hallar la distancia entre el Origen y la Recta L I : 3x + 5y - 15 = 0

El Origen de Coordenadas es el punto: (0.0)

d=
A2 + B2

Ax,+BY,+C

3.5 + 4.3 - 12

3z + 42

32 + 52

1.66

= 2.84

= 2.1

= 2.6

Una Fórmula general para determinar la
distancia de una Recta al Origen de d =
Coordenadas es:

3.0+5.0-15

C

A2 +a2

- 'Y . . ..... . ... .. .. ... .

4 ___ .......................... .
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Cuando interesad etermin a r si un punto es encima o por debajo de la Recta, deberá
calcularse:

Ax, + By, +C
d

A2 2

Si la distancia d es positiva, el pun:o Pe(xC.yJ estará encima de la Recta. Si la distancia d es negativa, el
punto Pe(xe,ye) estará debajo de la Recta.

El signo a tomarse de la raíz. debe ser contrario al signo de: C

Ei 4-10 Distancia entre la Recta L: x - 2y + 4 = 0 Hasta Pe(5,1)

d Axe+By,+C = 1.5+(-2)1 +4 -3.13

A2+B2 12+(-2)2

Como la distancia es negativa . el punto Pe( 5,1) está
debajo de la Recta L. De la raíz se toma el signo negati-
va, porque C es positivo.

. ......:.......:....... ..----- ---.....

Pe

4=12 Con Pe(2,5): L: x - 3y + 3 = 0: determinar : a) Pe está encima o debajo L
b) La distancia de P, a L
c) El punto P , de L que determina la distancia d

a) La ubicación de P, respecto a L

b)

Axe+By`+C = 1.2-3.5+3
d = =3.16

.± A2+B2 - 1+(-3)2

La distancia es positiva, por tanto el punto Pe(2,5)
está encima de la Recta: L

La distancia de Pe a L es la calculada anteriormente
en Valor Absoluto d = 13.161 = 3.16

c) La distancia antes calculada posee una trayectoria perpendicular a L; entonces determinando una Recta
perpendicular a: L (Ver IV- 8); que pase por Pe(2.5)

Si: x-3y+3 = 0 y - x+ 1 m I ml =- L =-3
11 3 3 m

Si: y - y, = mxe) - y-5 =-3(x-2) LI: 3x+y-11 =0

Usando la Ecuación del Punto-pendiente, para L1 .

L: x-3y+3 =
0 x= 3 P(32)

LI:3x+y- 11 =0 '* y=2

Despejando en la Rec-
ta: L. se obtiene su
pendiente y su pen-
diente perpendicular.

Intersectando la Recta dada: L con su Recta
perpendicular: L I

4-13 Hallar las Ecuaciones de las Bisectrices a: 2x -5y + 5 = 0 ; 5x - 2y - 19 = 0

Una Bisectriz entre dos Rectas, tendrá puntos situados a la misma distancia de las dos Rectas; Si P(x.y)
pertenece a la Recta Bisectriz sus distancias a L I , L2 serán:

De P(x.y) a L¡ d = 2x-Sy+5
2x - 5y + 5 = 0 29

De P(x,y) a L2 Sx-2y- 19
d =2

Sx - 2y - 19 =0 29

dSi d
2x - 5y + 5 = 5x - 2y - 19

2, =:
29 29

Igualando las distancias y simplificando. De acuerdo
a los signos de las raíces . las bise_:rices son:

L9i x - y - 8 =0 . Lag: x-y-2 =0



y

ECUACIÓN NORMAL DE LA RECTA

La Ecuación Normal de la Recta es: x Cos w + y Sen w = p

p es la distancia de la Recta al Origen, w es el ángulo de esa distancia al Origen

Si: Ax+By+C =0

Ax+By= -C

A B -C
x + y =

Az+Bz Az+Bz Az+Bz

-C
Az+Bz Az+Bz Az+Bz

Cosw= :Senw= B :p

Ei 4-1 1 Se escribe en forma Normal , la Ecuación de la Recta : 3x + 4y - 24 = 0

Si: 3x+4y-24=0 A=3.8=24 :C=-24
3x + 4y = 24

3 4 _ 24

5x + 5y 5

Az +B1 = 3 +4z = 5

Cos w = 5 . w = Arccos 5 = 53.13 ° : p = 24 = 4.8

Escribir en Forma general, la Ecuación Normal de Recta : x Cos 60° + y Sen 60° = 6

Para llevar a la Forma General , será suficiente
con calcular las Funciones trigonométricas , indica
das en la Forma Normal
x Cos 60° + y Sen 60° = 6

x•0.5 + y• 0.866 = 6

0.5 x+0.866y-6 =0

-A =0.5;B =0.866;C=-6

4=15 traficar las Rectas L I : y - 2 = 0 : L2: 2x - 6 = 0

Para graficar L I : y - 2 = 0 : se observa que la Ecuación
es independiente de la variable x, por tanto es paralela
al Eje X.

Si LI: y•2=0 -* y=2

Su pendiente: m = 0 . Ángulo de inclinación:
8 = Arctan 0 = 0°
Las Rectas de la forma: y = b : son Rectas paralelas al
Eje X (Rectas Horizontales) ; Pendiente: m = 0

Para graficar L2: 2x . 6 = 0; se observa que la Ecuación es
independiente de la variable y ; por tanto es paralela al Eje Y

Si L2. 2x • 6 = 0 - x = 3 Su pendiente es: m = 1
0

Su ángulo de inclinación 8 = Arctan - = 90°

En general, se concluye que las Rectas de la forma x = a:
sor. Rectas paralelas al Eje Y (Rectas Verticales) de
per.diente m = _

..2

P 4:8.....:...

3.1

........ .... .

17 w

4

2

X.. .. ..

L1

......:. . ... ....... ........ .. ... .. ...... ... ..

....4^...y ..............

=_

4
X.

6

:....................

L2

3

3

1.1
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PROBLEMAS DIVERSOS DE LA RECTA

4'=16 Hallar las Ecuaciones de los lados del Triángulo ubicado entre los puntos: A(2.0): B(8.2): C(4.6);
Hallar luego el Baricentro, Ortocentro e Incentro.

1 r1 _ A

C(4.6) x- 2 4 -2
B(82) y-2 6-2

Y -Y,

x - x1

- y]
Ecuaciones de los la-

= y2 y' dos, por la Ecuación
x2 - x1 de Dos puntos:

A(2.0) L y-0 - 2 -0
x -3y-2 = 0

B(8,2) AB
.
' x - 2 8 -2

A(2,0) LAC: y-0 _ 6-0 3x-
Y 6 =0

c(4.0) x-8 4-8

El Baricentro es el Punto de Intersección de las Medianas, cuyas Ecuaciones se determinan

obtienen: LM2.. LM3

Punto medio de dos Vértices y el Vértice Opuesto.

El Punto medio entre los Vértices: A. Bes: PAB (5 . l). Entre

este Punto medio y el Vértice opuesto C(4,6), se halla la
Ecuación de LM, entre dos puntos . Similarmente se

-2-...'....

entre un

En la intersección de dos de las Medianas está el Baricentro. LM,: Sx + y - 26 = 0 x = 14/3

este punto se halla resolviendo el Sistema : LMZ: x + 5y - 18 0 y = 8/3

y-1 6-1

x-5 4-5
Sx+y-26 = 0

LM2: x + 5y - 18 = 0 ; LM3: x - y - 2 = 0

LMi:

Si: LAB: x-3y-2 = 0 m = ml =-3
3

El Vértice opuesto es C(4. 6). para la Recta Perpendicular
a: LAB se usa la Ecuación de Punto - Pendiente

y - y = m1(x-x0) : m =-3 : P0(4,6)

y - 6 = - 3(x - 4) LH,: 3x +y = 18

Similarmente LH2: x + 3y = 14 : LH2: x ~y = 2

El Ortocentro es el Punto de intersección de las Alturas, éstas
Perpendicular a un lado, que pase por el Vértice Opuesto.

se determinan usando una Recta

Intersectando entre dos de las Alturas , se obtiene el Orto- LHr: 3x+y-18=0 x = 5
centro. x+3y- 14 = 0LMZ: y = 3

Usando la Ecuación de distan-
cia de punto a Recta.

El Incentro es Punto de intersección de las Bisectrices , las que se determinan con el concepto de que se
encuentran a igual distancia de sus lados (Ver P-4-13)

Entre: -3y-2 =

LA8' LAC
Y'' -(-3 )2

Entre: Ix-3y-2

LA8' Lec 12 + (-3)z

Entre: 3x -Iy -6 _

LAC , Lec 32 ( -I)z

o 0
d =

A2 +

3x- Iy-6 ' L
83

32 + (- I )z

Ix+ly-10

Iz+12

Ix+ ly - 10

Ax + By + C

L82

Lag
- Iz + Iz

82

El Punto de intersección entre dos de las Rectas
Bisectrices es el Incentro : x = 4.76: y = 2 75
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Hallar la Ecuación de Recta, que pasa por el punto P0(2.3): formando un Triángulo de Área 12. con los
Ejes Coordenados del Primer Cuadrante.

Se trata de hallar los valores a, b (Ver la gráfica) para
obtener la Ecuación Reducida de la Recta:

x + y = I Área del Triangulo: A = ab = 12
a b 2
El punto P0(2.3) pertenece a la Recta, satisface su E-
cuación, usando la Ecuación de Área, se obtiene un
Sistema de dos Ecuaciones cuyas incógnitas son: a, b

2 + 3 = I : ab = 12
a b 2

x + Y
4 6

a =4;b = 6 3x +2y- 12 =0

Hallar el Área del Triángulo entre L I : x - 3y + 5 = 0 : L2: 2x - y = 0 ; L3: x + 2y - 15 = 0

Se determinan los Puntos de Intersección o Vértices del
Triángulo entre las Rectas:

LI: x-3y+5 = 0 x = 1
L2: 2x-y = 0 y = 2

LI: x - 3y + 5 =0 x = 7
L3: x+2y- 15 = 0 y = 4

L2: 2x-y =0 x = 3
L3: x+2y- IS = 0 y = 6

1
x1 y¡ 1 1 11 2A= X2 Y211=174

2
x3 Y3 I 3 6

Pl (1,2)

P2(7,4)

P3(3,6)

1

1 = 10
I

El Área del Triángulo , ubicado entre tres pun-
tos: PI (x,.y,): P2 (x2.y2): P3(x3 .y3) . se halla a

través de un Determinante (Ver P-3-6)

Dado el punto P0(7,5) que pertenece a la Recta L : 3x + 4y - 41
L. que diste 5 unidades de Po

Armando un Sistema de dos Ecuaciones con dos Incógni-
tas. entre la Ecuación de distancia entre dos puntos y
Ecuación de Recta L
Distancia de P(x.y) a P0(7.5): d = 5

d (x-7)I+(y5)2=5 x = 11 - y=2
L 3x+4y-41 =0 x=3 y=8

Por tanto se obtienen 2 puntos: ( 1 1.2): (3.8) simétrica-
mente distanciados de Po en 5 unidades.

Hallar el valor del Parámetro: k de manera que' la Recta: 2x + 3y + k = 0. forme con los Ejes
Coordenados un Triángulo de Área 12. en el 1" Cuadrante.

2x + 3y + k = 0 Llevando la Ecuación de Recta a su
x y Forma Reducida : Trasladando k al

k k

2 3

segundo miembro, dividiendo lue-
go toda la Ecuación entre: k

Entonces por la Fórmula de Área de Triángulos:
2

A = _ab = ! k)(- k) = = 12 -, k = - 12
2 2 2 3 12

Se toma: k = -12 , para que el Triángulo quede en el 1 ° Cuadrante.

100-

= 0 :hallar otro punto P sobre la Recta

.. .... ..... ............. .. .. ... ..........

3
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Los puntos: PI (1,5) ; P2(7,3) son Vértices opuestos de un cuadrado. hallar los restantes Vértices.

Se halla la longitud y Punto medio entre Pl, P2

d = (x2 - x1)2 + (y2 - y1)2 = (7 - 1)2 + (3 - 5)2 = 40 -6

una Recta Perpendicular, usando la Ecuación de Recta en
su forma de Punto Pendiente:

..4

..2

b

Usando: m1 = 3 y el Punto medio (4.4). se determina y - ya = m1-(x - x^

2 2 2 2

De la pendiente: m, su Perpendicular es: ml

m = y2 y'
= 3 - S =- 1

mi =- _ = 3
x2-x1 7-1 3 m

Si una Diagonal está entre PI, P2: la otra Diagonal
estará sobre una Recta perpendicular, pasando por el
Punto medio entre PI. P2

x=x1+x2= 1 +7=4: Y=Y' +y2=5+3=4

y-4 = 3(x-4)

4

3x - y - 8 = 0

Se determinan luego dos puntos simétricos a partir del Punto medio y ubicados
mitad de la Diagonal calculada (Ver P-4-19)

(x-4)2+(y- 4)2 = 40/2 x = 5 y = 7

3x-y -8 =0 x=3 y= 1

a una distancia de la

Por tanto, los restantes Vértices son:
(5.7):(3.1)

HAZ DE RECTAS

Para determinar una Recta , se precisan de al menos dos datos o características . Si solo se dispone de un dato.
se determinará un Haz de Rectas , o Familia de Rectas , las que entre sí presentan un dato o característica común.

E 4-112 y=2x+c

Es una Familia de Rectas , que tienen por dato común
su pendiente. (m = 2)

Las Rectas toman valores diferentes de Ordenada al
Origen (c)

E' -13 y=cx+3

Es una Familia de Rectas, que tienen por dato común.
su Ordenada al Origen (b = 3)

Las Rectas pueden tomar valores diferentes de pen-
diente (c)

4-22 Hallar las Ecuaciones de la Familia de Rectas (O Haz de Rectas), paralelas a la Recta: 3x + 4y - 12 = 0.
que disten : c unidades de ella.

De la distancia de Punto a Recta : (IV-9)

Axe + BY, + C
d=

A2 + B 2

c -

Tomando: (xyj _ (x.y) un pun-
to cualquiera, considerando que
la distancia es: d = c

3x+4Y-12 3x+4Y-12

32 + 42 ±5

3x+4y-12$Sc=O

Por tanto la Fami
Iia de Rectas se
expresa en térmi-
nos de c.

:...... .. ..... ..-...... ........ ............... ...............
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El Lugar Geométrico de puntos, cuya relación de distancias a un punto y a una Recta fijos es constante, recibe
el nombre de Sección Cónica. El nombre de Cónica proviene del hechó de que ésta puede obtenerse
intersectando un Plano con un Cono. La Ecuación General de una Cónica es:

i. ►
A su vez las distintas Secciones Cónicas son:

W11 , ' 1 1. !É^, ii
I

LA CIRCUNFERENCIA

Lugar Geométrico de puntos, cuya distancia a un punto es constante.

Un Plano paralelo a la base de un Cono Circular Recto, al cortar a éste
determina una Circunferencia.

En la Ecuación General, se debe cumplir: C = 0: A = B : A • 0 : B :0

,

LA PARÁBOLA J

Es el Lugar Geométrico de puntos cuyas distancias a un punto y una Recta
son iguales.

Un Plano perpendicular a la Generatriz del Cono Circular Recto, corta a
este en una Parábola.

En la Ecuación General se debe cumplir:
C=O :A •0: B=0(fambién ; A=O;B•0)

LA ELIPSE

Es el lugar Geométrico de puntos , cuya suma de distancias a dos puntos
es constante.

Un Plano que corta lateralmente a un Cono Circular Recto, determina
en este a una Elipse.

En la Ecuación General se debe cumplir: C = 0 :A • 0 : B • 0 : A • 8
Los signos de A : B deben ser iguales.

LA HIPÉRBOLA

Es el Lugar Geométrico de puntos, cuya diferencia de distancias a dos
puntos es constante.

Un Plano que corta longitudinalmente a un Cono Circular Recto
Completo. sin pasar por su Vértice (V) corta a éste en una Hipérbola.

En la Ecuación General se debe cumplir:
C = 0 : A * 0 : 8 • 0 : los signos de A : B deben ser distintos.

Mediante traslaciones o Rotaciones de Ejes Coordenados. se logran otras
Formas de Cónicas donde: C o 0

E¡g_I En las siguientes Ecuaciones, indicar de que Cónicas se trata:

3x2•3y2-12x-18y-6 =0

5x`•2y2-IOx-8y-21 =0

9x 2 • 36x - 18y - 42 = 0

3x2 -6y2-18x-24y-12 = 0

5x' - 5y 2 - 20x - 25y - 10 = 0

52x - 36,v - 236 = 0

A = B = 3 : Es una Circunferencia

A = 5 : 8 = 2 A • 8 Signos iguales. Elipse

A = 9 : B = 0 : Parábola

A = 3 . B = •6 . Signos diferentes. Hipérbola

A = 5 8 = -5 . Signos diferentes. Hipérbola

A = 8 = 0 . Recta (Ecuación lineal)
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La Circunferencia es el Lugar Geométrico de puntos (x,y): cuya distancia a un punto fijo (Centro) es constante,
esa distancia se llama Radio (R)

Son características de una Circunferencia:

CENTRO Es el punto C(h,k)

RADIO Es la distancia desde cualquier punto (x.y) hacia el
Centro (h.k)

La distancia de un punto (x,y) al Centro (h.k) se calcula por:

d = (x - h)2 + (y 7k7 Distancia que se llamará Radio.

ECUACIONES DE LA CIRCUNFERENCIA

De acuerdo a.la definición y características antes indicadas , las Ecuaciones de la Circunferencia son:

EC. DE CIRCUNFERENCIA CON CENTRO C(h,k)

Tomando la distancia entre P(x.y) a C(h,k) (x - h)2 + (y - k)2 = R

EC. DE CIRCUNFERENCIA CON CENTRO EN EL ORIGEN

Tomando el Centro: C(h,k) _ (0.0) (Origen)

EC. GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA

Desarrollando la 1 "'Ecuación

Donde: D = -2h : E _ -2k ; F = h2 +k2 -R2

x2 + y2 = R2

+Dx+Ey+F=O

EL - 15 Hallar la Ecuación de la Circunferencia de Diámetro: 4. Centro en el Origen

Considerando que todo Diámetro es el doble en longitud y
y ......que su Radio. ............. .. ............. .i.......

D=2R=4 = R=2

Usando la Ecuación de Circunferencia, Centro en el Origen: X

x2 + y2 = R2 x2 + y2 = 22

4-23 Hallar la Ecuación ( Forma general) y gráfica de la Circunferencia de Radio 3. Centro en (S.2)

Usando la Ecuación de Circunferencia de Centro en
(h k) reemplazando los datos de C(5 21: R = 3 T'7"''"""°""'""'"°r"" """

7 n2 i_. rN2 i .. 2 ,2

Desarrollando, se obtiene la Ecuación General

x2-IOx+25+y2-4y+4 = 9

X +y +( -10)x + (4)y2 2 _ + 20
= 0 ......f .............: ....:.......:.......:................o..... t:....

Comparando con: x2 + y2 + Dx + Ey + F = 0
j.............: .... ........

Por tanto D=-10:t=-4: r=/u.
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424 Hallar la Ecuación y gráfica de la Circunferencia, que

La distancia entre los puntos PI . P2: determinará el
Diámetro de la Circunferencia, la mitad de tal
Diámetro es el Radio.

D = (x2 - x1)2 + (yZ - yi)2 = (7 - 1)2 + (-2 - 6)2

= 10 2R = 10 R = 5

El Punto medio entre PI. P2 es el Centro:

posee un Diámetro entre: PI (1,6); P2(7,-2)

..... lx. ..........................

x=xi +x2

= 1+7 =4: y =y1 + y2 = 6-2 2

2 2 2 2

Luego C(h,k) = (4.2) Reemplazando en la Ecua-
ción de Circunferencia con Centro en (h.k)

(x - h)2 + (y - k)2 = R 2 (x - 4)2 + (y - 2)2 = 52

c) Si:

Ei 4-16 Se completan cuadrados en: a) x2 + bx : b) x2 +:6x : c) x2 - 7x

Completar Cuadrados, es el procedimiento algebraico, que procura presentar a una Expresión algebraica,
como un Binomio al cuadrado, bajo los siguientes pasos:

a) Si: x2 + bx

b
(x + -)2 2b )2

Considerando que la variable es: x. el coeficiente lineal es: b

Se forma un binomio al cuadrado, tomando a la variable con la mitad del
coeficiente lineal (b/2). restando luego el cuadrado de esa mitad.

b) Si: x 2 + 6x

6
(x + 2)2 - (6)2

2

(x+3)2 - 9

x2=7x
72 72

(x - Z) 2

7 2 49

(x 2) 4

^.:. ..........

Note que siempre se resta el cuadra
do de la mitad, así sea que dentro del
Binomio haya suma o resta.

Desarrollando los cuadrados y simpli-
ficando, las Expresiones vuelven a su
forma original.

Si bien existen otros métodos para Completar cuadrados , el método indicado es el más práctico.

En las Cónicas de Geometría Analítica . éste es el método que se aplicará.

Ei 4-17 Se calcula el Centro y Radio de la Circunferencia: x 2 +Y2 - 8x - 4y - 5 = 0

La Ecuación de Circunferencia está en su Forma general, para determinar su Centro y su Radio es
preciso Completar cuadrados, para sus dos variables: x. y llevando así la Ecuación a la Forma de Centro
en el punto: (h,k)

Si: x2+y-`-8x-4y-5 = 0

x2-8x +y2-4y = 5

(x - 4)2 - 42 + (y - 2)2 - 22 = 5

(x - 4)2 + (y - 2)2 = 25

(x - 4)2 + (y - 2)2 = 52

(x - h)2 + (y - k)2 = R 2

h= 4 : k = 2: R= 5

Ecuación original, Forma General

Ordenando Términos. para: x, y

Completando cuadrados. para cada una de las Variables.

Reordenando y llevando al 2dO miembro a los Términos
Independientes.

Expresando al cuadrado: 25 = 52

Comparando con la Ecuación General de Circunferencia

Así se obtiene que el Centro es (4.2): El Radio es 5
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4-25 traficar las Circunferencias: x 2 +Y2 - 6x + 2y - 6 = 0 ; x2 +y2 + 4x - 2y + 8 = 0

Si: x 2 + y2 - 6x + 2y - 6 = 0

X 2 - 6x + y 2+ 2y = 6

Para graficar se
debe Completar
cuadrados en las ecuaciones:

(x - 3) 2 - 32 + (y + 1)2 - 12 = 6

(x 3)2 + (y+1)2 = 16

(x - 3)2 + (y + I)2 = 42

Si: x2+y2 +4x-2y+8=0

x2 + 4x + y2 - 2y = -8

(x + 2)2 - 22 + (y - j)2 - 12 = -8

(x + 2)2 + (y I )2 = -3

4=26

4-2T

El Centro está en
C(3.- 1): El Radio
es: 4

No existe gráfica
de la segunda
Circun-ferencia,
porque ésta no
existe.

No se puede calcular el Radio, ya que ningún número
elevado al cuadrado determina -3

La suma de dos Expresiones al Cuadrado (Positivas siempre). siempre será positiva, no pueden
determinar un negativo (-3).

Hallar la Ecuación de la Circunferencia de Radio: R = 2: concéntrica a la Circunferencia de ecuación:
x2+y2 - IOx-6y+9 =0

Completando cuadrados , para hallar el Centro de la
Circunferencia dada.

Si: x2 + y2 - lOx - 6y + 9 = 0

x2 - IOx y2 - 6y =-9

(x - 5)2 - 52 + (y - 3)2 - 32 = -9

(x - 5)2 + (y - 3)2 = 52

El Centro está en: (5.3 ): la nueva Circunferencia, por
ser Concéntrica, tendrá el mismo Centro.

(x - h)2 + (y - k)2 = R 2 . (x - 5 ) 2 + (y - 3)2 = 22

......... . .....
RA, S.

Hallar la Ecuación de Circunferencia, con Centro en el Origen, que pasa por el punto P(8.6)

Como se conoce el Centro (0.0): el Radio puede
calcularse, reemplazando el punto dado: P(8,6) en
la Ecuación de Circunferencia, con Centro en el
Origen.

Debe notarse que al pasar la Circunferencia por el
punto P(8.6); su Ecuación debe satisfacerse en ese
punto.

El anterior problema se resuelve también aplicando
la Ecuación General de Circunferencia. cuando ésta

x2 + y2 = R2

P(8.6) 82 + 62 = R 2 R = 10

Luego la Ecuación de Circunferencia es:

x2 + y2 = 102

x2+y2 +F =0

82 62 + F = 0 F =-100

> x2+ y2- 100=0

- \:...... ^._ ...:.....1=;. ..1•.......... _i......;.....^

tiene Centro en el Origen. cuya forma es:

Reemplazando el punto, se conocerá F. así se obtiene la
Ecuación General de Esfera. Resultado que coincide con lo
anteriormente obtenido.
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22 Hallar la Ecuación de la Circunferencia que pasa por los puntos : Pl (4,6) ; P2(1.5) : P3(8,4)

Se usa la Ecuación General de Circunferencia:

x2
+y2 +Dx+Ey+F =O

Existirán tres Incógnitas (D, E. F); reemplazando los
puntos dados, se debe satisfacer la Ecuación

Pl(4.6) 42 + 62 + D•4 + E•6 + F = 0

P2(1.5) I2 + 52 + D-1 + E•5 + F = 0

P3(8.4) 82 + 42 + D•8 + E•4 + F = 0

4D+6E+F=-52 D=-8

D+SE+F=- 26 E=-2

8D+4E+F=-80 F=-8

Si: x2+y2+Dx+Ey+F = 0

x2+y2-8x-2y-8 = 0

x2-8x +y2-2y = 8

(x-2)2-42+ (y l)2-12 = 8

(x-4)2+(y- 1)2 = 52

Resolviendo
el Sistema de
Ecuaciones ....
planteado. ......,4}........

Completando Cuadrados en la Ecuación General de
Circunferencia , se tiene:

C(4.1) ;R= 5

1 4-29 Hallar la Ecuación de la Circunferencia con Centro en el punto (3,2), Tangente al Eje de Ordenadas.

Como la Circunferencia es Tangente al Eje de Ordenadas,
de Centro en: (3.2 ): Entonces el Radio es: 3

En la gráfica se aprecia que la Intersección entre la Circun-
ferencia y el Eje Y se verifica en un solo punto , por ello se
dice que es Tangente.

Utilizando la Ecuación con Centro en: (h.k)

(x -h)2 + (y-k)2 = R2 rs (x -3)2 + (y-2)2 = 32

Hallar la Ecuación de Circunferencia con Centro C(2. 1) : Tangente a la Recta de ecuación:
3x+4y-60=0

La distancia de la Recta al Centro , será el Radio
de la Circunferencia.

Por IV- 9 la distancia entre el punto Pe(x.,yj =
C(h.k) = C (2.I) a la Recta : 3x + 4y - 60 = 0 es:

d =
Ax,*By,*C

AZ+ B2

3.2 + 4.1 - 60

32 + 42

Luego el Radio es R = d = 10

Usando la Ecuación de Centro en (h.k)

(x - h)2 + (y - k)2 = R 2 aa (x - 2)2 + (y - 1)2 = 102

La Recta dada al ser Tangente a la Circunferencia (Intersectándola en un solo punto) determina que el

Radio entre el Centro hasta el Punto de Intersección (PI) es perpendicular a la Recta. por tanto se

constituirá en la trayectoria de la distancia mínima del Centro a la Recta.

Note que en la evaluación de la distancia se toma el Valor Absoluto.
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4-31 Hallar la Ecuación de Circunferencia, que circunscribe al Triángulo ubicado entre las Rectas:
LI: x-2y+9 = 0 : L2: 7x+y-42 = 0 ; L3: x+3y-6 = 0

Determinando los Vértices del Triángulo, que son
los Puntos de intersección de las Rectas:

L I f1 L2: x - 2y + 9 = 0

7x+y-42 = 0

LIf1L3: x-2y+9 = 0

x + 3y - 6 = 0

L2f1L3: 7x+y-42 = 0

7x+y-42 = 0

D = -4

E _ -6

F = -12

Otro modo de resolución es calculando el Ortocentro (Ver P-4-16)

rencia, usando su Forma General (Ver P-4-28)

x2 +y2 +Dx+Ey +F=O

r i l 7) 52 + 72 + D-5 + E-7 + F = 0

P2(-3,3) (-3)2 + ; + D(-3) + E•3 + F = 0

P3(6,0) 62 + 02 + D•6 + E•0 + F = 0

Los Vértices son: PI (5,7); P2(-3,3); P3(6.0)
Con tres puntos , se halla la Ecuación de Circunfe-

x2+y2-4x-6y- 12 = 0

Completando Cuadrados

(x - 2)2 + (y - 3)2 = 52

4=32 Hallar la Ecuación de la Circunferencia , inscrita en el Triángulo , ubicado entre las Rectas:
LI: 4x-3y+16 = 0 : L2: 3x+4y-38 = 0; L3: y+4 = 0

Las Rectas o lados del Triángulo serán Tangentes a la Circunferencia . El Radio es la distancia de
cualquiera de las Rectas al Centro.

Usando la Ecuación de distancia de la Recta:
Ax + By + C = 0 al punto: Pe(x,y,)

A X e + B y, + C

Az + B2

4h-3k+16LI: 4x-3y+16 = 0 d =

al Punto C(h.k) 42 + (3)2

d=L2: 3x + 4y - 38 = 0
al Punto C(h.k)

L3: y+4 = 0 d=

3h + 4k - 38

32 + 42

0•h + I-k - 38

al Punto C(h.k) -107+7

Igualando entre si las Expresiones de 4h - 3k + 16 = 3h + 4k - 38

distancia al Centro, resolviendo el -5 5 7h+k =22 h =3
Sistema : 4h - 3k + 16 k + 4 4h-8k = 4 k = l

S. -1

Conocido el Centro C(3.1 ): se halla el Radio, aplicando cualquiera de las Ecuaciones de distancia, luego
se reemplaza en la Ecuación de Circunferencia.

R =d _ 14h-3k+16 1 4.3-3•I+16
= 1 1 = 5 (x - 3)2 . (y - l)2 = 525 5

En las Expresiones de distancia. los signos de los radicales. se eligen de manera que indique si el punto
está encima e debajo de la Recta (Ver Pag 97). solo así se ubica el Centro (h,k) dentro del Triángulo

Otro modo de resolución consiste en hallar el Incentro del Triángulo (? 4 16) o Intersección de las
11.sectrices E.ncentro es el Centro de la Circunferencia
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Hallarla Ecuación General de Circunferencia, que pasa por los puntos (1,7). Su Centro está sobre
la Recta x + 3y - 13 = 0

La distancia del punto (x.y) que está sobre la Circun-
ferencia, al Centro (h.k) es el Radio R

d = (x-h)2 + (y-k)2 = R

Se conocen dos puntos sobre la Circunferencia: (8.6);
(1 , 7) reemplazando en (x,y) de la distancia:

(8 - h)2 + (6 - k)2 = R : (1 - h)2 + (7 - k) 2 = R

El Centro: (h.k) está sobre la Recta L por tanto satisfa-
ce su Ecuación, reemplazando:

L: x+3y- 13 = 0 h+3k- 13 = 0

Conformando ¡2n Sistema de
Ecuaciones y resolviendo.
Luego se reemplaza en la Ecua-
ción de Circunferencia de Cen-
tro en (h,k)

4y-7 =0:4x+3y-51 =0Hallar la Ecuación de Circunferencia Tangente a las Rectas: 3x
La Circunferencia, pasa por el punto P(- 1 .2)

La distancia del Centro
C(h,k) a las Rectas
Tangentes es el Radio
(Distancia de Recta a punto)

Axe+Bye+C
=R

A2+B2

Las Rectas son conocidas , reemplazando (xjj = (h.k)

3h-4k-7 4h+3k-51= R = R

+ 32 + (_4)2 ±F4 + 32

El punto dado P(- 1 .2) al estar sobre la Circunferencia,
satisface su Ecuación:

(x - h)2 + (y - k)2 = R 2 (- 1 - h)2 + (2 - k)2 = R 2

Formando un Sistema de Ecuaciones, resolviendo.

3h-4k-7

5
R

4h-3k-51 R

5

(-I-h)2+(2-k)2=R2

h 2;h538
25

k6k 234
25

R=5:R= 109
25

}P1

Al reemplazar
se obtienen
dos Circunfe-
rencias, la grá-
fica muestra
solo una de
ellas.

(x - h)2 + (y - k)2 = R 2.

(x - 2)2 + (y - 6)2 = 52

38 34
(x + 52 5 )2

+ (y
22 5 )2 = ( 1205

9

)2

Tt3Y' Hallar la Ecuación y gráfica de la Familia de Circunferencias
de Radio R = 3, Centro en C(c.4)

Reemplazando en la Ecuación de Circunferencia:

(x - h)2 + (y - k) 2 = R 2

(x - c)2 (y - 4)2 = 32

x2 1. y2-2cx-3y+7+c2 =

La gráfica representa
solo a algunas de las
infinitas Circunferen

0 cias.

... :....... ..... ...... ...... ....... :....

.... 4 ............. ....:.......

p-2
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(8-h)2+(6-k)2 =R h=4 (x - h) 2 + (y - k)2 = R 2

(I -h)2+(7-k)2 =R k=3 (x - 4)2 + (y - 3)2 = 52

h + 3k - 13 = Ó R=5 x2+y2-8x-6y=0
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n Y 4
La Parábola es el Lugar Geométrico de puntos, cuya distancia a un punto fijo (Foco) es igual a la distancia
Recta (Directriz)

Son características de una Parábola:

Foco: F(a,0)

Directriz: x + a = 0 (LL r)

Vértice: V(0,0)

Latus Rectum: LR = 4a (CC)

Eje de la Parábola: OX

Distancia de P al Foco: (PF)

D^st, ncia de P a la Directriz: (PM)

ECUACIONES DE LA PARÁBOLA

La Ecuación de la Parábola se obtiene a partir de su definición.

PF = PM

(x-a)2 + (y-0 ) 2 = (x + (y-Y)2

(x -a)2 + y2 = x + a

(x -a)' + y 2 = (x + a)2

x2-2ax+a2+y2 = x2+2ax+a2

y2 = 4ax

a una

Igualdad de definición de Parábola. Calculando las distancias
entre los puntos : (x,y): (a,0)

Simplificando . Elevando al cuadrado ambos miembros de la
Igualdad , desarrollando cuadrados y simplificando.

Ecuación de Parábola con Vértice en el Origen , Eje en el Eje
de abscisas (Eje horizontal): su gráfica es la anteriormente
indicada.

Otra Ecuación de Parábola equivalente es: y2 = 2px . donde: p = 2a

Si la Parábola tiene Vértice en otro punto , diferente al origen:
Por la gráfica , si el Vértice de la Parábola está en V (h,k) . Eje paralelo a
las abscisas se tiene : Vértice: V(h.k) : Foco: F(h + a,k)

Directriz : x • h + a = 0 Ecuación . (y - k)2 = 4a(x - h)

Y

Ff ........ .......o..................

x

De acuerdo al Signo y Eje la Parábola presenta otras formas , como ser:

Una Regla nemotécnica para asociar gráfica y Ecuación indica que : El Eje cuya variable es cuadrática. parece
curvarse en forma de Parábola , hacia un lado del Eje. La I "' gráfica muestra que aparentemente el Eje Y (Que en
su Ecuación es Cuadrática ) se curva hacia el Eje Positivo de las abscisas X (Su Signo es Positivo ). En todos los
casos se considera que la longitud: a es positiva

Desarrollando se llega a las Ecuaciones generales de Parábola, de Ejes Paralelos a los Ejes X , Y respectivamente.

y2 +Dx+Ey+F=O : x2 -Dx+Ey.F=O
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E' 4-18 Se analizan las características y gráfica de la Parábola: y2 = 8x

4=:36

Determinando la Longitud: a

Forma general: y =4ax2 4a =8

Ecuación dada: y2 = 8x a=2

Vértice: V(0,0) Foco: F(a,0) = F(2,0)
Eje: Eje X Directriz: x + a = 0
Latus Rectum: 4a = 8 x + 2 = 0

La gráfica puede verificarse con algunos puntos.

Hallar las características, gráfica de la Parábola: x2 = 6y

Determinando la longitud: a

Forma general: x2 = 4ay 4a = 6
Ecuación dada: x2 = 6y a = 3/2

Vértice: V(0,0) Foco: F(O.a) = F(0.3/2)
Eje: Eje Y Directriz: y + a = 0
Latus Rectum: 4a = 6 y + 3/2 = 0

..s. . . _ ... ;.....

... ..... . .... 2 .. ..........,/

X
-6 -;4 -2 -0- i 2 4 b

:..:. ...............................

4231' Hallar las características y gráfica de la Parábola : (y 3)2 = 12 (x - 2)

Determinando la Longitud: a

Forma general: (y . k)2 = 4a(x . h) 4a = 12
Ecuación dada: (y - 3)2 = 1 2(x - 2) a = 3

Vértice: V(h.k) = (2.3) Foco: F(h+a,k) = F(S.3)
Eje: Paralelo a X Directriz: x- h + a = 0
Latus Rectum: 4a = 12 x + 1 = 0

La gráfica puede verificarse con algunos puntos.

4-38

4-39

..^. .

;. .4..... ..

.

....:2....1....p............ .:..... b.......

Hallar la Ecuación de la Parábola de Vértice en V(0,0) : Foco en F(4.0)

Ubicando el Vértice y Foco, se concluye que el Eje de la
Parábola es el Eje X

La longitud: a es la existente entre Vértice y Foco, luego a = 4

Como el Vértice está en el Origen , la Ecuación es:
y 2 = 4ax Y2 = 4.4x Y2 = 16x

Hallar la Ecuación de la Parábola de Vértice en: V(2.3) : Foco en F(4.3)

Ubicando el Vértice y Foco, se concluye que el Eje de
la Parábola es paralelo al Eje X

La Longitud: a entre el Vértice y Foco, es a = 2

Como el Vértice está en (h,k), la Ecuación es:

(y - k)2 = 4a(x - h) = (y - 3)2 = 8(x - 2)

Llevando la Ecuación a su forma general. así que

Cesarrc laudo y2 - 3x - 6y • 25 = 0

............................
Y/

... .
F X'

0 04 8
..........................
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4-40 Hallar la Ecuación de Parábola de Vértice V (l ,4): Foco F(I ,-1)

Ubicando el Vértice y Foco, se concluye que el Eje de la
Parábola es Paralelo al Eje Y negativo.

La Longitud entre Vértice y Foco es: a = 5

Como el Vértice está en : (h,k) = (1.4) siendo su Eje
Paralelo al Eje Y negativo, la Ecuación es:

(x-h)2 = -4a(y-k) (x- ')2 = -20(y-4)

4-41

4'-4z

-á 4

Hallar la Ecuación de Parábola de Foco(6,0), cuya Directriz es el Eje Y

De acuerJo a la definición de la Parábola, el Vértice está a la
mitad entre Foco y Directriz.

Entre el Foco (6,0) y (0,0) (Por donde pasa la Directriz): el
Pun., medio es el Vértice V(3.0)

Por tanto se tiene: a = 3. y la Ecuación que corresponde es:

(y-k)2 = 4a(x-h) y2 = 12(x-3)

Determinar las características y gráfica de la Parábola : y 2 - 12x

Para obtener las características , es preciso Completar cuadrados
(Ver Ej- 4-16) a los Términos con variable y

y2-12x-IOy+37 =0

y2-IOy - 12x = -37

(y - 5)2 - 52 - 12x = -37

(y-5)2 = 12x-12

(y- 5)2 = 12(x-t)

Si: (y - k)2 = 4a (z - h)

Ecuación dada

Reordenando

Completando
cuadrados
y simplificando.

Comparando con
la forma:

Vértice: V(I ,5) : Latus Rectum : 4a = 12 : a = 3
Foco : F(4,5) : Directriz : x• h a= 0 x- 2 = 0

-10y+37=0

Y .....s.......

f ::

x=`43 Determinar características y gráfica de la Parábola: x2 - 6x - 20y - I I

Completando cuadrados , sobre la variable cuadrOtica x:
por procedimientos conocidos.

x2-6x-20y-11 =0 Reordenando

x 2 - 6x - 20y = I I Completando

(x - 3)2 - 32 - 20y = 1 1
cuadrados y
llevando a l

(x - 3)2 = 20y + 20
a

Forma de Ecua-
(x - 3)2 = 20(y + 1) ción de Parábola.

Luego de Completar cuadrados. _n la única variable cuadrática
Parábola correspondiente.

Comparando con la forma : (x - ")2 = 4a (y - k)
Vértice: V(3,- 1) : latus Rectum: 4a = 20 : a = 5

Foco F(3,4) . Directriz : y - k - a = 0 y - 6 = 0

=0

8

x) se debe comparar con la Ecuación de
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Hallar la Ecuación de Parábola de Vértice en el Origen, Eje sobre el Eje X, que pase por el punto: Po(9.6)

Si: y 2 = 4ax

De acuerdo a las condiciones indicadas, la forma de la
Ecuación será: y2 = 4ax

Esta Ecuación debe cumplirse para el punto dado de P0(9,6):
su reemplazo permite hallar: a

a = 1
y2 = 4•Ix

62 = 4a•9 y2 = 4x

4=45

4- '6

Hallar la Ecuación de Parábola, Eje Vertical, que pasa por los puntos Pl(4,5); P2(-2,I I): P3(-4,21)

Como la Parábola debe pasar por los tres puntos, su
Ecuación debe cumplirse en cada punto.

Tomando las formas generales de la Parábola:

x2+Dx+Ey+F =0 : y2+Dx+Ey+F=0

Los Ejes son Vertical. Horizontal respectivamente.

Para el reemplazo,'se elige la de Eje Vertical:

D =-4

E =-2

F = 10

0

X 2 + Dx + Ey + F = O . x 2 - 4x - 2y + 10 = 0

La Solución del Sistema se reemplaza en la Ecuación de Parábola en su forma general de Eje vertical.

x2 + Dx + Ey +F=O

Pl(4,5) 42 + D'4 + E•5 + F = 0

P2(-2,1 1) (-2)2 + D(-2) + E• 11 + F = 0

P3(-4.21) (-4)2 + D(-4) + E•21 + F = 0

Un Arco Parabólico, tiene una altura de 25 m. una luz (Anchura en la Base), de 40 m: Hallar la altura

P2(0.25) 02 + D-0 + E-25 + F = 0

P3(20.0) 202 + D-20 + E - 0 + F = 0
2

Si: x 2 + 16y - 400 = 0 y = 400 6 x
16

del Arco a 8 m del centro de la base.

Al esbozar la gráfica en un Sistema de Coordenadas,
se determinan los siguientes puntos:

El Centro de la base es el Origen: (0,0)
El Arco pasa por Pl (-20.0); P2(0.25); P3(20.0)

En la Ecuación general de Parábola de Eje Vertical, se
reemplazarán los puntos.

Luego en la ecuación obtenida, se reemplazará x =
8 para cono-cer la altura a 8m del centro.

x2+Dx+Ey+F-0
Pl (-20.0) (-20)2 + D(-20) + E•0 + F = 0

Indicar la Propiedad óptica de la Parábola:

Si un haz de rayos ( Paralelos al Eje), inciden sobre el
lado interior de una Curva Parabólica, al rebotar se
concentrarán en el Foco.

Si el haz de rayos incide sobre el lado exterior, al
atravesar la Curva, se concentra en el Foco.

.... .. .....

D=0

E = 16 '

F = -400

x2+Dx+Ey+F = 0

x 2 + 16y - 400 = 0

Si: x = 8 y = 21 m de Altura
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La Elipse es el Lugar Geométrico de puntos, cuya suma de distancias a dos puntos fijos llamados Focos, es
constante e igual a la distancia: 2a

Son características de una Elipse:

Focos: F'(-c,0) ; F(c,O)

Semieje mayor: OA = a
Semieje menor: OB = b

Vértices Primarios: V'(-a.0): V(a,O)

Vértices Secundarios: B'(-b,0): B(b.0)

Directriz: DD x = t a2/c

Excentricidad: e = c/a < 1

Latus Rectum: LR = 2b2/a

Relación de Elipse: a 2 = b 2 + c 2

ECUACIONES DE LA ELIPSE

Se determina la Ecuación de Elipse de centro en el origen, Eje mayor sobre el Eje de abscisas: X o Eje mayor
Horizontal, de acuerdo a la definición:

F'PPF=2a

(-c-z)2+(0-y)2 (x -c)2+(y-0)2 2a

(z - c)2 + y2 = (2a 1 +y2)2

4a (-c - x)2 + y 2 = 4a 2 + 4xc

a2c2 + 2a2cx +a2x2 +'a2y2 = a4 + 2a2xc +x2c2

(a2 - c2)x2 + a2y2 = a2(a2 - c2)

x 2
2 x2 y2-

= y 1 -+-=1
a2 a2 -c2 a2 b2

Otras formas de Ecuación de Elipse son:

El Centro es C(h.k)

Focos : F'(h-c.k) . F (h+c.k)

Eje mayor Horizontal

(x - h)2 + (y - k)2
= I

a2 b2

Si los Focos están sobre el Eje Y (Eje mayor Vertical)

El Centro es C(0.0) x2 z
+ y = I

Focos: F'(0,-c) : F(c.0) b 2 a 2

Si los Focos están sobre el Eje Y (Eje mayor Vertical)

El Centro es C(h.k) (x - h)2 (y - k)2
+ =I

Focos: F'(h.k-c) : F(h.k+c) b 2 a22

Definición de Elipse

Por la gráfica

Ordenando y elevando al cuadrado

Luego de simplificar entre 4 ; se
eleva al cuadrado y se reordena.

Tomando: a2 = b2 +c2, se
obtiene la Ecuación de Elipse.

X
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E' • 19 Se analizan las características y gráfica de la Elipse de Ecuación: x2 y 2
- + - = I

la ráfica se obtiene a partir de sus características 52 32g
z

Y
z
= 1 X

z z
Comparando: X+ + Y = 1

S2 32 a2 b2

Centro: C(0,0)

Semieje Mayor : a = 5 a 2 = b 2+ c2

Semieje Menor : b = 3 c= a 2- b 2 = 4

V Prim: V'(-a,0) = (-5,0 ) ; V(a,0) _ (5.0)
V Sec : B'(0.-b) = (0,-3 ) : B(0,b) _ (0.3)

Focos : F'(-c,0) _ (-4.0 ) : F(c,0) = (4.0)
Excentricidad: e = c/a = 4/5 = 0.8

4-48

4'=49

Hallar las características y

................. .---........................------.......................

gráfica de la Elipse de Ecuación : (x _ 3)2 (y _ 1)2 -

(x-3)2 + (y- I )2 = 1 a (x-h)2 + ( -k)2 =

l 02 82 a2 b2

Centro: C(h,k) = (3,1)

Semieje Mayor: a = l0 2 b 2+ c 2

Semieje Menor: b = 8 c= a 2 - b' = 6

V Prim: V'(h-a.k) = (-7,1) ; V(h+a,k) _ (13.1)
V Sec: B'(h,k-b) = (3.-7) B(h.k+b) _ (3.9)

Focos : F'(h-c.k) _ (-3.1) ; F(h+c.k) = (9,1)
Excentricidad : e c/a = 6/ 10 = 0.6

Hallar las características y gráfica de la Elipse de Ecuación:

a2 = b2+c2

Semieje Menor: b = 4 c= ai/ 2- b 2 = 3

V Prim: V'(h,k-a) = (2,-2) ; V(h. k+a) = (2.8)
V Sec: B'(h-b,k) = (-2,3) ; B(h+b.k) = (6.3)

Focos: F'(h,k-c) = (2,0) : F(h,k+c) = (2.6)

Excentricidad: e = c/a = 3/5 = 0.6

Centro : C(h.k) = (2.3)

Semieje Mayor: a = 5

(x-2)2 + (y-3)2 = 1 (x-h)2 + (y-k)2

42 ' S2 a2 b2

Vv.

;........^ ........:.......8 .....

.....

4-501 Hallar la Ecuación de Elipse, Vértices en (±3.0) ; Focos en (± 1.0)

Vértices (-3.0) : (3,0) a 3 = a 2= b 2+ c 2
Focos (-1.0) : (1,0) c = 1 b = 2.8

El Centro está entre los Vértices C(0,0)

Por tanto la Ecuación tiene Centro en el Origen:
z z x z 2x + y = 1 * • y = 1

b2 32 2 82

............ ....:........... ............ ............ ......

+ _I
102 82
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Hallar la Ecuación de Hipérbola de Vértices: (-3.4): (13,4) Focos: (-5.4): (15.4)

Graficando y ubicando Vértices y Focos:

El Centro está a la mitad entre los Vértices:

Si: V'(-3,4): V(13,4) C(h,k) = (5.4)

La longitud entre Vértices es: 2a

Si: V'(-3,4); V(13.4) 2a = 16 =g> a = 8

La longitud entre Focos es: 2c

Si: F'(-5,4): F(I 5,4) 2c = 20 c = 10

Si: c2 = b2 +a2 = b = C2 -a2 = 6

Usando la Ecuación de Hipérbola de la forma:

4 . .... .. . .. ... .. .. ..

8 Y .. .................... ...

Hallar las características de la Hipérbola: 144x2 - 25y2 - 3600 = 0

La Ecuación está en su forma general, llevando a
otra forma por Operaciones Algebraicas:

144x 2 - 2 5y 2 - 3600 = 0 Hipérbola.

144x 2 - 25y2 = 3600 Ordenando y
dividiendo

144x 2 - 25y2 = I entre 3600
3600 3600

2
2

Centro: C(0.0);
!

X
Eje Horizontal.

52 122 a = 5; b = 12;
c= 13

Hallar las características de la Hipérbola: 4x2 - 25y2 - 32x + SOy - 61 = 0

La forma general de la Ecuación se transforma
Completando cuadrados:

4x2-25y2-32x+50y-61 = 0

4(x2 - 8x) - 25(y2 - 2y) = 61

4[(x-4)2-42) - 25((y- I)2-12) = 61

4(x - 4)2 - 25(y - 1)2 = 100

(x-4)2 (y_ I)2

25 4
(x - 4)2 (y _ 1)2

52 22

(x - h)2 - (y - k)2 _ _ (x S)2 (y - 4)2

a2 b2

p 4 8

82 62

4 .. ....................................

12

-4 ...... ..... ... ..... ... ..... .. ... .. _ .... ..

C(4.I):a= 5 :b= 2c= 5.4

Determinar la Ecuación de la Hipérbola de Centro: C(5,2): Semieje Real 8: Excentricidad e = 1.25: De
Eje Real Paralelo a las Abscisas.

Si: e c= ea 1.25.8= 10
a

Si: c2 = b2+a2 b = yc2-a2 = 6

Reemplazando en la Ecuación de Centro en
(h.k): Eje Paralelo a las Abscisas.

(x-h)2 (y-k)2 (z-5)2 (y-2)2

a2 b2 82 62

,^... ._ ............ ..`

... .............................. ...... -.-;

y.••.:......................^

D j 4 12
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4-^5 1 Hallar la Ecuación de la Hipérbola, que pasa por los puntos: (5,16/3) : (3,0) Centro en el Origen.

Usando la Ecuación general de Hipérbola:

Ax2+By2+Dx+Ey+F=0

Como el Centro es: (0,0) ; se considera que
D = E = 0 : usualmente se asume que: A = I

x2 +By2 +F = 0

Reemplazando , los puntos se obtiene un
Sistema de ecuaciones . Resolviendo

Si: x2 +By2+F=0

(5,16/3) 52 +8(16/3 )2 + F = 0

(3,0) 32 +B•O +F=0

9

16

F = -9 Luego se lleva la Ecuación a otra forma:

x2 - 9 y2 -9=0
16 x 2

y2 Reemplazando y llevando a otra Forma de

2=9x2 - 9 32 42
Ecuación de Hipérbola. Reordenando y

y
16 dividiendo entre: 9

Se obtiene: a = 3 ; b = 4

Hallar la Ecuación de Hipérbola que pasa por: (5.3): (-3,3): (6,9/2); (-4,9/2)

Usando la Ecuación general de Hipérbola:

Ax2+By2+Dx+Ey+F=O

Asumiendo: A = 1; reemplazando cada uno de los
puntos y resolviendo el Sistema que así se forma:

S i : x2+ By2+ Dx+Ey+F = O

(5.3) 52 + B•3' + D•5 + E-3 + F = 0

(-3,3) (-3)2 + B-32 + D(-5) + E•3 + F = 0

(6. Z) 62+B( )
2
+D•6+E9+F=O

2

(-4.9) (-4)2+B(Z) +D(-4)+EZ +F=O

Por tanto la Ecuación es: x2 - 4Y2 - 2x + 24Y - S I

R
esolviendo el Sistema se logra.

B =-4,D=-3.E= 24.F=-51

0. cambiándola de forma:

x2-4y2-2x+24y-51 =0 Ecuación general

(x 2 - 2x) - 4(y 2 -6y) = 51 Factorizando y ordenando

(x - 1)2 - 12 - 4((y - 3)2 - 32) = 51 Completando cuadrados

(x - 1)2 - 4(y - 3)2 = 16 Ordenando y dividiendo entre: 16

(x - j)2 (y - 3)2 Entonces: C(I.3) ; a = 4 ; b = 2
- =1

42 22

4-67 Hallar ! as características que poseen las Hipérbolass de Excentricidad: e = 1 : e =

Si: e = 1 : e = - = 1

Si e = A . e

L; 2 2 2

a

c

a

C =a : c =b +a =* b=0

a =0 : c2 =b2•a2 . c = b

Degenera en Recta
Horizcr tal

Degenera en Recta
Vert,ca,

- 1 «)n .



Hallar Distancias y Puntos medios entre los pares de puntos indicados:
(2.1): (10.7) (2.5); (S,I) 10, (6,4) ; 5,(3.5,3)
(12,-5); (0,0) (8a,0); (0.6a) 13, (6.-2.5) ; I Oa ,(4a,3a)

4-2 Hallar la Coordenada u; de manera que se cumpla:
PI (6.2), P2(3.u). d = 5 ; (u.3), ( I u), d = 1 0 ; (5.2), (3,u). P(4.5) 6,-2 ; 9 , -5 : 8

,4.3 Hallar los puntos que dividan al Segmento entre PI (1,5); P2(7, 2) en 3 partes iguales . (5,3); (3.4)

4-4 Verificar si es Rectángulo el Triángulo de Vértices ubicados en los puntos: (1,1); (4.5); (6,1)
Verificar si es Rectángulo el Triángulo de Vértices ubicados en los puntos: (1,1); (0,4): (7,3)
Verificar si es Isósceles el Triángulo de Vértices ubicados en los puntos: (0.1); (2.5): (6,3)
Hallar el Vértice faltante al Triángulo Equilátero entre (2.4): (6.1) (6.6.5.9) ; (1.4.0.97)

4=5 Indicar si pertenecen (V o F) a la Recta : 2x + 3y - 7 = 0 ; los puntos (2,1): (1,3);(-4,5) V; F; V

4-6 Craficar las siguientes Rectas: 2x + y- 5 =O:3x + 2y- 16=0;x-2y+6=0;y=3;x=4

'.-4-7. Hallar las Ecuaciones de Rectas , que poseen las siguientes características:
a) Pendiente: m = 2 ; pasa por Po(3,1)

b) m =-3/4 ; " " Po(0,3)
c) m = 0 " Po(4.3)
d) m = 2 ; intersecta al Eje Yen: -1
e) m = - 1/2; intersecta al Eje X en: 5
f) Pasa por los puntos : (1.2); (5,4)

g) " : (1,4): (5.2)
h) : (5,2): (5.6)
i) Intersecta a los Ejes X . Y en: 6; 4 respectivamente
j) -2: 3
k) 0:2"
1) ° al Eje X en : 2 : pasa por P I (5.3)
m) al Eje Y en : 5 ; • PI (6.2)

n) Pasa por Po(6.3) con inclinación de: e = 30°
o) ° Po(5.4) ' . : 8 = 45°

2x-y-5=0
3x+4y- 12 =0

y-3=0
2x - y - 1 =0

x+2y-5=0
x-2y+30
x+2y-9=0

x-5=0
2x+3y-12=0
3x-2y+6=0

x=0
x-y-2 =0

x+2y-10=0
0.57x-y-0.42=0

x-y- 1 =0

4,-8 Hallar el Ángulo de Inclinación de las Rectas:
L 2x-y•4=0: x-2y+1=0: y-4=0. x-5=0 63.43°:26.56°;0°:90°

4-g Hallar las Rectas Paralela y Perpendicular a las siguientes Rectas , que'pasan por el punto indicado:
2x-y- 1 =0:Po(5.3) 2x-y-7=0;x+2y- 11 =0
2x+3y- 12=0:Po(5.4) 2x+3y-22=0:3x-2y-7=0
x•3=0;Po(6.3) x-6=0;y-3=0

4-10

(3.2): (4.2);?

3x - 2y = 5 3x - y = 3 2x _ 1 = y L pasa por (3,0).(1.4) 75.96°; 90°
3x + 2y = 12 x + 3y = I I EjeY Eje X -26.56°; •63.56°

Hallar los puntos de intersección entre los siguientes pares de Rectas:
2x+y-8=0 2x-3y-2=0 -x+3y-6=0
3x-4y-1 =0 Sx-y-18=0 2x-6y-6=0

Hallar los Ángulos de intersección entre los siguientes pares de Rectas:

4-12 Hallar las Distancias entre las Rectas y los ?untos indicados:
3x+4y•24=0:Pe(8.5) 6x-8y+8=0:Pe (2.5) 4:2
2x + 3y - 12 = 0; Pe(4.5) x - 2y + 2 = 0: Pe(4.3) 3.05: 0

4-13 Hallar el Baricentro, Ortocentro. Incentro y F;rea del Triángulo ubicado entre: (0.3): (5.7): (8.1)
(4.33.3.67) : (4.57.5.29) : (4.33.3.99) . 21
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4-,(4 Determinar a que Tipo de Cónica, pertenecen las siguientes Ecuaciones:

x 2 + y 2 + 3x - 2y + 5 = 0 3x 2 + 3y 2 - 12x - 18y = 0 Circunferencia: Circunferencia

4=15

4x2+2x-y-24 = 0 y2-8x-6y-48 = 0

x2+2y2-4x-8y-36 = 0 x2-y2+6y-24 = 0

3x2+4y2-12x-16y =0 x2+2y2-1 =0

Hallar la Ecuación general de Circunferencia, que posee las

Parábola; Parábola

Elipse; Hipérbola

Elipse: Elipse

siguientes características:

a) Centro: (0,0): Radio: 3 x2 +y2 -9 =0

b) : (5.3): " : 2 x 2 + 2-IOx-6y+30 =0

c) : (4.3): Pasa por el Origen x2+;y2-8x-6y =0

d) : (5.4); Diámétro: 6 x2+y2- IOx-8y+32 =0

e) Tiene un Diámetro entre: (2.1); (10,7) x2 +y2 -36x-8y +27 =0

0 . : (1 .6): (5.0) x2+y2-6x-6y+5 =0

g) Centro: (3,4): Tangente al Eje Y x2+y2-6x-8y+16 =0

h) : (5,2): 0 ' Eje X x2+y2-IOx-4y+25 =0

4-16 Hallar el Centro y Radio de las siguientes Circunferencias:

x2+y2-7 =0 x2+y2-6x+4y-3 =0 (0.0). Y' ; (3.-2). 4

x 2 + y 2 + 6x - 4y - 12 = 0 400x 2 + 400y 2 + 400x - 320y = 61 (-3.2).5; (-1 /2,2/5). 3/4

4-1 T Hallar las Ecuaciones de Circunferencia, que poseen las características siguientes:

a) Pasa por PI (3,4); Centro: (0,0)

b) Pasa por: ( 1 .1 ) : (1.5): (7,5)

c) Pasa por: (2.2): (6.0): (8.4)

d) Pasa por: (1,4); (1.-2): (4.1)

x2 +y2 = 52

(x - 4)2 + (y - 3)2 = Q_13)2

(x - 5)2 + (y - /3
,)2 = ( -10) 2

(X - 1)2 + ( - 1)2 = 32

14-18 Hallar las Ecuaciones de Circunferencia, que poseen las características siguientes:

a) Centro: (0,0): Tangente a: 3x + 4y - 15 = 0 x 2 y 2 = 32

b) Centro: (2.1Tangente a: Sx + 12y - 61 = 0 (x - 2)2 + (y - 1)2 = 32

c) Centro: ( 3 . 1 ) , Tangente a : 15x + 8y - 107 = 0 (x - 3)2 + (y - I )2 = 3.182

4=19 Hallar las Ecuaciones de Circunferencia, que poseen las características siguientes:

a) Pasa por :(-1.7): Tangente a: 3x + 4y - 50 = 0 : en (6.8) (x - 3)2 + (y - 4)2 = 52

b) Pasa por: (-3.2): (4. 1 ): Tangente a Eje X x2 +y2-2x-lOy=-1 : x2 +y2- 42x-290y=-441

c) Pasa por. (0.8); (7,1): Centro sobre 2x - 3y + 6 = 0
x 2 + y 2 - 6x - 8y = 0

d) Pasa por: (-2,0): (4,2) Centro sobre el Eje Y x2+y2-8y-4 =0

e) Radio ¡Ti;1Debajo y Tangente a x + y - 12 = 0 en Pl (7.5) x2 +y2- 8x-4y+2 = 0

1) Inscrita al Triángulo de lados: 4x - 3y = 41: 7x - 24y =- 97: 3x + 4y =-13 x 2 + y 2 - Sx = 25

g) Circunscrita al Triángulo de lados: y -x =2 . 2x +3y = 1 ; 4x +y = 17 5x 2 + Sy ^ - 32x - 8y = 34

h) Circunscrita al Triángulo de lados: 7x - y =3: x + 2y = 0: x - 3y = -5 x2 . y 2 - 6x - 2y = 15
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4=20. Hallar la Ecuación general de Parábola , que satisface las características de Vértice V, Foco F

a) V(0,0); F(2,0) b) V(0,0): Foco(0.3) y 2 - 8x = 0 ; x' - 12y = 0

t) V(2,3): F(3,3) d) V(3,1): F(3.3)

e) V(4,0); F(1,0) f) V(3,2); F(3,-2)

g) V(1,3). Direc x =- 2 h) V(3,3) LR entre (S,-1): (5.7)

i) F(4,3): Directriz: y + 1 = 0

Hallar el Vértice y Foco de las siguientes Parábolas:

y2 - 12x = 0 y2-20x-6y+29 = 0

y2-8x-4y+4 = 0 x2-6x-24y+33 = 0

Y' -4x-6y = - 1 7 : x2 -6x-8y= -17

y2+12x= 48 : x2-6x +16y=23

y2- 12x-6y =-57 : y2-8x -6y =-33

4 22. Hallar la Ecuación general de Parábola, que satisface las características:
a) Eje Paralelo a X; pasa por : (9.12) ; Vértice: (0,0)

b) Y: : (4,2) : Vértice: (0.0)

c) X; : (3.3); (6,5); (6,-3)

d) Y: : (6.3): (-2.3); (10.9)

y2-12x-6y+57 =0

(0,0),(3,0) (1,3),(6,3)

(0,3),(2,3) : (3,1).(3.7)

y2-16x = 0

x2-8y = 0

y2-4x-2y+9 = 0

x2-4x-8y+12 = 0

4.23 Hallar la Ecuación general de Parábola, que satisface las características:

a) Eje Paralelo a X: Pasa por: (3.5): (6.-1): Vértice sobre la Recta: 2y - 3x = 0

y2-4x-6y+17 =0; 121y2-1188x-1078y+5929 =0

b) Latus Rectum entre: (3,3): (3,-2) y2 - Sx - y + 9 = 0 ; 2y2 - l 0x - 2y + 43 = 0

4-24 Un cable colgante forma una Parábola con torres de 220 m de altura, separadas en 1500 m. El punto más
bajo del cable está a 70 m de altura. Hallar la Altura del cable a 150 m de la base de una torre. 166 m

4-25 Hallar la Ecuación general de Elipse , que satisface las características:

a) Centro: (0.0): Semiejes mayor y menor: 4: 2 x2 + 4y2 - 16 = 0

b) - :(2J)-,

c) Vértices: (± 5.0): Focos: (±4.0)

d) F(±3,0): e = 3/5 e) V(± 10,0); e = 0.8

l) V(O.±6): F(O,±4) g) V(0.=5): e = 0.8

h) : (-1.6): (9,6): Focos:(I.6): (5,6)

i) " :(-2,1);(6.1):e= 0.5

j) Focos: (3.2): (5,2): e = 1/3

k) Vértices: (6.1): (6,9); Focos: (6.2); (6.8)

1) Un Foco: (4.0): Directriz: x = ±6.25

(0.0):8:4 : (2,4):6:3
(-2.0);2:1 : (2.-3):10:5

a) Centro en el origen : Pasa por: (0.2). (3.0) 4x 2 + 9y 2 - 36 = 0

b) Pasa por : (0, I ) . ( I .- l ) , (2.2). (4.0) 13x 2 + 23y 2 - 51 x - 19y - 4 = 0

c) Pasa por (8,•3). (-6.4). (-8.1). (2.-4) x2 + 4y2 - 4x - 8y - 92 = 0

x2+4y2-4x-8y-28 = 0

9x2+25y2-225 = 0

6x2+25y2 = 400: 9x2+25y2 = 900

9x2 + 5y2 = 180: 25x2 + 9y2 = 225

16x 2 + 2 Sy 2 - 128x - 300y + 756 = 0

3x2+4Y2-12x-8y-32 = 0

8x2 + 9y2 - 64x - 36y + 92 = 0

16x2 + 7y2 - 192x - 70y + 1239 = 0

9x2+2Sy2-225 = 0

1

4-26 Hallar el Centro y Semiejes mayor y menor de las siguientes Elipses.

x2+4y2-64 =0 x2+4y2-4x-32y+32 =0

x'+4y2+4x = 0 4x 2 + y 2 - 1 6x + 6y - 75 = 0

4-27 Hallar la Ecuación general de Elipse. que satisface las características:

4.281 Un arco de forma semielíptica tiene 80 m en su base. su altura máxima es de 30 m. Hallar su altura a 15 m

del Centro. 27.8 m
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4-29 Hallar la Ecuación general de Hipérbola , que satisface los siguientes datos : Vértices V , Focos F

a) C(0,0 ); Semiejes Real e Imag; 2 ; 1, Eje a X x2
- 4y2 -4 = 0

b) C(3.1 ): Semiejes : 4: 2 Eje Real 1 a X x 2 - 4y 2 _ 6x + 8y - 1 1 = 0

c) V(±3,0 ): F(±5.0) d ) V(±8,0): e = 5/4 16x2 -9y2 = 144 9x2 - 16y2 - 576 = 0

e) F(-_*5.0 ): e = 5/3 f) V(0,±3); F(O.±5) 16x2 - 9y2 = 144 16y2 - 9x2 - 144 = 0

g) V(O,±2 ): F(O.±4) h) V(0.±2) : e = ,512 3y 2 - 4x2 - 48 = 0 : y 2 - 4x 2 - 4 = 0

i) Vértices ( I.6): (9.6): Focos (0,6); (10.6) 9x2 - 16y2 - 90x + 192y - 495 = 0

j) Vértices (2.2): (4,2 ); Excentricidad : e = 2 3x 2 _y2 - 18x + 4y + 20 = 0

k) V(-1,3):(5.3); e= 1.5 1) V(4 , 4):(6.4):e = 5x2 -4y2-20x+24y = 36: x2-4y2 + 40y-8x=80

i) Foco s ( 10.-2); (10,18 ); e = 5/3 16x2 - 9y2 - 256y + 180x - 452 = 0

4-30 Hallar el Centro y Semiejes ( Real e Imaginario) de las siguientes Hipérbolas:

x2-16y2-64 =0 x2-9y2-2x+54y-116 =0

x2 -9y2 - 1 Ox+36y = 2 25x2 -49y2- 100x+294y =-884

(0,0). 8, 2 : (1.4). 6, 2

(5,2). 1, 3 ; (2.3). 5. 7

4-31 Hallar las Ecuaciones de Hipérbola que satisfacen los siguientes datos:

a) Pasa por (2.0): ( 20.2): C(O.O)

b) Pasa por (2,5): (10,5): (1.29/4): (1.1 1/4)

c) Pasa por (5.7): (5, I ): (2, I/4):(8. I/4)

4-32 Hallar las Ecuaciones de Hipérbola que satisfacen los siguientes datos:

a) Vértices(= 2.o): Asíntotas : y = ±0.5x

b) C(0.0): Latus Rectum : 5: e = 3 Eje 1 a Y

x2 -4y2 -4 = 0

9x2-16y2-108x+1 60y-220 = 0

9x2- 16y2-90x+128y+ 113 = 0

433 Resolver los siguientes Problemas de Geometría Analítica:

a) Esfera de Radio: 4; cuyo Centro está en la intersección de las Rectas:
x + 2y - 5 = 0 : 2x - y - 5 = 0

x2-4y2-4 =0

5y2-4z2-20

x2+y2-6x-2y-6 =0

b) Entre: 3x +4y = 36 : x2 +y2 - 6x - 2y =-6 Hallar la Mínima Distancia y los puntos de la Recta y
Circunferencia, que determinan esa Distancia . 1 3 / 5 : (144/:1 1 7/25) : (21/5,13/5)

c) Hallar la Ecuación de Circunferencia que pasa por los puntos (- 1.1); (8.-2): y que es Tangente a la Recta:
3x+4Y-41 =0 x2+ y2-8x-2y-8 = 0;x2+y2+72x + 238y-168 =0

d) El Centro de la Circunferencia : x 2 + y 2 - 4x - 8y + I I = 0 es el Vértice de la Parábola de LR
entre :(3,2): (3.6) Hallar su Ecuación y2 -.4x - 8y + 24 = 0

e) El Vértice de la Parábola : y2 - 12x - 2y + 25 = 0 es el Centro de una Elipse de Semiejes: 4: 2

x2+4y2-4x-8y-8 =0

f) De la Circunferencia: x 2 +y2 = R 2 Hallar el Lugar Geométrico de puntos. que dividen a sus Ordenadas

en la relación 1/2 Elipse: x2 + 4y2 - R2 = 0

g) Un punto P se mueve de modo que el producto de Pendientes de las dos Rectas que unen a P con
2.1). (6,5) es constante e igual a: •4: Hallar la Ecuación del Lugar Geométrico:

Elipse 4x2 + y 2 - 16x-6y-43 = 0

h', L a órbita de la Tierra es una Elipse. en uno sus Focos está el Sol, el Semieje mayor es de: 148 5 10° Km.
Su Excentric dad es: e = 0 017 Hallar la Máxima Distancia entre la Tierra y Sol.' 151 02 !00 Km
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El Límite de una Función Real de Variable Real se escribe de la siguiente manera:

se lee como: el Límite de la Función f(x) , cuando x tiende hacia a, es igual a L

La definición de límite es: Lím !(x^ = L Si: `d e > 0 ; 3 á > 0
x - a

Tal que: 1 f(x) - L j < e ; siempre que 0 < ¡ x - c 1 <

Todo el anterior simbolismo expresa: Si se cree que él Límite de f es igual a L ; para verificarlo se debe tener un
Intervalo (Preferentemente pequeño), de manera que se cumpla la desigualdad de: Jf(x) - LI < e ; esto
necesaria-mente debe tener por consecuencia la existencia de otro Intervalo, que a su vez cumplirá con la
desigualdad: Ix -al < ó

Para la interpretación gráfica, se desarrollan las Desigualdades en Valor Absoluto, de manera que se aprecie los
Intervalos que determinan: I f - L < e

(x)

-e<f(x)L<e

L-e < f(a) < L + e

La curva de la gráfica corresponde a una Función cual-
quiera f(x)

En el Intervalo sobre el Eje Y; se observa que f(x) se halla
entre: L-e; L+e

Como consecuencia del anterior Intervalo sobre el Eje Y;
se tiene otro Intervalo sobre el Eje X; donde se observa
que x se halla entre: a-ó; a+5

Cuando más cerca de a se encuentre x: a su vez más
cerca estará f(x) de L (Esto se aprecia mejor cuando los
Intervalos son más pequeños)

IX-al < ?5

-b <x -a < ó

a-b<x<a+ó

TEOREMAS DE LIMITES

Los principales Teoremas de Límites son los siguientes : ( f(x) , g(x) son Funciones . c es una constante)

TS-I Si: Lím f(,) = L1 ; Lím ftx) = L2 Lt = L2 El límite es único.
x-a x-a

T5-2 Lím c = c
x-a

El límite de constante es la misma constante.

El límite de una constante por Función, es la
TS-3 Um c ftx) = c Um f(x)

x - a x-a
constante por el límite de la Función.

T5 -4 Lím vi.) . g(x)) _ Lím f(x) + Lím g)x) El límite de una suma es la suma de los límites.

TS-5
x - a x -a

Lím (t(,) - g(X )1 = Lírrt ,f(x) Lím
x - a s-a X-a

x-a

gx)
Límite de un productoes producto de los Límites.

es el cociente dient l_l Limit sd
T5 -6 Um (Í,,^^g,nl = (Lím f(x)].l[Lím g(x)) g(x) x0

e oe un ccc ee
L:mttes.

r-a x-a x - a
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Todos los Teoremas de los límites pueden demostrarse de acuerdo ala definición como se verá posteriormente.

Ei S- I Se demuestra T5-1 Si: Lím L1 : Lím ¡(X) = L2 L1 = L2
X-a X-a

Se trata de demostrar que el límite es único, para ello se usa el Método del Absurdo consistente en
partir de una Proposición Falsa , hasta llegar a una contradicción. lo que evidencia al Teorema.

Si: L1 L2 I¡1X)- L,) < e : siempre que: Ix - al < ó,

1¡1X) - L2I < e : siempre que : Ix -al < a2

e = 1 IL, -L21
2

L - L 2 = L, - f( X) + f(.) - L 21

IL, - L21 = IL, -ffX ) + /(X) -L21

1L , - L21 5 L, f(X) I + if,., - L21
IL, - L21 S 1 ¡(X) -L,I + I /(X) -L21

2IL, -L21 s 1 1¡(X)-L ,I + 1lf(X) -L21
2 2

1 1
e < -e+ -e

2 2

e < e

.5 1 Demostrar : TS•2 Lím c = c
x-a

definición de límite:

Ix - LI < e siempre que: Ix - al < b
Ic - cI < e : siempre que: Ix - al < á

0 < e

Asumiendo una expresión para: e

Operando sobre L, - L2 . sumando y restando: ¡(X)

Aplicando Valor Absoluto a ambos miembros

Propiedad de Valor Absoluto (Ver TA- 1 de 1-10)
Propiedad de Valor Absoluto (Ver TA-8 de 1-10)

Multiplicando ambos miembros de la desigualdad por
1/2

De acuerdo al supuesto de límites diferentes.

Contradicción, por tanto los límites son iguales:
L, = L2

Se trata de demostrar que el límite de una constante es la misma constante . para ello se parte de la

Por la última Expresión, se concluye que con
cualquier: e, se cumple la definición de Límite.

5=2 Demostrar: T5-4 Lím [f + g^) Cím /(X) * Lím g(X)ix)

Se trata de demostrar que el límite de una Suma es la Suma de los límites:

Lím f1X) = A Lím gIX) = 8 m* Lim (/ * g1X1] = A + B
X-o X-o X-a

¡1X) -AI < - : siempre que: Ix -al < ó,
2

g)X) - 8l < e . siempre que: Ix -al < 5
2

I¡^X) - A I* Ig(,) - 8I s 2 1= e

If^„ - A +g )X) - 81 < I¡,^ -AI * lg(X

I /)X) - A* g(X) - 81 < e

1 U;r) - g,) ] - [A • al 1 < e

x - a' < b, . Ix -al <

b = min(ó .b2)

Se plantea la definición de Límite. para cada
Función . pues se asume su existencia.

Sumando miembro a miembro

Propiedad de Valor Absoluto (TA-1)

Propiedad de Desigualdades (fD-9.1.3)

Reordenando se llega a la Expresión de límite de
una Suma , que existirá . ya que existen los Térmi.
nos con los que se conformó.

Luego como b se elegirá el menor valor entre ó,

al

. i52
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DemostrarTS-S Lím fi.)
, g = Lím f x

Lím g
(x) t) (x)

x-a x-a x-a

Si: Lírn f(x) = A : Lím g(x) = B = Lím f(.),9(X)
= A-B

x-a x-a

= I f
(x) (x)

- A B+ B f(-) - B f(") + "`19(-) - A g(x) + Al - A B I

= I [Í(x) - Al [g(x) - B] + BU(x) - Al + Alg(x) - B)

If(x) -AI I g(x, - BI + IBI Iftx , - A I + IAI g(') - BI

lf(x)g(x) -Al¡ < e : siempre que: Ix -al < 5

If(x)g(x) -ABI

Tomando: If(x) -Al < e, ; Ig(x) - BI < e2 : Reemplazando 11

If(j(x) -ABI < e, - e2 + IBle, + IAIe2

f(x) g(x) -AB I < e + e + e
3 3 3

f(x)g(x) - ABI < e : siempre que: Ix -al

5-4. Demostrar: TS-6 Lím f(x)
Lím f(-) = x- a

x- a g(x)

Si:

.
ftx) / I

= Itx)-

g(x) g(x)

Lím g(x)
Z- a

x- a

Si: Lím g(x) = B Lím -
X-4 B

Si: e1 e2 = . IBIe1

<e

Se demuestra que el Límite
de un producto es el produc-
to de los límites.

Considerando que los Límites
de ambas Funciones existen
y son respectivamente: A, B.

e 3 ; IAle2 =
3

Como ya está demostrado el Teorema del producto
de límites. Se escribe el Cociente como un producto
por un Inverso . Este inverso debe demostrarse.

Para facilitar las demostraciones , se eligen valores
de: e cualesquiera , de manera que simplifiqutr las
expresiones resultantes.

< e : siempre que: Ix -al < 5

I B- g(x) I- I) - B I

Ig(x) B I IE (x)I IB

_LB B2e
2

Si: Ig(x) - BI = 1 B2e

Ig(x,l > 2 181

: siempre que: Ix -al <

siempre que: Ix -al < i52

= e ; siempre que : Ix -al < 5 : Donde: ó = min(b,, b2)

5 5 Demostrar que: Lím f(x) = L será cierto si : 1(., - L) = (x - a)g()
x- a

lo anterior es una regla que permite demostrar límites de Funciones, significa que si es posible la
factorización: fa) - L = (x - a)g(x) : el Límite será cierto.

Utilizando las desigualdades que definen: Lím f(x) = L
x- a

Igtx)I
Así x queda acotado, esto a su vez permite acotar g (x) : Si Ig;xjI s M : M será el mayor valor que pueda -

tomar g(x) esto permite asegurar la Desigualdad y consiguiente Igualdad :
Ix -al, < e b = e

M M

ó será el menor entre el supuesto : b = N y el obtenido: 6 = E/M, se escribe i5 = min(N, e/M)

- i27-

Iftx)-LI <e Ix-al =b
Ig(x)(x - a ) I < e Ix - al < N Tomando b = N

-N < x-a < NIgtx, l f x -al < e
e a - N<x<a -N Por TA-10 de 1-10

Ix -al.<
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Los Límites al Infinito, son aquellos cuyos resultados o variables tienden al Infinito, se verifican los tres casos
siguientes, cuyas definiciones son:

1) Lím /¡r)
x-a

= o0

Si para cualquier: M > 0: existe ó > 0
Tal que l(Ir1^ > M : siempre que: 0 < lx - al < ó

El 5-2 Cuando el resultado del Límite es

Lím I = I _ I _
x- i (x - 3)2 (3 - 3)2 0

II) Lím ^Ix; = L

Si para cualquier: e > 0: existe : M > 0 : Tal que
U j(r) - Ll < e : siempre que: lxl > M

Ei 5-3 Cuando la variable del límite tiende a -

Lím 2x+ I =Lfm2+ - =2+ =2+0=2
K-- x r-- x

III) Lím (1x1 =
r--

Si para cualquier valor: M > 0 : existe P > 0: Tal que
> M ; siempre que: lxl > P

Ei 5-4 Cuando la variable y el resultado tienden a

Lím x 2 = W2 = o*

Ei 5-5 Calculando: x3 - 8 2' -8 0
Lím
r-2 x-2 2-2 0

Note que al reemplazar directamente, se ob-
tiene la expresión de valor no conocido 0/0

Se conforma una tabla x' -8
de la Función: 11'1 x - 2

Como no es posible conocer el valor de la
Función en: x = 2: se toman valores inme-
diatos. tanto antes como después de x = 2

Observando la tabla se concluye que mien-
tras más se acerca x hacia 2. la Función se
acerca más a 12. Luego es posible decir.
que el Límite de la Función, cuando x tien-
de hacia 2: es de 12.

X
2 4 6

l.... ..X.

Z 4

X , J1=)
0 4

1 7
2 0/0 =?
1.9 11.41

2.1 12.61
1.99 11.9401
2.01 12.0601
1.9999 11.9994
2.0001 12.0006
- 2 - 12

Lím
x- 2

X1-8
x-2

= 12

Para una conclusión formal y definitiva, se debe probar ! o anterior
mediante las desigualdades de definición de límites.

Tcdas'as anteriores definiciones de. Lim ites. tanto la original . como las de Límites al Infinito. buscan mostrar e!

acera; ^^ento de una Función hacia el :Imite (L). cuando la Variable x tiende haca el valor a : para elic se valen

ue 1't-malos, centro de los cuales se encontraran tanto la Func ón como la Variable.
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E¡ 5-6 Demostrar: Lím (2x - 1) = 3 : para: e = 0.1
x- 2

Para la demostración se usa la definición de Límite.

I((,,) - LI < e : siempre que: Ix - al < 6

I(2x-1)-31 < e lx-21 <ó ........3

12x - 41 < e Reemplazando en las
1 2(x - 2)1 < e Desigualdades de de-

Ix -21
< e2

finición. la Función y
el valor al que tiende

e Para caso extremo se
ó=-

2

Si: e= 0.1 6 = 0.05

toma s=lx-21

Así queda demostrado el límite, ya que dado el Intervalo de: e, se halló el Intervalo de: 6

Demostrar: Lím x2 = 9 : para: e = 0.1
x- 3

Recurriendo a las Desigualdades de definición y
usando las conclusiones de P-S-5

I(,x,-Ll < e lx-31 < 5
1x2-91 < e lx-31 < 6

Ix+31Ix-31 < e Si: 6 = 1 ; lx-31 < 1
Ix-31 =

e,-
-1 <x °3 s 1

I x +31
2 < x < = 4

6 = e e
7

En la primera Desigualdad en: x se elige : 4 (Extremo
Superior del Intervalo obtenido en la segunda Desi-
gualdad), ya que así la expresión de 6 será la mas
pequeña posible.

Sin embargo se tendrán dos valores de 6, el supuesto para acotar: 6 = 1 : y el calculado de: 6 = e/7
el definitivo valor de 6 será el menor:

6 =min(1.e ) =min(1.o71) 6 = 071 = 0.014
7

Demostrar: Ltm (x 2 + 3x + 5) = 45
X-5

Para hallar el Mínimo valor de 6 se necesita
conocer el valor de e, en el caso: e = 0. 1

Por la definición de Límites, se opera con las Desigualdades en Valor Absoluto y aplicando las
conclusiones de: P-5-5

I /,x, -LI < e
1(x2+3x+5)-451 < e

1x2 + 3x - 401 < e

Ix+811x-SI < e

14

Definición de límite

Reemplazando

Simplificando

Factorizando

Despejando

Acotando con x = 6

-1 < x-5 < 1

IX-al < 6

Ix - 51 < 6 Reemplazando

Ix - 51 < 1 Si: 6 = 1

4 < x < 6

Para acotar y elegir 6, se procede como en el anterior Problema
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-8 Hallar y demostrar; Lím (2x3 - 5x2 + 6x - 2)
X- 4

El límite se halla por simple reemplazo de x por el valor al que tiende: 4

Lím (2x 3 - 5x 2 + 6x - 2) = 2.43 - 5.42 + 6.4 - 2 = 70
Y- 4

La Demostración del límite, se efectuará por las Desigualdades de la Definición de límite:

If(,) - LI < e
(2x 3 - 5x 2 + 6x - 2) - 701 < e

12x3 - 5x2 + 6x - 721 < e

Ix-4112x2+3x+181 < e

Ix-41 <

ó=

e 1^-x -31 <

12.52 + 3.5 + 181

5-9 Demostrar: Lím Yx = 3
X- 9

e

12x2+3x+181
e

83

IX -al <
Ix -4I <ó Si: ó =I

l x -41 < _1

-1 < x-4 < 1

3 <x<5

Acotando con: x = 5: para que el 2°0
miembro sea más pequeño.

Por tanto: ó = mfn(1 , e )
83

Recurriendo a las Desigualdades de definición y a una Racionalización:

if1,) - L1 <

5-10 Demostrar:

e

<e

<e

Ix-91 < e I^x- +31
5 =e1W+31 =5.82e

x-2

Lím i2 = 4

< e <e

<e

Ix-21 < e Ix* 11
4

á = e II + II
4

IX-01 < ó
IX-91 <ó Si:ó=1

IX-91 < 1

- 1 < x-9 <, 1

8 < x < 10

Acotando con x = 8: para que el
miembro sea mas. pequeño.

Por tanto ó = mfn(t , 5.82 e)

2°0

IX-01 < ó
Ix - 21 < ó Si: ó = t
1x-21 < 1

-1 < x-2 < 1

I < x < 3

Acotando con x = 1: para que el 2"' miem-
bro sea más pequeño.

8

2 Por tanto : ó = mín(I e/2)

Hallar X3 - 8 0
Lím = 0
2 x-2 0

Ya zue se analiza a la Función , cuando x se aproxima a 2: es posible definir la Función de otro modo
(Factorizando y simplificando)

XI, -8 (x - 2)(x 2 + 2x + 4) 2
L'm = Lim = Lím (x + 2x - 4) = 12
r- 2 x- 2 x - 2 x- 2 r- I

x+1
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22Z] Demostraré! Límite al Infinito: 1
Lím - _
x -o x2

1

1 5=t4

Recurriendo a la definición correspondiente, para
este caso de límite al Infinito.

^f1Xlj > M siempre que: jx -al < b

1 > M IX - 01 < ó

jxj <
1

ó = -
1

VIM
jxj < ó

Al quedar calculado el valor
r de: 6, queda demostrado el
FM Límite al Infinito.

Demostrar el Límite al Infinito:

3

<e

< <
21x1+1 j2x +I1

2x + 1
-3

j2x+1i
3 2

Límite, para este caso de Límite al Infinito.

jf1X1 - Lj < e siempre que: jxj

6x -3j < e

Lím 6x = 3
,__ 2x+ 1

Recurriendo a la correspondiente definición de

j Sx2 j
>M

x+I

3-e

2e

> M

M

= W

Recurriendo a la definición correspondiente. de este caso
de limite al Infinito.

jflrlj > M siempre que: jxj > P

21x1 + 1
< e ' jxj >

Demostrar el límite al Infinito: U m m

:-- x+1

I
Sjx j >j Sx1

=1X+21>M
I +-

x

jxj > M
' P = M

5 5

Calcular: Lím 2x + 1

x

se puede obrar de la siguiente manera:

Al quedar calcu-
lado P : queda
demostrado e
Límite.

3-e

2e

Al quedar calculado M : queda
demostrado el Límite.

El reemplazo directo, muestra una expresión de valor no conocido o Indeterminación -/oo; sin embargo
como lo fundamental es analizar el comportamiento de una Fuccsón. cuando su variable crece al infinito.

Lím
2x * I 2xLí I 1 1

m-+- =L.: 2
X x x _ x

o
- ....... ...........1.....................................

7-31



Las Indeterminaciones son operaciones de resultado no conocido , que adoptan un valor dependiente de la
Función que les dio origen . Es conveniente comparar operaciones de resultado conocido, con las de resultado
no conocido o Indeterminaciones.

OPERACIONES CONOCIDAS (a > 0)

0+0 =0

0-0 =0

0.0 = 0

a+0 =a

a-0 =a

a•0 = 0

a

0

= 0
a

= 00

0°

ao=1

00 + 00 = 00

00- _ 00

-a

Sen 0 = 0

Cos 0 =

Tan0 =0

Coto =00

Sec 0 =00
- = W
a Csc0 =

- = 0
00

00° = co

1)a'=co (a >

a- = 0 (a < 1)

0

00

o=,
0

- _ 7

_7

0' = 0

Si al pretender resolver un límite. se reemplaza la variable por el valor al que tiende . cuando se presentan
Indeterminaciones, éstas deben ser evitadas o levantadas , por métodos propios que corresponden a cada clase
de Función.

LÍMITES ESPECIALES

Los límites Especiales, son aquellos que presentan una gran aplicación, tanto para la resolución de otros Limites,
como para otras aplicaciones.

Pese a la Indeterminación que originalmente presentarían, los límites Especiales, con sus respectivos resultados
son:

(
Lím (1 + x) r = e
r-0

Lím (1
I

+-) e
x

Lím ar-I =Lna
r-0 x

Lim e - 1 = 1
r-0 x

=0

Otros límites de gran aplicación , que en realidad definen el concepto de Derivada , son de la forma:

Lim
h-0 h

que la variable del Lir..ite es: h ; l`mi;es de esta naturaleza . se estudian en el Capítulo Vi.
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CÁLCULO DE LÍMITES

Para calcular el límite de una Función se rem: laza la variable , por el valor al que tiende. En el caso de que se
presenten Indeterminaciones, se aplicarán procedimientos que corresponden al tipo de Función.

Ej5-7 Lím (3x 2 + 5x + 4)
x-2

Lím (3x 2 + Sx + 4) = 3.22 + 5.2 - 4
x-2

4 x+ 4 4+4 8

Llm 2x+1 = 20+ 1 = 1+1 = 2 =2

x-0 x2+1 02+1 0+1 1

5-.t6 Calcular los siguientes límites:

a) Lím (3x + 5) = 3.0+5 = 0 + 5 =
X-0

b) Lím x4 = 44 0 = 0

c)

d)

a)

b)

c)

Lím
x-1

(x - 5)r ' (-4)0

2x-2 0 0

Calcular los siguientes Límites (Con operaciones de m):

Lím x2 +x
x--

Lím 3x
x--

= 26

eo2 + w = oo + oo = -

Lím 7 = 7 = 7 = 0
z-- x3 w3 00

d) Lím xx+I = c0 +I = oo+I =
x--

e) Lím x 3r = QQ•3" _ w•w
_--

5-C8

a)

Hallar los siguientes límites:

Límar=m
x_- {0

a > 1

a < 1

e) Lím FX + 5 = FO +
r- 0

Lfm x -3 = 0-3 = I
x-0

g)
Lím ex=e°=
X -0

h)
Lím5=5
x-0

f) Lím3r2=3"2
x--

g) Lím er-' = e"-'
x_.

h) Lím Lnx = Ln -
x--

i) Lím Ln 1 _

03

QQ

= 5

0

n = Ln 0 =
x-- x

j) Lím
x r.

_
x--

Si: a > 1. a multiplicado por si mismo crece hasta -

Si: a < 1. a multiplicado por si mismo, decrece a cero.

b) 1 x
'

c)

d)

LimSr+(3) =5 +(3)
x-.

I I
Lím44-"=-=-_
x--

Lím
r-o

4-

x'/`=0'ro=0"=0

0

e) I I
Lím Sen - = Sen - = Sen 0 =

x QQ

0

En este límite la variable (x) tiende hacia 2. entonces
reemplazando 2 en lugar de x, efectuando operaciones.

En este caso no se presenta ninguna Indeterminación.
por tanto el resultado final del Límite es 26.

Implícitamente en los reemplazos. se están aplicando los
Teoremas de los Límites.

g) Lím e "' = e ' r- = e ° = I

h) Lím e'' = e
x-0

Iro e-

i) Lím (J) r = (^) = o- = 0
x_- x CO

1 I
j) Lím Ln- = Ln- = Lno =

x 0
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9 áIIÑMIII«Obl
Los Limites Algebraicos son límites de Funciones Algebraicas

Sus Indeterminaciones se resuelven aplicando la Regia : "Deben actorizarse las expresiones desarrolladas;
Desarrollar las expresiones factorizadas y Racionalizar los radicales'

Ei5-8 x2
Lím
X-1

Resolver los siguientes Límites Algebraicos

X-, x- 1

Lím (x + 1)
X- 1

EM
a)

Lím
x-2

= Lím
X-2

= Lím
Y-2

b)

c)

= Lim
x- t

12 1 0

(x- I)(x-3)(x-2)

(x + l)(x - 1)(x + 2)(x - 2)

(x - 3) (1 - 3) 2
= Lim = _ - -- _
X-, (x + 1)(x + 2) (1 + l)(1 +2) 6 3

d)
Lím

x3- I 1 -1
_

0

X-I x3- 1 13- 1 0

Lim (x-
1)(x'+x3+x2+x+ 1)

x-I (x - 1)(x2 + x + 1)

= Lím
?' • l3 + 12 - - 1XXXX

r- 1 12 + 1 -2x -x

Lím
x-3

X- 1 1- 1 0

=Lím (x+l)(x-1)

x2 + x - 6

x2-3x+2

x2 -1x+12 32-7.3+12 0

x2 - 9

22+2-6 0

22 + 3.2 + 2 0

El límite es Algebraico , porque la Función cuyo límite se
calcula es Func can Algebraica. Al reemplazar se obtiene
una Indetermiración (La variable tiende a 1 por tanto en
lugar de x se remplaza 1).

Factorizando , ya que se tienen Expresiones desarrolladas.
Simplificando factores iguales.

Reemplazando . se obtiene el resultado.

5

32 - 9 0

Lím (x - 3) (x - 4)

x-3 (x+3)(x-3)

Lím (x - 4) _ 3 - 4

X-3 (x + 3) 3 + 3

Al reemp lazar se presenta una Indeterminación

Factorizando, tanto el numerador como el deno-
minador. (Por el Método del Trinomio).

Simplificando factores iguales.

Reemplazando, se obtiene el resultado del Limite.

indeterminación

Factorizando (Por el Método del Trino-
cnio y por Diferencia de Cuadrados)

Simplificando

Reemplazando.

6

Lím x3-6x2+1Ix- 6 - 13-6.12+11.1 -6 = 0

x-I x4 - 5x2 + 4 l° - 5.12 + 4 0

Indeterminación

Factorización por Ruffini.

Simplificando

Reemplazando se obtiene el
resultado.

5

3

Indeterminación

Factorizando (Por diver-
sos Métodos)

Simplificando y reem-
plazando. se obtiene el
resultado final.



a)

b)

c)

Resolver los siguientes Límites Algebraicos:

Lím
X-0

Lím
x- 2

(I+x)2-I (I+0)2-1 0

x 0 0

Lím
X-0

Lím
X-0

Lím
X-0

Lím
X-0

12+2x+x2 - 1

2x+x2

x

x

x(2 + x)

x

(2 + x) = 2 +0 = 0

(x- 1)^ - 1 = (2 - I)3.- 1 0

x-2 2-2 0

= Lím
x-2

= Lím
x-2

= Lím
x-2

x3-3x2+3x- 1 - 1

x-2

(x - 2)(x2 - x + 1)

x-2

(x2-x+I) = 22-2+1

Indeterminación. Recordando la Regla que
expresa: Lo desarrollado debe factorizarse y lo
factorizado debe desarrollarse.

En este caso al observarse una expresión factori-
zada (El cuadrado de una suma), se desarrolla
ese Cuadrado de una suma, por su clásica regla,
luego simplificando.

Factorizando y simplificando con el denominador
se logra una Expresión simplificada, reemplazan-
do la variable por el valor al que tiende, se obtie-
ne el límite.

=3

Indeterminación

Desarrollando el cubo por Producto
Notable conocido.

Simplificando. '

Factorizando el numerador (Por la
Regla de Ruffini)

Simplificando y reemplazando.

Lím (3 + x)" - 3" _ (3 0)" - 3" = 0
x-o x 0 0

3" + 3"-ix n(n - I) 3n-2x2 +... +
= Lím

X -0

1! 2!

x

-13n - 'x + n(n - I)3"-2x2 +... +xn
l! 2!

= Lím
X-0

= Lím
x-0

x

3n - 1 + n(n 1)x(^ 2 i

x

x n - 3"

"-2x + ... + xn - 1)

= Lím (n 3n_, + n(n- I)3n-2x+...+x"

X-0 1! 2!

-
-13 n _ , + n(n - I) 3n-2.0 +...+ 0"-' = n 3"-' = n 3n-
l! 2! I!

d)
Lím
r -0

(x + 3)(x 2) - (x I)(x + 6) - (0 + 3)(0 + 2) - (0 + I)(0 + 6) 0

(x + 2)(x 4) - (x 1)(x + 8) (0 + 2)(0 + 4) - (0 + I)(0 + 8) 0

= Lím (x 2 + Sx + 6) - (x 2 + 7x + 6)

x-o (x2 +6x+8) - (x2 +9x+8)

= Lím -2x = Lím 2 = 2
x-o -3x r-o 3 3

Indeterminación

Desarrollando por
el Binomio de
Newton.

Simplificando el.
primer y último
términos

Factorizando: x

Simplificando x
entre el numerador
y denominador.

Indeterminación.

Desarrollando y
simplificando.

El Límite de una -
constante. es
igual a la misma
constante.



Calcular los siguientes límites Algebraicos:

a)
Lím
X-1

1 -x 1 - 1 0

1 -^x- 1 -r1 0

Lím
Y-I

Lím
x-

Lím
x-

yx - _ = Ya F = 0

x-a a-a 0

Lím (1 +rx) = 1 +i = 1 + 1 = 2

b)

c)

Lím
x- a

= Um
x-a

I-x 1

(1

a
-= Lím = Lím x - a

Indeterminación. Por tratarse de un límite
con Radicales, se debe racionalizar.

Para racionalizar el denominador (Donde
está el radical), se multiplica y divide por el
Conjugado de ese denominador.

Se aplica el producto notable: El Producto
de una Diferencia por una Suma es igual a la
Diferencia de cuadrados.

El cuadrado simplifica a la raíz.

Simplificando factores iguales del nume-
rador y denominador y reemplazando.

fi - Va Y Ya

x - ar

2 2

x-a (x - a)(^X ^a-) x- a

= Lím
x-a

(x - a)(V + ra)

1 1 1

x+4-3 = s+4-3 = 0

x-S 5-5 0

x=Lím +4-3 x+43

Y-s x- 5 x +4 3
2 2

Lím x + 4 - 3 = Lím
x- 3 (x-5)(x+4+3) x-s

x-5

Indeterminación. Racionalizando
el numerador (Donde se encuen-
tran los Radicales)

Simplificando. se llega a Diferen-
cia de cuadrados, que elimina los
Radicales.

Simplificando factores iguales en
el numerador y denominador

Reemplazando se llega al resul-
tado del límite.

Indeterminación. Ra-
cionalizando.

Diferencia de cuadra-
dos en el numerador,
simplificando

Simplificando factores
iguales del numerador
y denominador.

Reemplazando, queda
calculado el límite.

(x-5)(x+4+3)

= Lím 1 1 = 1
z-s X+4+3 5+4+3

d) 3 5+x 3- 5 +4 = 0

1 5-x 1 5-4 0

=Lím 3 S+x 3+ 5

Y- 4

Lín.
Y- 4

= Lím
Y- 4

1 - S-z 3 5+x

2 - S 23 1 +V^ x

12 x2 3 x

4-x 1 5

-(4 -x) 3 , S +z

3 5 -4 6 3

3+3 6

+ 5 -x

5 -x

Indeterminación

Se tienen Radicales, tanto en el
numerador como denominador.

Se racionaliza tanto el numera-
dor como denominador, por
sus respectivos Conjugados.

Simplificando ordenadamente

Factorizando:- (- 1) en el deno-
minador

Reemplazando.
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Resolver los siguientes límites Algebraicos:

a)

b)

d)

Lím
x-7

Lím
x-2

x-3-2 = 7-3-2 = 0

x2 - 49 72 -49 0

Lím
x-7

= Lím
x-7

= Lím
x-7

Lím
x- 7

x--3-2 x-32

x2-49 x-32

(x-3)2-22

(x2-49)(x3+2)

Lím
x- 2

Lím
x-2

Lím
x-2

Lím
x-0

u°- I =Lím u3-1

(x+7)(x-7)(x-3+2)

1 1 I

(x + 7) (x--3 + 2)

x- 3x-2 2- 3.2-2 0

2x - Sx + 6 2-2 - 5.2 + 6 0

(7 + 7) (7--3 + 2) 56

3x-2 2x+ 5x+6

3x-2 2x+ 5x+6

2x+ Sx+6

x + F377 2

x- 3x-2 x+

2x- Sx-6 x+

x2-(2)2

(2x)2 - (5x + 6)2

(x- 1)(x-2) 2x+ 5x+6

(x-2)(4x+3) x+ 3x-2

(2 - 1 ) 2.2 5.2 + 6 2

(4.2 + 3) 2 + 3.2 - 2 II

I +x - I I +0 - 1 0

3
I+x-1 3I+o-1 0V

Lím
u-1

Um
u-1

Lím
u-1

x-7

u -1 u2 - I

(u - I)(u2 + u + 1)

(u-I)(u+1)

u2+u+1 12+1 +1 3

u+ I 1+ 1 2

Lím
x-O

x- +x = 1+0 4 I+0 = 0

x 0 0

4 - 4 u4

= Lím
u

= Lím
u4-1 u-I

u
= Lím

u3+u2+u

Indeterminación

Racionalizando la
raíz del numerador,
multiplicando y
dividiendo por su
conjugado.

Simplificando en el
numerador

Simplificando y fac-
torizando en el de-
nominador.

Indeterminación

Racionalizando tanto
el numerador como
denominador. se mul-
tiplica y divide por
conjugados en cada
caso.

Simplificando
ordenadamente

Factorizando el I «
cociente

Simplificando y
reemplazando.

Indeterminación, como la expresión
entre raíces es la misma. conviene efec-
tuar un Cambio de variable:

u6 = 1 +x Si:x-0 u-1

Toda vez que se realiza un Cambio de
variable hay que calcular el valor al que
tiende la nueva variable. reemplazando
precisamente en el cambio efectuado.
Simplificando y eliminando raíces.

Se eligió: u° porque así se simplifican las
raíces cuadrada y cúbica.

u(u - 1)

(u - I)(u3 +u2 +u + 1)

I I

I3.12.1+1 4

Indeterminación
Aplicando un Cambio
de variable:

u4=x+ 1

Si: x-0 u- 1

Simrlificando y
factcrizando.
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i^=^3^•"^' Resolver los si guientes Límites Algebraicos:

a) x - 8
Lfm
X-8

3
Y -2

= Lím
x-8

= Lím
x- 8

= Lím
X- a

b)

c)

X - 8 3x2 + 3x-2 +2 2

3 2 3 x 2 + 3, -xx 2+ 2 2

(x-8)(3x2 +3^x 2+ 22)

3x3 23

(x - 8)(3 x 2 + 3
x

2 + 22)

x - 8

3 + / 2 + 22 =(3x2 + 3J 2 + 22) = 82

Indeterminación.

Ya que la Raíz es cúbica, se ra-
cionaliza por el producto:
a 3 - b 3 = (a -b)(a2 +ab +b2)

El Conjugado es el 2 °o factor,
tomando:

3
a = b = 2

Al multiplicar la expresión con
raíz cúbica por 3ú conjugado,
queda una Diferencia de cubos,
lo que elimina la raíz cúbica.

12 Simplificando y reemplazando.

Lím sV -
s^a- s^ s^'a 0

r x-a a-a 0

Lím
x_6 x-6 6-6 0

Lím
X- a

= Lim
x-a

8 - 8 - 0

8 -2
0

s

Vx

1

sa4 + sa3 ^ + s al sal + ^a3 + sa4 5 sa4

x+3 - x-2 - x-5 6+3 - 6-2 - 6-5

= Lím
X-6

= Lím
x-6

= Lím
x-6

= Lím
r-6

Lím
r-6

(fi--3 - x-2) - x-5 (x+3 - x-2) + x-5

x-6 (x+3 x-2) x-5

(fi --3 - x-2)2 - (x-5)2
= Lím

(x - 6) (x+3 - x-2 + x-5) x-6

El 2°o factor del pro-
ducto anterior se
constituye en el
conjugado.

Multiplicando y divi-
diendo por el conju-
gado para raíz quinta.

Simplificando.

Por existir tres raíces cua-
dradas en el numerador,
se racionalizará dos veces.

Agrupando y operando
como con dos Raíces

x + 6 -2 (x+3)(x-2)

(x-6)( x+3 - x-2 + x-S)

(x . 6) - (2 (x + 3)(x - 2)) (x + 6) + (2 (x + 3)(x -2»

(x - 6)(x+3 - x-2 + x-S) (x+6) +(2 (x+3)(x-2))

(x + 6)2 - (2 (x + 3)(x - 2))2

(x-6)(x+3- x-2 x-5)(x-6+2 (x+3)(x-2))

-(3x + 10)(x - 6)

(x-6)( x+3 - x-2 + x-5)(x+6 +2 (x+3)(x-2))

-(3-6 10) 7

(6- 3 - -6- 2 • 6--S) (6 * 6 - 2 (6 * 3)(6 - 2))

Considerando el producto conocido:

ps -q5 = (p -q)(p4 +p3q +p2g2 +pq3 +q4)
s s

Tomando : p = Tx : q =

sr x4+x3^+ x2a2+fsa3+sa4

a s x4 + 5x3 a + x2 a 2 + Sr s a 3 + a 4

sxs - sas }^ s
T7

12
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INDETERMINACIONES DE LA FORMA Oo/oo

Para resolver límites Algebraicos que presenten Indeterminaciones de la Forma : co/o ; se debe dividir tanto el
numerador como denominador , entre la potencia de mayor grado.

^S 9 Lím 2x+3 =
2-oo+3 - co+3

x_- x -I oo-I

2x + 3

= Lím X = Lírrl
Y- -

= Lím
x-- 1

Para resolver este tipo de límites en realidad se hacen manipulaciones algebraicas en procura llegar a
expresiones de la forma a/- , es decir un número cualquiera entre cuyo resultado es cero.

x-- 7X3 + 1

X - I x_- X 1

x x

2
3 3
+- /+-
x co

= Lím

2 + 0 2 = 2

Luego de simplificar cada fracción. se reemplaza
la variable por: co, Se obtiene así el resultado

I-0 1 final.

1

X

5=Z4 Resolver los siguientes Límites Algebraicos:

a)
Lím

4x2+Sx+ 1 4.002+5.oo+1

x-- 7x3 + 1

x3

14 5
-+-+ -

002 w3

2x

x
+

m

= Um

3

x

x- -

En el reemplazo directo, queda una Indetermi
nación de la forma: coco

Observando tanto al numerador como denomi-
nador, se concluye que el mayor grado existen-
te para: x es de 1.

Entonces tanto el numerador como denomina-
dor se divide entre: x

Distribuyendo numeradores sobre denomina-
dores, aplicando la Propiedad algebraica:

a + b _ a b

C b + C

4 5 1-+-+-
x X2 X3

0+0+0

17 +-
w

b)

x4

x--

+ 3

x4

1 9
- + ^-

x2 x'

Indeterminación de la for-
ma: co/co

Por tratarse de un límite
Algebraico, se debe dividir
entre la Potencia de ma-
yor grado.

La potencia de mayor gra-
do es: x3

Dividiendo tanto el nume-
rador como denominador
entre esta potencia.

La Indeterminación es
de la forma: co/co

La potencia de mayor
grado en toda la Fun-
ción es: x'

Dividiendo entre esa
potencia de mayor
grado.

x2 + 9
= Lfm

x4

7 +0

co

3

6x' + 5x2 + 3 6.004 + 5.002 + 3

x2+9 W2+9

6x4+5x2+3

6 5 + 3

002 m4

9

I - ^

6-0+0

0-0

0 =O
7

6 + 5

x
=

2
Lím

6 Simplificando.

0

M2 m



Resolver los siguientes limites Algebraicos:

a) 3

Lím x1 + 1
x+1

= Lím
x_-

= Lím
X3

= Lím

I I

x-- x + I x--

x

1 +0 1

3 I I

+ .3 = 3 0+ 0= 0= 0
+

00

b)

x

X

x

= Lím
x--

= Lím

xa

(7x + 2)8

x8

2x + 3)5 (4x + l 3

X x

r-- ( 7x + 2,8

x

(2 + 3)1 (4 + -1)'

(7 + 2

c)

3^

-+_-
x. x3

1+1

X

Lím (2x + 3)5 (4x + 1 )3 _ (2- + 3)5(40 + j)3 0

(7x + 2)8 (7oe + 2)8 00

(2x + 3)5(4x + 1)3

Lím
3r" + 2x"

x-- 3'*2x

3-•. + 2-•i

x
Reemplazan-
do y simplifi-

(2 + 0) (4 + 0)' _ 25 4' cando.

(7 + 0)s 78

3- + 2-

3x•T + 2x•I 2 x"

3r"
= Lím = Lím

Y + 2x
x- -

3x"

x 1

3

Indeterminación de la forma: co/co

Dividiendo tanto el numerador como
denominador , entre la Potencia de ma-
yor grado: x

Nótese que la Potencia absoluta en el
numerador, sería de:.,¿"

Introduciendo : x como x3 dentro de la
Raíz cúbica.

Simplificando dentro de la Raíz, del
numerador y en el denominador.

Reemplazando luego , se obtiene el
resultado del Límite.

Es conveniente destacar que en este
Tipo de Indeterminaciones , lo que se
procura es que el 00 pase a dividir, para
así obtener ceros.

(2x + 3)5 (4x + 1

x5 x3
= Lím

x- -
(7x + 2)a

x8

(2 + 3 )5 (4 + I )3

Indetermina-
ción.

3
La potencia
de mayor gra-
do, se distri-
buye adecua-
damente para
cada binomio.

X x Simplicando
= Lím dentro de ca-

(7 + ?) da binomio.

+

2 -1

3 = 1 + 0 = 3
1 1 (2)- I 1

03 3 3 3 3

Indeterminación

Dividiendo entre la expresión
de mayor grado que es' 3x"
(Tanto el numerador como de-
nominador)

Simplificando, reemplazando

Tome en cuenta que un núme-
ro menor a cero (Como 2/3)
elevado a infinito es igual a
cero.
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INDETERMINACIONES DE LA FORMA - -

Para resolver Límites Algebraicos , que presentan una Indeterminación de la Forma : : Es conveniente agrupar
los términos que producen la Indeterminación , mediante procedimientos algebraicos de Suma . Factorización,
etc.

E15-lo Lím (x2-5x) _eoZ - S-- =
x--

526'

=Límx(x-5)
x-•

= ^ (co - 5) _ co (cc) _ co

Resolver los siguientes límites Algebraicos:

Lím
x- 1

( 1

x-1

a)

(x + 1) - 2

(x+l)(x-1)
Lím
X- 1

2 1 - 2 1_2

-I) I -1 12-1 0 0x2

Lím
x- 1

x-1

El reemplazo directo presenta una Indeterminación
de la Forma: - --

Factorizando y luego reemplazando , se llega al
resultado del límite-

= Lím
1

Indeterminación

Efectuando la Suma de fraccio-
nes.

(x+l)(x-1) x-1 x+l

I I

1 + 1 2

b) ( x +I -Yx) eo +I -V°° oo -

= Lím (x+I -^X- ) x*1 +Vx
r x +ix

'
X

z= Lím= Lím x+ 2
x+I + r x+1 +i

c) Lím (x2+Sx*6 - x) = oo2+S • -+6 - _ _ -^

= Um (x2+5x+6 -x) x2+Sx*6 +x

x-" x2+5x-6+x

2
= Lím x2+5x+6 -x2 =Lím Sx+6

x-" x2+Sx+6 +x x2+Sx+6 +x

Sx+6 5 6

= Lím
x- - x2-5x+6 +x

x

5 + 6-

S + 6 + I
04 M2

Lím
x--

5 +C 5

1-1 0 - j' + 1 2

Simplificando en el numerador
luego simplificando los factores
iguales del numerador y denomi-
nador.

Reemplazando.

Indeterminación

Debido a la presencia de Radi-
cales , es conveniente racionali-
zar.

Simplificando luego , la Diferen-
cia de cuadrados (Que elimina
la raíz)

Reemplazando.

Indeterminación

la presencia del radical su-
giere el procedimiento de
racionalización.

Simplificando.

Dividiendo tanto el nume-
rador como denominador
entre la potencia de mayor
grado (x)
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Los Límites Exponenciales son límites de Funciones Exponenciales . Sus Indeterminaciones se resuel ven por el
siguiente Teorema:

Lím (1 +
X-0

li
Iti'

1

En el reemplazo directo el anterior límite es Indeterminado, sin embargo recurriendo a artificios algebraicos
(Binomio de Newton). puede obtenerse el típico desarrollo del Número Natural: e

Lm (I + x) x = 1 + - + - + L + ... = 2.71828 1 ... = e
x-o 1 ! 2! 3!

Ei 5- I I

5-27

a)

2 z

x)x = (I + 0)° = I"

i i

= Lím (1 + x);
X-0

= [e]2 = e2

Í Íi é I 1
2

i
a

I^^; i flf^i1

Indeterminación de la Forma: I"

Reordenandoel exponente, para sí expresar el Límite dado,
como una forma del límite anterior: e (Teorema T5-8)

La expresión entre corchetes es: e en el Límite. aplicando
esta forma y simplificando luego, se obtiene el resultado.

Resolver los siguientes límites Exponenciales:

Lim (I + 3x) x = (I + 3-0)0 = I " Indeterminación.
r-0 -)3 Reordenando el exponente. la expresión en el Binomio

= Lím í(1 + 3x) 3x J que suma a: 1 debe también dividir al exponente.

X-0 Así se obtiene la forma de: e. simplificando luego.

_ (e)3 = e3

b)
Lím (1 + 8x) °r = (1 + 8-0)"0 = I-
X-0

c)

d)

e

Ex , = (e)2  = e2Lm [(I + 8x)

X-0

3 3

Lím (I - 5x)x = (I - 5.0)° = I"
r-3

1 3(-S)

= Lím [(1 + 5x})S',
= [e)3( -S)

X-0 l

L^1 (1 + )r = (1 + L) = I"
X m

Lim (1 + u) = e
u•0

Indeterminación.

Reordenando el exponente. llevando a la
forma de: e o del T5-8

=e'

Indeterminación.

Reordenando el exponente (Se
multiplica y se divide entre: -5)

Así se llega a la Forma Ceneral del
Límite de: e

Indeterminación de la Forma:
1" : Efectuando un Cambio
de Variable:

I Si x - m

u X ' _ - 0

Cuando x tiende a infinito . la nueva variable ende a 0
Así se obtiene la Forma de e
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a)

Resolver los siguientes Límites Exponenciales:

I - xx 1 -0 ] -0,Lím
I x i ^ í 1 +0

= Lím (1 - x)x = Lím (I + I-x})
x-G x-0

(1 + x)x (1 + x)x

(e]` = e- 2
e

b) 1 •x I +0

Lím (I + x) (1 + 0) 0 = I"
X-0

Lím (I +x)x = Lím (I +x= • '
x-0 x-0

=e(I+0)=e

c)
Lím
x--

( x )X = ( oo ) = „ - m

x+1 m+1

Indeterminación de la Forma: ¡-

Separando el exponente para el
numerador y denominador.

En el numerador, se ordena el ex-
ponente, para que presente la For-
ma de: e (Si -x está en el binomio, el
mismo -x debe estar en el exponen-
te). En el denominador directamen-
te se aplica la Forma de e.

Indeterminación de la Forma: I"

Descomponiendo el exponente.

Separando en producto de factores.

El primer factor posee la Forma de: e
reemplazando y simplificando.

Indeterminación de la Forma: -/-

Propiedad de Fracciones, el numera-
dor pasa a dividir al denominador.

Distribuyendo exponentes en el
cociente. Note que: V = I

Aplicando la Forma del Límite de: e
(Ver Ej S-27-d) en el denominador.

+ x)

= Lím I = Lím l x = Lfm I
x_. X+ 1 x-• ^x + 1 ¡ x x-- (1 + 1)x

z 1

e

x-1 x2-1 l2-I

x-I

= Lím ( x
- 1 ]

x-t (x+l)(x-l)

-1
=(I+I^

e) 2x 2_

Lím ^llx'^ _ ^l =0
x-- [xJ

z
I i•in=Lím

x_. X

1)
Lím (x - 2)x-' (3 - 2)-3 =
x- 3

= Lím ((u+3] - 2)u
u-0

= Lím (1 - u)° = e
u-0

Indeterminación.

Factorizando el denominador.

Simplificando factores iguales y
reemplazando.

= Lím ( I ]x -
xi x + l

x

= 02 =o

Indeterminación.

En el exponente se dividen tanto el nume-
rador como denominador entre: x

Reemplazando y simplificando el resulta-
do. Note el uso de la Regla para evitar
Indeterminacicnes de la Forma: 00/co

Indeterminación de la Forma : 1-. Efectuando un Cambio

de Variable: u = x- 3 . Si: x - 3
x = u+3 ' u - 0

Cuando x tiende a 3 , la nueva variable u tiende a 0

Reemplazando y ordenando se obtiene la Forma de e
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Otros Límites Exponenciales, se resuelven aplicando el siguiente Teorema:

Para demostrar este Teorema, se aplican los siguientes pasos:

Lím
X-0

X-- X 0 0

Si: aX - 1 = u aX +u

Ln(a X) = Ln(I + u)

xLna = Ln(I +u)

X Ln(I + u)
=

Ln a

Lím a X - I = Lím u
X-o X u-o Ln(1 + u)

Ln a

= Lím
u-0

= Lím
Ln a

U-0

Ln(I +u)u

Lna = Lna = Lna

Ln(e] 1

En el reemplazo directo, se presenta la Indeterminación de la
Forma: 0/0

Efectuando un Cambio de variable.

Para despejar: x se aplican Logaritmos Neperianos a los dos
miembros de la Igualdad.

Note que Si: x - 0 u - 0

Por tanto la nueva variable: u 'también tiende a cero.

Retornando al límite original, con la nueva variable.

Reordenando el limite (Regla del Producto de extremos y
Producto de medios)

Bajando: u al denominador a dividir.

Usando luego la Propiedad de logaritmos, que permite llevar:
u al exponente.

Así se logra que el denominador, posea la forma del límite:
e

El 5-12 Resolver el siguiente límite Exponencial:

3X _ 1

x

a° - 1 0

30 - 1 I-I

0

0

0

Lím 3 -
X -o X

Indeterminación de la forma: 0/0

Aplicando el límite básico antes
demostrado T5-9. tomando: a
=3

5-29

a)

Resolver los siguientes límites Exponenciales:

Lím
X-o

7sX -

x

1 750 - I 0

0 0

X -= Lím (75) 1
X- 0 X

= Ln(75) = 5 Ln 7

b)
U m m 4 - I

40-1 1 -1 0

x- o 2x - 1 20 - 1 1- 1 0

4X-1

Lím x = Ln4
*-0 2x - 1

x

Ln a

1Ln(I+u)
u

Ln 2

Indeterminación

Lím a 1 = Ln a
X-0 x

Reordenando . 75X = (75 )X para así aplicar el limite 144sico del
T5-9.

Considerando que: a = 75

Ln2' = 2

Ln 2

Indeterminación

Para llegar a la forma básica del Limite ante-
rior. se divide tanto el numerüor. corno
denominador entre: x

Aplicando la forma del Límite del . s-; tanto
en el numerador , como denomirac.r



Resolver los siguientes límites Exponenciales:

a) ex- 1
e°- 1 0 Indeterminación

Lím = -

x-0 x 0

=Lne= 1

0 Aplicando el Teorema para límites Exponenciales (T5-9)

b)
Lím
x -0

ex - e' e° - e-°

x-0 x X-0 X
x (e -1)x

Lím e- 1 - Lím - 1
x-0 X x-o X

= Lne - Ln(e -') = Lne + Lne = 2

a° - a° 0

a -a 0

x 0 0 0

= Lím e x - e -x + 1 -. I = Lím e x - I - (e -x - I )

c) Lím a x - a °
x-° x - a

a°'°-a° au-1
Lím = Lím a °
u-0 U u-0 u

d)

e)

- = a°Lna

xx - a° a° - a° 0
Lím = _ -
x - ° x -a a-a 0

= Lím
x-0

= Lím
u-0

u

Lím (u + a)° uu-' + U uu -
2a + u(u- 1 ) uu-3a2 +

...
uau-1 + a - 1

u-0 1! 2! u

(u + a)° °

- (u + a)°
= Lím (u + a)°[(u + a)u - IJ

a l u-0 u

u-0 u

u(uu-1 + U uu - 2 + u(u-1)uu-3a2
+...+- u-1

I! I! ° - I
Um (u + a)° 2! + a
u-° u u

Sumando -y restando 1 en el
numerador , para así tomar
la forma del límite anterior.

Se agrupan las expresiones.
para aplicar el límite básico
de esta forma (Ver T5-9).

Note que: Ln e = 1

Efectuando un Cambio de variable:
u=x-a:x-a=:> u-O

Factorizando a° y reordenando la ex-
presión . Una vez obtenida la forma del
Límite básico, se aplica el Teorema.

Efectuando un Cambio de variable:
u=x-a: x-a u-O

Factorizando (u + a)°, lue-
go desarrollando por el Bi-
nomio de Newton.

+ U U -1 U-I)u-22 U I
uu u a + u a + ... + ua°- + a°

I! 2! II
= Lim (u + a)°

(0 + a)° (O0-1 + 0 00-2a + 0(0 - 1) O°-)a 2 + ... + Oa °-1 + Ln al = a ° Ln a
í I! 2!

1 - 1 0

1-I 0

1 - 1 0

(e 8)x - I (e 2)x - I

e 8x - e 2x + 1- I
= Lím x x

(e 6)x - 1 (e 4)x - 1

e °x - e2x e8.0 - e 2 0
Lím =
x -0

ebx
-

e 4x
e6.0 - e4-0

e6x - e4x + 1 - 1 x-0

Ln(e8) - Ln(e2) = 8 - 2

Ln(e6) - Ln(e4) 6 - 4

Inc`ztermi:ración. Buscando la Forma
general del límite del TS-9

Sumando restando 1 tanto en el
numerador como denominador.

Dividiendo entre x, tanto al r mera
dor como denominador.

Se agrupan las expresior para
aplicar el Límite básico de e__- forma

(T5-9).
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LÍMITES LOGARÍTMICOS

Son límites de Funciones Logarítmicas , cuyas ¡ ndeterminaciones , se resuelven aplicando las clásicas Propiedades
de los Logaritmos y las Reglas de los límites Exponenciales.

E'I 5-13 Resolver los siguientes límites Logarítmicos:

Lím Ln(x + 1) - Ln x = Ln(oo + 1) - Ln m _ w
x_-

Resolver los siguientes límites Logarítmicos:

00

a) Lím Ln(I + x) = Ln(I + 0) = 0

x-O X 0 0

= Lím Ln(I + x) = Lím Ln (1 + X) _
1

X -0 X x -0

= Ln e = 1

b) Lím x - 1
X-1 Ln x

c)

= Lím
x--

= Lím
x--

1 - 1 = 0

Ln 1 0

= Lím
u-O

= Lím
u-O

= Lím Ln(x + 1) = Lím Ln(I +
x-- x x--

= Ln(I + 1) = Ln(I + 0) = 0

u

Ln(l + u)

1 = Lím

Ln(1 + u )
uu Ln[(I + u)u]

Ln e 1

Lím Ln(
I + 6x) = Ln ( I + 6-) = Ln co _

x-- Ln(I + 3x ) Ln(1 + 3-) Ln

Ln 6x(1 + 1 )

= Lím 6x

x_- Ln 3x(1 L )+

ea

3x

Ln 6x + Ln(I + )
6x

= Lím

Ln 3x + Ln(1 + ! x--

Indeterminación

Por Propiedad del Logaritmo de un co-
ciente.

Simplificando el cociente y reemplazan-
do.

Indeterminación

Reordenando la expresión dada.

Usando la Propiedad del logaritmo de
una potencia.

La expresión entre corchetes es: e

Indeterminación

Efectuando el Cambio de variable:

u =X-1 , x- 1 = u-0

Se efectúa este cambio buscando la
forma del límite de: e (Donde su va-
riable tiende a cero)

La expresión entre corchetes es: e

Indeterminación.

Factorizando dentro de cada binomio

x Ln 6 + Ln(I + )
6x

xLn3 - Ln(I + 1 )
3x3x

Ln(I+ 1 )

Ln 6 + 6x Ln 6 +
x

Ln 3 -

Ln(I - 1 )
3x

x

Ln(I + 1 )

ea

Ln(I + )

Ln 3 +
m

m

Ln ó

Ln 3

Usando Pro-
piedades de
Logaritmos.

Dividiendo tanto
al numerador
como denomina-
dor entre x.

Simplificando y
reemplazando
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¡Vi UHOMI 1 11
Los Límites Trigonométricos, son aquellos límites de Funciones Trigonométricas, cuyas Indeterminaciones, se
resuelven usando el Teorema:

lÍi11

> ICosxI

Se demuestra el Teorema TS-10: Lím Sen x = 1

X- 0 X

ti

'd

Efectuando la construcción geométrica adjunta , El Radio de
la Circunferencia es: 1 (x en Radianes)

Se cumple la Desigualdad:

AC<AD<DB

ISenx1 < Ix1 < Tanx1

< x <

^Senxl ICosxl

1 Sen x
1 >

Lím 1 >

x

b

Por la gráfica

Por Trigono-
metría.

Dividiendo en-
tre lSen xI

Invirtiendo

Lím I Sen x > Lím ICos x1
X-0 X-0 X X-0

Sen x1 >Lím1 J> I
X-0

Para que se cumpla la relación , a su vez
debe cumplirse que:

necesariamente

Lím Sen x

x-o x

Ei 5-14 Se resuelve el Límite Trigonométrico : Lím Sen x

x-0 2x

Lím Sen x = Sen 0 = 0 Indeterminación.
x-o 2x 2.0 0

= Lím
x-0

Por tratarse de un limite Trigonométrico se lleva ala Forma del
(SeX Límite básico de los límites Trigonométricos T5- 10.

2 Separando la constante 2 del denominador. La expresión entre
= 1 (1) = 1 paréntesis según el Límite básico es 1.
2 2

5- Resolver los siguientes límites Trigonométricos

a) Lím Sen 5x _ Sen 5.0 = 0

x_0 X 0 0

= Lím (Sen Sx) 5

X-0 Sx

(1) 5 = 5

Indeterminación , se debe llevar a la Forma de- T5-10

Como no es posible sacar el 5 de la Expresión de: Sen. Para lograr
la Forma del límite requerida , se multiplica y divide la fracción
por: 5, de esa manera lo mismo que actúa como á ngL!c queda
dividiendo.

la expresión entre paréntesis es: 1 en el límite.

b) Lím x Sen I = m Sen Sen 0 = 0
x- _ x o0

= Um 1 Sen u
,-o u

= Lírn
M- 7

Sen u

u
= 1

Indeterminación . Efectuando el Cambio de variable:

U = 1 Si: x - u - 0-
X

Así se obtiene la forma básica de los Límites Trigo-

nométricos. vista en el TS- 10



Resolver los siguientes límites Trigonométricos:

Lím Sen 8x = Sen 8.0 = 0

x_o Sen 2x Sen Z-0 0
Sen 8x Sen 8x) 8

a)

= Lím
x

= Lím
x-0

Buscando llevar el límite a la Forma básica de

los LímitesTfigonometricos del Teorema T5.10:
se divide tanto el numerador como denomina-
dor entre: x

Luego se multiplica y divide por constantes.
que permitan expresar tanto al numerador
como denominador en la Forma del Límite del
T5-10

x - o Sen 2x

x

(l)$ = 4
(1) 2

Sen 7x + Sen Sx
b) Lím

x-0 Sen 3x + x Sen 3.0 + 0 0 + 0 0

Sen 7x + Sen Sx (Sen 7x) 7 + (Sen 5x

Las expresiones entre paréntesis son 1. Reem-
plazando y simplificando.

Sen 7-0 + Sen 5 .0 . 0 + 0 0

= Lím
x-0

x

Sen 3x + x

8x

(Sen 2x)2

2x

= Lím
x-0

7x 5x

(Sen3x)3 + 1

x 3x

(I)7 + (1)5

(1)3 + 1

Aresen x Aresen 0 0
c) Lím

=Lím u = I
u - o Senu

d) Lím Tan x = Tan 0 = 0

r - o X 0 0

Sen x

= Lím Cos x
x - o X

e)
Lim
x-0

=3

Dividiendo el nu-
merador y deno-
minador entre: x

Multiplicando y
dividiendo por
constantes,. para
luego aplicar el
Límite básico.-

Efectuando el Cambio de variable:

u = Aresen x Sen u = x Si: x-0 = u-0

De esa manera se logra la forma del límite básico de las
Trigonométricas (No afecta el que se encuentre invertido)

Indeterminación

Llevando la Función Tan a términos-de Sen:
usando relaciones trigonométricas

= Lím (Sen x) I

x-0 x Cosx

1- Cosx I- Coso 1 - 1 0

x 0 0 0

Reordenando

Reemplazando y aplicando el T5-10

12 - cos 2x
= Lim

1 - Cosx 1 - Cosx Un

x-o x 1 - Cosx x_O x(1 Cosx)

Lím Sen 2x _ Lím
(Sen x) Sen x

x_o x(l + Cosx) ;_o x 1 + Cosx

=(1) Seno =(1) 0 =0

1 +Cosx 1 + 1

I) 1 im Cos x _ Cos 0 = 1 =
o0

< - o x 0 0

Indeterminación

Se multiplica tanto al nu-
merador como denomina-
dor por : 1 + Cos x. para as¡
obtener una Identidad tri-
gonométrica . que permite
llevar a la forma del Límite
básico.

Reordenando, se llega al
resultado final.

Reemplazando directamente. no se obtiene Indeterminación

alguna . por tanto queda ya calculado el Límite.
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Resolver el Límite Trigonométrico:

Lím Tan x - Sen x = Tan 0 - Sen 0 = 0

X- 0 X 3 03 0

Sen x - Sen x

= Lím Cosx = Lím Sen x - Cos x Sen x

x-0 X3 X-0 x3COSX

= Lím
x-0

= Lím
x- 0

= Lím
x- 0

Indeterminación

Usando: Tan x = Sen
x/Cos x

Efectuando operacio-
nes y simplificaciones.

Multiplicando, divi-
diendo: (I + Cos x),
para así llegar a una
Identidad.

Por Diferencia de Cua-
drados y por Identidad
Trigonométrica , se lle-
ga a: Sen2x

Reordenado para apli-
car el límite del T5-10- (I)(I)(I) Cos0(I +Cos0) 2

Ei 5-15 Se resuelve 'un Límite Trigonométrico con variable que tiende a un valor diferente de cero.

Lím
x- n

Sen x

x - n

Sen x(1 - Cosx) 1 + Cos x

x 3 Cosx 1 + Cos x

Sen X(12 - Cos 2x)
= Lím

Sen x (Sen 2x)

x3Cosx(I + Cosx) x-0 x3Cosx(l + Cosx)

(Sen x)(Sen x)(Sen x) 1
x x x Cos x (1 + Cos x)

Sen n 0

n - n 0

= Lím
u-0

Lím
u-0

Lím
u-0

= Lím
u-0

s` 5

Sen(u + n)

u

Sen u Cos n + Sen n Cos u

u

Sen u (-1) + (0) Cos u

u

(Sen u

u

Resolver el Límite Trigonométrico:

Lím
x-1

Cos n- x
2

1 -x

Cos - l
2 0

I - 1 0

Indeterminación.

Como la variable no tiende a cero, antes de
cualquier otro procedimiento, se debe efectuar
un Cambio de variable. de manera que la nueva
variable si tienda a cero.

Efectuando el Cambio de variable: u = x - n
Por tanto Si: x - n u - 0

Desarrollando el Seno de una Suma. Simplifi-
cando de acuerdo a valores conocidos:
Cos n = -1 : Sen n = 0: Aplicando al límite
del TS-10.

Cos n (I -u) Cos(n - r Tu )
Lím 2 = Lím

2 2

M-0 u u-0 u

Cos n Cos nu + Sen n Sen nu

Lím
u-0

= Lím
u-0

2 2 2 2

u

(0) Cos nu + (I) Sen nu
2 2

u
= Lím

u-0

2

Efectuando el Cambio de va-
riable: u = 1 - x
Si: x -- 1 u - 0

Ordenando la expresión afec-
tada por Coseno

Desarrollando el Coseno de
una diferencia.

Simplificando por valores co-
nocidos:

Ti Ti
Cos- = O : Sen- = I
2 2

Ordenando (Multiplicando y
dividiendo por n/2) de mane-
ra que se aplique el Limite del
TS-10
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Resolver los siguientes límites Trigonométricos:

a) Lím
Sen x - Sen a Sen a - Sen a

X-0 x - a

= Lím

a -a

Sen(u + a) - Sen a

u-0 u

= Lím
Sen u Cos a + Sena Cos u - Sen a

u-o U

= Lím
u-0

Sen u Cos a - Sen a(¡ - Cos u)

u

= Lím ( Sen u) Cosa - Sena (I - Cos u )
u-0 u u

_ (l)Cosa - Sena (0) = Cosa

b)

Lím(1 -x)Tan nx = (I - I)Tann 1 - 0•_
2 2

= Lím u Tan n (I - u) = Lím u
u-0 2 u-0

n nu
Sen(- - 2

n TTU
Cos(- )

- 2

Sen n Cos u - Sen u TiCos
2 2 2 2

u

Cos n Cos nu - Sen 11 Sen ^u
2 2 .:2 2

nu u (0) u Cos -- Sen n(1)Cos
= Lím u 2 2 = Lím

Indeterminación

Para llevar a la Forma del Límite
básico, se precisa de un Cambio
de variable: u = x - a

Si: x-a - u-0

Note que la nueva variable u tien-
de a cero.

Reordenando y aplicando los
resultados obtenidos en: T5-10
P-5-33-e

Indeterminación

nu

2

u-o nu nu u-o nu
(0) Cos - + (1)Sen - Sen -
2 2 2

nu nu
- Cos -

Cos0 22 2 -(1)

nu n rT n
Sen - - -
2 ) 2 2

c) Lím Sen Ex = Sen Ti 1 = Sen n 0

-1 0

= Lím
x-i

= Lím
u-0

= Lím
u-0

Sen nx 1 + f _ Lím Sen nx

I-^x 1+ y _- ^ 1- x

Sen n(I - u) (1 + 1 - u)

u

Sen n Cos nu - Sen rru Cosn 0 + u)

u

Lím Sen nu (1 + 1
--u) = Lím (Sen rru)rT(1 + 1 u)

u -o u u -0 nu

_ (I)rr(I 1 -0) = 2n

Por tratarse de un Lí-
mite Trigonométrico.
se debe llevar a la For-
ma básica.

Previamente se hace
un Cambio de variable:
u=1-x Si:x- l
u-0

Ya que en el Límite
básico, la variable tien-
de a cero.

Reemplazando y desa-
rroliando las Funciones
Seno y Coseno.
reemplazando luego
los valores conocidos.

Se multiplica y divide
por: rT/2 - así se llega
al límite básico.

Indeterminación

Racionalizando la Expre-
sión del denominador

Buscando que la variable
tienca a cero. Se efectúa
un Cambio de variable:

u = I x Si: x-1 au-0

Reerrplazando. desa-
rrollardo y simplificando.

Luego se aplica la forma
del L mite básico oe !os
Trigonométricos
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5'=37

a)

b)

Resolver los siguientes límites Trigonométricos:

1 Indeterminación

Llevando a la forma del límite de: e (fS-8
Límite básico de los Exponenciales)

En el exponente se conforma el Límite del TS-
10. Límite básico de los límites Trigonométri-
cos.

Lím (1 + Sen x) x = (1 + Sen 0) ° = I'
X-0

Sen x=Lím [(I +Senx)
X-0

=[el(') = e

Indeterminación
Lím (Cos x) (Cos 0) ° = 1
X-0

= Lím
x-0

(1 - Sen zx) z

Sen x

x

Lím
x-o

Por Trigonometría, relación de Cos x

Simplificando el exponente

Desarrollando por Diferencia de cua
1 drados

1

(1 - Sen zx) 2'

= Lfm [(1 + Sen x)(I - Sen x)] 2x
X-0

I

= Lím (1 + Sen x) zx (1 - Sen x) 2x

x-0

Lím
x-0

1 j (Senr 1

[ (1
x-1

= Lím [(I + Sen x) S 1 2 + (-Sen x) j S"
(

x z

X-0

(II 1 (11_I I - I

_ (el ',[el z= e l e z= e°_

c)

= Lím
x-0

Sen x -

Por la presencia
de Radicales, se
debe racionalizar
el numerador.

Tras multiplicar y
dividir por el
Conjugado, se
simplifica.

Expresando Tan x
en términos de
Sen x

Reordenando
para buscar la
forma del límite

. Trigonométrico.

Distribuyendo el exponente y apli-
cando límites básicos.

Sen x

Cosx

x-o x( I + Senx I + Tan x) x-0 x( I + Senx + I + Tan x)

I +Senx - I +Tanx - I +Sen0 - I +TanO 0

x 0 0

Lím
I +Senx - I +Tan x I +Senx+ Vr_1 _- Tanx

x -o X I +Senx + I +Tanx

Lím
x-0

( I +Senx)z - (I +Tanx)z

x( I +Senx + I-,Tan x)

= Lím Sen x - Tan x =Lím

(Sen x) Cos x - I

X Cosx( I +Senx+ I +Tanx)

Cos 0 - I

COSO ( 1 +SenO + 1 +Tan0)

d) Lím Senx =Sen
x-- X co

= Lím ! Sen x
x-• X

= Lim 1 Sen 0 Sen
x--

=0

Reordenando. La Función Senx varia entre los
valores de -1 hasta 1, cualquiera de ellos,
multiplicado por cero es cero

No es necesario conocer el va'or de: Sen
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Resolver los siguientes límites de Funciones Hiperbólicas:

a) [_ím Senhx = Senhx = 0

X-o X 0 0 Indeterminación
ex - e-X

= Lim

Usando la definición de la Función Hiperbólica: Senh x en
2 términos de exponenciales (Ver Cap. 11- 18)

x-o X Ordenando la expresión y aplicando los resultados obtenidos

1 e x- e "x en el Límite de: P-5-30-b
= Lím ( )

x-o 2 X

^(2)= 1
2

b) Lím Cosh x - 1 - Cosh 0 - 1 = 0
v2 0 2 0

Lím
x-0

Lím
x-o

Lím
X-o

I I

Cosh 0 + 1 2

Coshx -.1 Coshx + 1
x 2 Coshx + 1 r

Cosh 2x - 1 = Lím Senh 2x

X 2 (Coshx + 1) x-o x 2(Cosh x

(Senhx) (Senhx) 1

x x Coshx + 1

= (1) (1)

c) Lím Tanh x = Tanh ??
X--

x--
ex+e-x e- +e --
ex - e -x e -- e o-'0

= Lím = _

1 - e
_2.'

1 - 0

I e
_2.-

1 +0

ee +0

Indeterminación

Multiplicando, dividiendo por:
Coshx + 1. en el afán de ob-
tener luego la Función: Senh x

Simplificandoy aplicando rela-
ciones de las Funciones Hi-
perbólicas.

Ordenando y aplicando el re-
sultado del anterior inciso.

Usando la definición de la Función
Hiperbólica de: Tanh x

Indeterminación

Factorizando: ex tanto en el nume-
rador como denominador y simpli-
ficando.

) 1 -e -2x
Lím

e X(I -e -2x
Lí= = m

x-- e x(1 + e -2x) x 1+ e -2.-

1

Aresenh 0 0 IndeterminaciónAresenh x
d)

-
Lím
X-0 X 0 0

= Lím
u-O

u

Senh u

e) Lím Senh
x = Senh 0 = 0

X_o Sen x Sen 0 0

= Lím (Senh x) x )

x_a x Sen x

_ (1)(I) = I

Reemplazando y simplificando

Note que: e = = 1 = 0
e-

Efectuando el Cambio de variable:
u = Aresenh x x = Senh u Si: x-0

Aplicando el resultado de P-5-38-a

u-0

Indeterminación. multiplicando y dividiendo por: x, para
ordenar y aplicar los resultados del T5- 10: P-5-38-a

Note que en los Límites de Hiperbólicas. la base para su
resolución es el Límite del inciso a) de este Problema
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Resolver los siguientes límites de Funciones de distinta naturaleza

Y

a)
Lím x m -
x-1 Xn - 1

Im- I - 0

In -I 0

Lím
x-1

= Lím

(x - l)(Xm 1 +xm 2 +...+X + 1)

(X - I)(Xn-I + xn-2 + -- + X + 1)

xm-I + Xm-2 + ... + X +

x_I xn 1 +xn2 +...+X+I'

Im-I + Im-2 +... + 1 +

In-I + In-2 +... + 1 +

V^

b)
+ 3Vx 4Yx -_ Y _- + 3Y + 4

2x +I 2•oo+1

3 4

= Lím

4

F.3

c ) x
Lím x(/ - 1) _ oo(/ I
x--

= Lím

w2N

V

=Lím L(a"-1)
U-0 u

= Lím a u - 1 = Ln a
u-0

d)

u

I

Lím (x+ex)x =(O +e)0 = I"
X-0

n

4

Indeterminación

El límite es Algebraico, por tanto
factorizando. (Por el método de Co-
cientes notables o el de Ruffini)

En el numerador quedan m Términos,
en el denominador n Términos.

Tomando¡' = I

U x2

Indeterminación, Forma 00/00

Como el Límite es Algebraico,
se debe dividir entre la potencia
de mayor grado.

Observando las potencias el
mayor grado, que se observa es
el de: 1 /2

Por tanto dividiendo entre:

Reordenando por Propiedades
de radicales.

Luego reemplazando se obtiene
el resultado final.

Indeterminación

El límite es Exponencial, llevando a la forma del TS-9.
con el Cambio de variable:

u 1=- ; Si: x- => u-0
X

I 1

= Lím ex(I + -x) =Lím e0 + -X )X
X-0 ex x-0 ex

x °+

11

= Lím e (I + - x
1

)
x-0 e x

Indeterminación

El límite es Exponencial. debe
llevarse a la forma del Límite de: e
(r5-8)

Ordenando el exponente. La ex-
presión entre corchetes es e

1

e (e) 1 = e 2

e) 1 ! No existe Indeterminación, por tanto el Límite se calcula
Lím (Sen x) x = (Sen 0)° = 0- = 0 directamente.
x-0
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Resolver los siguientes Límites de Funciones de diversa naturaleza:

tl

Ln(w + m)
= 2 Cos Sen

e.

2 2
= 2 Cos Sen 0 = 2 (Cos o.) 0 = 0

a) Ln x - Ln a Ln a - Ln a 0

b)

L(m
x-a x-a aa 0

Ln(a + u) - ln a
=Lím

u -O U

Ln(a + u)

= Lím a = Um 1 Ln(I + u
u-0 u u-0 u a

1 a J .L

Q
= Um Ln(I + u)° = Um Ln (1 + u)°
u-0 a u-0 a

= Ln (e) Ln e =
a a

=Um
n 2Sen2x - 3Senx + 1

2Sen2n +Sen n - 1
2 Sen 2x + Sen x - 1 6 6

= L(m

u--
2

Indeterminaci6n. los límites básicos poseen
variables que tienden ¿ cero.
Por tanto se debe efectuar
variable, de manera que la
tienda a cero:

un Cambio de
nueva variable

u=x-a:Si: x-a u-0

Se aplica la Propiedad del Logaritmo de un
cociente. Se reordena la posición de: u Se
aplica la Propiedad del logaritmo de potencias.

Reordenando el exponente. de manera que se
lleve a la forma del límite de: e

2(1)2 + 1 I
2 2 0

2Sen2n -3Sen n + 1 2(-)2 -3(1) + 1 - u
6 6

2u2+u-I

2u 2 - 3u + 1

(u + 1) (2u - 1) = Lím

(2u- I)(u-I)-,
2

(1/2) + 1 = -3
(1/2) - 1

2 2

La Indeterminación se resuelve con
el Cambio de variable:

u + I 11
u=Senx x --- => u --

u - I 6 2
El Límite Algebraico que queda. se
resuelve por factorización.

c) Lím Sen[Ln(x + 1)] - Sen [Ln x] = Sen[Ln (- + I )] - Sen[Ln W] = Sen ea - Sen -
x--

Lím 2 Cos Ln(
x + 1) +Lnx

Sen Ln
(x + 1) - Ln x

2 2

Ln(x 1 )

= L(m 2 Cos
Ln (x +) )x Sen x

x_- 2 2

2 Ln(I +!)
= Lím 2 Cos Ln(x + x) Sen X

x__ 2 2

Ln(I + 1

d) xx - I
Lím
._, xLnx

I' -I - 0

ILn1 0

e (Lnx') - I

= Lím = L(m
X-1 (Lnx u-O

e"-I

u

Usando Relaciones Trigonométricas.

Sen A • Sen 8 = 2.Cos A + B • Sen A - B
2 2

Luego simplificando los Logaritmos que
quedan dentro de cada Función Trigono-
métrica.

Indeterminación

Ordenando y aplicando la Identidad

f
=e4,r -

Si: u =Lnxx: x-1 =* u-0

9

9

9

9
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Anteriormente se ha trabajado con los Límites, indicando que: 'x tiende hacia a', sin embargo cabe preguntarse,
de que manera, "x tiende hacia a"

En las Funciones Reales de Variable Real, hay dos modos de acercamiento de: x hacia a

LÍMITE LATERAL DERECHO

Se obtiene , cuando desde un valor ma- Lfm f
yor, x tiende hacia a, su notación es: x-a

LÍMITE LATERAL IZQUIERDO

Se obtiene cuando desde un valor menor.
x tiende hacia a, su notación es:

Lím f^
x-a"

Por el Teorema T5-1 de V-2, el límite para existir debe ser
único. por tanto el Límite existirá si:

Lím f¡x^ = Lím f(x)
x-a' x-a'

a- a a`

Cabe aclarar que: a+, a' son iguales en cuanto a su valor, los exponentes indican únicamente el modo de
acercamiento de: x hacia a.

Algunas operaciones con estas expresiones son:

a' - a - = 0'

a--a' = 0- 0'

E'' 5-16 Se calculan los límites laterales de: Lím 1

x-2 x - 2
Los Límites Laterales respectivamente son:

I 1 1=
Lím
x-2' x - 2 2' - 2 0'

Lím 1 = 1 = = -m

x-2- x-2 2--2 0-

Los límites Laterales son diferentes, por tanto no
existe Límite.

Hallar los Límites laterales de: Lím (6x - x2)
x-4

Lím (6x - x 2) = 6.4' - (4 -)2 = 8
4,

Lím (6x -x2) = 6'4- - (4-)2 = 8
Y-4,

los límites laterales son iguales. por :;nto si existe
Limite cuyo valor es: 8

En la gráfica se nota que Para cualquier r-,do de acerca-
miento. el valor del Límite es el mismo. ya fue en ambos
casos la Función tiende hacia 8.

Y

L

f

0-
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i
^ i 11ANIO

los Límites Especiales, son Límites de Funciones Especiales cuyas Indeterminaciones, se resuelven de acuerdo
a las características de cada Función, sin embargo su adecuado análisis requiere de los límites laterales.

E'i 5-17 Se calcula el Límite de Función Especial Lím x
x- 0

Se calculan los límites Laterales de la Función

Lím I x = Lím (+x) = 0- = 0
x- 0' x- 0'

Lím ]x = Lím (- x) = 0- = 0
x-0 X- 0'

Los Límites Late-
rales son iguales
entre si. por tanto
si existe límite
(De valor: 0)

... ... ..... _ .. ...

5-42

Note en la gráfica que cuando: x tiende por derecha (0*)
se tiene: Ixi = x : cuando tiende por izquierda (0-) se tiene: Ixl = -x

2 x-2-

Hallar: Lím Qx1
z- 2

Calculando límites laterales de la Función Parte
Entera y de acuerdo a características de la Función.

Lím[xD=Lím2=2
x- 2' x- 2 ' Los Límites laterales di-
Lím Qx4 = Lím 1 = 1 fieren. por tanto no exis-

,Y ..... ..... b.......a

....... ..... .......... --..... 6 ......
Il xll = 2

11 x[=
......... y,...... .i...... ......

X

2- 2 2 4
........;........+ ................. .

5---43

5i

x-0'

Hallar: Lím l x l

X-0 x

Calculando los Límites laterales de la Función Signo. de
acuerdo a sus características.

Lím 1 l = Lím (+ x) = Lím 1 = 1
X

te Límite de la Función.

x- 0'

Los límites
Laterales
difieren. No
existe límite
de la Función.

= Lím (-x) = Lím(-1) =-I
x-0' X X- 0'

Hallar' Lím 1 - lxi
x_0 I - x

Calculando Límites Laterales de acuerdo a las
características del Valor Absoluto.

Lím
x- o'

Lím

Lím
r - 0'

Lím
x -o•

1+x

x x-0. 1-x

....... :.......:.......:... ... .......<...... ...... ;...

r2

............:..........

-4 0-,-2

_ .. .. ....... .... ... ....... .

-4

... . . :..... .. ... ... -2.

Y

0"
0 2
- . ... .....................

Y.. ... ... .. .... -.... ..

Los límites Laterales son iguales . por tanto si existe Limite . Note que de acuerdo a sus definiciones.

las Funciones Especiales cambian , de acuerdo a si la tendencia es por izquierda o por derecha.
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La Función ((x) se define como Continua en x = a; si se cumple:

fl
I
j
I 1

Para un análisis práctico de una Función, es conveniente desglosarlo anterior en tres requisitos de Continuidad:

i) ((a) está definida

ii) Existe Lím fax)
x-a

iii)
((a)

= Lím' x)
x-a

[Lím f ix) = Lím (lx)J
x- a x-a

Son gráficas de Funciones Continuas, las siguientes:

El tercer requisito de Continuidad, precisa del cumpli-
miento de los dos primeros.

En ese tercer requisito se basa la Continuidad.

Una Función es Continua, si es Continua para todo: a
ER

- 1\ ...... ....
Son gráficas de Funciones No Continuas (O Discontinuas) las siguientes:

-2 10 2

Una infantil (Pero útil) descripción, expresa que una Función es Continua, si su gráfica puede trazarse de
principio a fin sin levantar el lápiz. Si se presentaran interrupciones y deba levantarse el lápiz, entonces la
Función no es Continua.

1

E Se determina si la Función: f(.) = x2 - 1 es Continua en: x = 2

Para

i)

ii)

x-a

Evidente, existe
el límite

Se cumple la igualdad, entonces al cumplirse todos los requisitos de
Continuidad, la Función es Continua en: x = a = 2

3=3

Se confirma la anterior conclusión, observando la gráfica. que es una curva única sin interrupciones. Se conc!uye
que la Función es Continua, para todos los Reales,

x-a

Lím flx) = Lím (x 2 - I) = 3

indicar si es Continua la Función, deben revisarse los requisitos de Continuidad. en: a = 2

f(a) está definida

f)2) = 22 - 1 = 3 Evidente, Función definida

Existe Lím ((x) calculando límites laterales:

Lím fax) a Lím (x 2 - 1) = 3
x-a' x-2'

fila) = Lím f,x)

1
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Determinar si la Función es Continua en todos los Reales: 3

x-1

5-46

5-47

Verificando si cumple con todos los requisitos:

1) f,,, debe estar definida
3

l)xy = x - 1 No está definida en: x

La Función no está definida para todo: x e R:
entonces no se cumple el Primer requisito.
Luego la Función no es Continua , para todo
XE R

Ya no es necesario revisar los otros requisi-
tos. Exceptuando: x = 1; la Función si es
Continua en los restantes Números Reales.

Determinar si es Continua en todos los Números Reales:

x-a' x - a'

definida en todo a e R

ii) Existe Lím f(x) La Función está definida V x e R
x - a

Lím = Lím QxI = a Los Límites Laterales
x - a• x- a • son diferentes, por

Lím = Lím Qx)I = a - 1 tanto no existe

,)a

i) f,,y está definida

= la] Evidentemente la Función está/

x•3

x=3

Límite de la Función.

Al no cumplirse el segundo requisito, la Función Parte Entera no es Continua. (Esta Función
Continua en todos los Números Reales)

Determinar si la Función es Continua , para todos los Reales : 2x - 1 x * 3

f (x) 6 x = 3
i) f,a) está definida

2x-1

fax) 6

Evidente. Fun
ción definida pa-
ra todo a E R

ii) Existe Lím /,x, Calculando límites Laterales, toman-
do a =-3

Lim = L,m (2x - 1) = 5
x-a- x-3'

f(x) - [x]

... ..:. Y ................ . .....®...,.Q4
Í

( x) ó........... . ..... . ......^...... . ... ...... ... .
a ... .. .. 2..1..... ......... ^.... :.

.. ... ....... .

Lím = Lím (2x - 1) = 5 Límites Laterales ...................2
Iguales . por tanto
el Límite existe

iii) f'a) = Lím l(x)
xa

6.5

2

no es

La igualdad no se cumple, para a = 3; por tanto la Función no es Continua

La Función no es Continua. para todos los Reales. en realidad excepto en: x =
a = 3: la Función es Continua en los restantes Reales.

Para que una Función sea Continua, debe serlo en todos los Números Reales. (Basta que no sea Continua en
un punto, para afirmar que la Función es Discontinua en los Reales). Sin embargo haciendo restricciones :;
excepciones. se pueden tomar ciertos Intervalos, donde la Función sea Continua.

En los anter.cres Problemas. la misma gráfica ya indicaba ciertas conclusiones. que se confirman analíticamente
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TEOREMAS DE FUNCIONES CONTINUAS

Si las Funciones : f(x) : g1x1 son Continuas en x = a

TS- I I) f + g -es Continua en: a T5-13) f g es Continua en: a

TS-12) f - g es Continua en: a T5- 14) f /g es Continua en: a

Estos Teoremas se demuestran utilizando la definición de Continuidad.

DISCONTINUIDADES EVITABLES E INEVITABLES

Si una Función Discontinua puede definirse de otra manera, tal que se convierta en Continua, entonces posee
Discontinuidad Evitable o Removible.

Si una Función Discontinua, no puede definirse de otra manera, tal que se convierta en Continua , entonces posee
Discontinuidad Inevitable o Esencial.

Ej 5-19 Se analiza la Discontinuidad de la Función: x - 1 x * 3
fíx) A x=3

La Función es Discontinua en x = 3. Haciendo que se
cumpla el 3" requisito de Continuidad:

f(a) = Lím fax) 2 Tomando: a = 3
x- a

2

x-1 x*3fíx)_ 2 x=3

Definiendo nuevamente

Por tanto la Discontinui-
dad que presentaba la
Función era Evitable.

Analizar la Discontinuidad de: ( 2x + 1 x s 2

fíxi x-1 x>2

La Función es Discontinua. ya que no cumple el 2°0
requisito de Continuidad en: x = 2

Lím /(x) = Lím (x - 1) = 1 Límites laterales
x-2' x-2' diferentes.

Lím f(x) = Lím (2x +1) = 5 No Existe límite.
x-2' x-2-

La Función no puede definirse de otra manera, para
así convertirse en Continua, su Discontinuidad es Inevitable en: x = 2

5- 9 Analizar la Discontinuidad de la Función: x2 - 16
f,(x)

La Función es Discontinua en x = 4

42 - 16 0 Indeterminación. la Función no
f(4) 4 -4 0 está definida en x = 4.

x-4

x2-16 (x +4)(x-4)
Lím = Lím = Lím (x + 4) = 8
x-4 x-4 x-4 x-4 x-4

Para que la Función sea
Continua, debe definirse

de la siguiente manera:

1x2-16
x•4

Por tanto la Discontinuidad que existía era Evitable.

^•-•-- r ...... ... ...... j ...........................

.... ;. ... ...

. .f.. ..... ..... .. .. .. ... ....... ........ ... . .

•--- ..8 . ... .. ..

.6 ...

............. ......... .......
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lid Determinar la Continuidad'de Ja Función:

f(x) _

i) ((a) está definida, para todo x.

Analizando los requisitos de Continuidad:

^(x) _

x+ l x < I
5-x 2sxs4
x-3 x > 4

Í( -1) = 0: (121 = 3: (161 = 3

X+ 1 X < 2
5-x 2sxs4

x-3 x > 4

Como ejemplos se
calculan algunos
valores de la Fun-
ción.

¡¡)Existe Lím f(x) , Calculando límites laterales en a = 2: a = 4
x-a

Lím ^lx) = Lím (5 - x) = 3 Lím f(x) = Lím (x - 3) = 1 Límites Laterales iguales en
x-2' x-2• x-4' x-4 ' ambos casos

Lím (lx! = Lím (x + 1) = 3 Lím 1(x) = Lím (5 - x) = I
x-2' x-2 - x -4' x-4'

iii) /1a) = Lím f(x)
z-a

'(2) = Lím (lx) 1(4
) = Lím f(x)

x-2 x-4

3 = 3

5-51 Hallar A de manera tal que la Función sea Continua: X3- 1

Existe límite.

Se cumplen las igualdades.
Por tanto la Función es Conti-
nua, para todos los Reales.

X

1 = 1

tlx) _ x2-1

A x=1

De acuerdo a los clásicos requisitos de Continuidad, debe cumplirse la igualdad:
además deben tomarse en cuenta las consideraciones de: P-5-49

X3 3A =Lím - 1 = I-I = 0

x-1 x2-1

= Lím
x- t

= Lím
x-I

(x-I)(x2+x+1)

(x- I)(x+1)

x2+x+1

x+l

12+1 +1 31 + 1 _ 2

A = Lím
x-I

Indeterminación, el límite es Algebraico, aplican-
do sus reglas. %

Factorizando el numerador y denominador.

Simplificando y reemplazando

Entonces, para que la Función sea Continua. debe
tomarse: A = 3/2

5-^2 Hallar una Función Continua en todo x: dx E R, excepto en: x = 2

De acuerdo a requisitos de Continuidad. dos Funciones que no son Continuas en: x = 2. son las
siguientes:

=f,
1

x) x - 2

No Definida
en: x = 2

Por tanto no
es Continua en 2

No cumple el 1" requisito.
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Actualmente con el uso de las modernas Calculadoras Electrónicas, es posible verificar resultados de los límites
que presentan alguna Indeterminación.

De acuerdo al concepto de limite. se debe lograr que la Función tienda hacia algún valor, cuando la variable
tiende a cierto valor determinado.

Reenplazando en la variable, valores cercanos a su tendencia, se puede determinar la tendencia de la Función.

Ei 5-20

r-°5•:53

a)

c)

x2+x- 6 0 x2+x-6
Lím

= Si: =

x-2 x 2- 3x + 2 0 f (x)

f (1 .99)

f(1 .9999)

/(2:0001)

1.992+1.99-6

1.992-3.1.99+2

x2-3x+2

= 5.04040404

= 2 . 0 1 2 + 2.01 - 6 = 4.96039604

2.0.12-3.2.01 +2

1.99992 + 1.9999 -6
= 5.00040004

1.99992 - 3-1.9999 + 2

2.00012 + 2.0001 - 6 = 4.99960004

2.00012 - 3.2.0001 + 2

Verificar los resultados de los siguientes límites:

Lím
x-1

Si:

I -x - 0

I-f 0

f(x)

((0.99)

((1.01)

f(0 9999)

((1.0001)

= 1 -x

1 - f

= 1.994987434

= 2.004987567

= 1.999949601

= 2.000052001

El Resultado es: 2 (Ver P-5-2 1 -a)

Lím (1 + 3x)1` = 1-
x-0

f(x) _ (1 + 3x)"'

21.02938506

f(ool) = 19.21863198

((_0000001 ) = 20.08562731

1(0000001 ) = 20.08544653

Si:

Según P•S-27- a : el resultado exacto es
e3 = 20.08553692 . la aproximación es

evidente.

b)

d)

Verificando un límite, que presenta una
Indeterminación. Tomando la Función
cuyo Límite se calcula.

Reemplazando valores cercanos a la
tendencia de la variable (2), tanto antes
como después. Tomando valores mas cer-
canos aún. Es indudable que el límite
tiende hacia: 5

Por P-5- 1 9-a el límite es: 5 , queda enton-
ces verificado el resultado.

Programando la Función en una Calculado-
ra, los resultados son inmediatos.

Lím 2x + 3 =
x_- x - 1

w

2x+3
SI: f(x) _

X - I .

((1000) = 2.005005005

1(1000000) = 2.00000500

Se toman valores a reemplazar, cada vez mas al-
tos, ya que la variable tiende a Infinito. Eviden-
temente el resultado es: 2 (Ver Ej 5-9)

Lím
x-1

rrx
Cos -

2

1 -x

Si: f(x)

((0.99)

f(1.01)

((0.9999)

((1.0001)

cos TTX
2

1 -X

1.570731734

1.570731 724

= 1.570796993

= 1.570795993

Por P•S-35 el resultado es:
n/2 = 1.570796327 según se verifica.
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La aplicación fundamental de los límites es la de permitir la definición de otros conceptos. Los Límites por si
mismos brindan además otras aplicaciones, tanto geométricas como físicas.

E'U 5-21 Hallar el Límite del ángulo interno de un Polígono regular de n lados, cuando n tiende a infinito.

Efectuando la construcción geométrica adjunta. El ángulo entre
dos radios que van a los vértices del Polígono regular es: 8. será
igual a 360°/n (n número de lados del Polígono)

El ángulo entre dos lados consecutivos es 0. La suma de
ángulos internos de un Triángulo es de 180°. Por tanto:

0 + 0 + 8 = 180° 4) = 180° - 360°
2 2 n

a = Lím 4) ; a = L(m (180° - 360°) = 180°
n

Cuando el número de lados de un Polígono regular tiende a infinito. Entonces el ángulo entre dos
lados consecutivos tiende a 180°. así el Polígono tiende ser Circunferencia.

ASÍNTOTAS OBLICUAS

Una aplicación de los límites es el cálculo de las Asíntotas Oblicuas

AS(NTOTA OBLICUA DERECHA
Es la Recta : y = a, x + b1 ; donde:

a , = Lím L ( ' -) ; b, = Lím ( ) - a, x)
x-- X x--

Ei 5-22 a) Asíntotas Oblicuas de:

x3

x3

x2+4x-5

a, = Lím "' = Lím x
2

+ 4x - 5 = I
X - x x_- x

ASINTOTA OBLICUA IZQUIERDA
Es la Recta : y = a2x + b2 ; donde:

G2 = L(m /Ix) ; b, = L(m (¡(x, - a, x)
X. -- x x---

b, =Lím ÜIx1 -a, xj=Lím( x -1•x)=-4
r- n- - X2 + 4X - 5

x3

2

a2 = Lím
(x) = Lím x + 4x - 5 =

I
x --- X x--- x

b2= Lím Ü¡xl - a2x ) = L(m (
x

-I x) =-4
x- -- x--- x2+4x- S

Y = 1 x*(-4) =x-4

b) Asíntotas Oblicuas de: ¡Ixl = x + Ln x

Como el Logaritmo se define solo para positivos. no
existirán Asíntotas Oblicuas a izquierda.

a L m
ÍIx- = Lím x+ Ln

x

x.- X r.- X

b1 =Lima, x) =Lím(x•Lnx- 1 x] = m

-3 :1 -, 4 6
8........ .... .... ... ... ....

..............,.....;F.......:, :....:......,.......:.....

^... ^^ ......F.............. J 2 ..5 ..... ...........:......

L.:. .. .. .. ..... .. .. ...... .... ....

_ } 6 .......... - .. .. ..... .. .. . ......

;.....;.....}......... .LC^..... x.....1.... .1..... •..

'.I. ..;...
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Hallar los siguientes límites y demostrarlos (indicar L y b)

Lím (2x - 1) Lím (4x - 1) Lím (4 - 2x)
x-3 x-2 x-0

Lfm(x2 +1);e=0.1
x-2

Lím(x3-6x2+9x+1)
x-4

Lím - ;M= 108
x-0 X4

Lím (x 2 - 4x + 7)
x-3

LímVx e=0.01
x -4

2x
Lím :e=0.1
x - .X+

HallarJos siguientes límites:

Lím (5x + 3)
x-0

Lím
x-3

2x - 6

x+1

Lím (8 - 3x 2)
X-0

Lím x3+1

x--1 x+3

Lím lx + 5 Lím
x_g X-5 x-- 7x + 1

Lím x__1 Lím (x' - 3)
x-- x--

Lím (3' /x + 1) Lím (x 2x + 1)

x
Lím (4) Lím (3)
x_- 3 x-- 4

Hallar los siguientes Límites Algebraicos:
6x- 12 2x - 9Lím Lfm

x -2 2x-4 x-3

Lím x2-6x+8

x-4 x2-5x+4

Lím x2-2x+1

x-I . x3 -x

83-i
Lím
=-In 6x2-5x+1

Lím
x-0

Lím
x-0

Lím
x -0

Lim
x - I

Lím

X4-2X3+2X- 1

x-2 x` -6x+8

Lím x5-x4+6x3-6x2+x-1

K-1 x4-x3+2x2-3x+1

Lím -
=-1 X

X-0 X

(1 +x3)2 - 1
Lím

Lím (1 +x)3 - (1 -x)2

-6x3+13x2-12x+4 x-2x3-4x2+Sx-2

Lím
x-0

Lfm

Lím x_+4
X-0

Lím
x-0

x

Y' -A

Lím (6x + 1)
x--

Lím (x s + Sr)
X-0

Lím x
x-0

1
Lím (-)

lú

x-0 X

x-1 x2+x-2

Lím x - 2

3

(I +x3)4 - 1

x

(1+X)2-I

x-0 x2 -x

Lím
x-3

Lím
x-1

x2-Sx+6

(x - ► )2 4

(x - 1)m

x m - 1

Lím(x3- 1); e=0.1
x-1

Lím x+7; e=0.1
x -2

2

Lím x : m= 106
x-- x + 1

x-0

Lím
x-0

Lfm

Lím

x-2 X2-4x+4

3: 6: 2

2 -2, 00
3

Lím x3-x2+x-I

X-1 x 6 - x 4 + x 2 - 1 0 ; 4

L í m 2x 3 - Sx 2 + 3x -2

I 0: n Q"-R
m

x2-(a+l)X+a a
6: -2:

x-a x3-a3 3c2

Lím
x-0

(1 +x)m - (1 +mx)
2

n2 -n m 2- rrt

x 2 21

Lím
Xim-2Xm 1

=-1 x2n-2x"+I

7. e 4. e.5. - . - . -
2 4 2

5.0.02: 4. e: 0.e
3 7

5. e;2.0.04;3.0.58
16

^. 0.01 ; 2. 19; 00. 106

20

c0 :m

x2+4x-5

L

6: 0;?

3:2.5

(n-I)nan-2

2
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Calcular los siguientes Límites Algebraicos con Radicales:

Lím
4 -x

x x+3-2VLím Lím
z-4 2 -^ x-9x-9 x - I X- I

Lím
1 - 2x-5

x- 3 3 - x

Llm
x-2

Lím
x-2

Lím
x-3

Lím
x-1

Lím
z-i

Lím
x-2

Lím
x-I

Lím
x - I

x2-6x+8

-x
3 ¡^

-Yx

vjx- 1

Lím
x- x+2

x 2 x-2

Lím
x-2

Lím
x-I

Lím
x-2

3x-2 - F

x -2

x+8-3

x+3 -2

x2 -2 x+2

x2-2 2x

Lím
x-1

Lím
x-2

Lím
x-0

Lím
x-4

Lím
x-I

Yx

x-1

3x-Z

x-2

4
x+I - x+I

x

3
7+x3-2x

x -

5-5 Calcular los siguientes límites:

Lím 6x * I

x_. 2x - I

8x 2 + 6x - 1
Cím

- 2x2 - 1

Lím (2x + 3) 3(6x + 2)2

4xs+5

Lfm 3x2 + 1
x-- x3 -

F

5

X2-I
Lím

x-1

Lím (2x 3 + 1)6

x (3X9 - 1)2

Calcular los siguientes límites:

Lím (x3-6x) Lím (x+1 - x-1)
z --

Cím ( 2x + 1 - x)

Lím (ex" -e r)

Llm
T.1 x- I x2

x--

Lím (x2 - x` + I)
x--

Lím (32x - 3x)

Um
x-.

Lím
T - -

n
Lir - ) Lim 4x 2 • 1 - x)
T-^ -x'T I -x" x-.

164 -

Lím
x-1

Lím
x-5

Lím
x-4

Lím
x-1

Lím
x-4

Lím
x-2

Lím
z-1

Lím
x-4

Lim
x-9

x2+8-3

x-1

2x- - x+4.

2x -6x+5

2x+1 - x+5

2x-7- x-3

2x - x2+3
-

^x

'2x 2x3-3 -S

x-2

3 7 X3 - 3 +X2

x-

I - x+ x-3

x -4

vrx - x-5- x-8

x+7-2^x- +2

Lím (x 2 + I -x)
x--

Lím (3x+I -3f)

x--

Lím (Ln(x + 1) - Ln x]
x_.

Lim (
I -x 1 -^x

X3 x2
Lím ( - )
x-. x2 - I x + 1

Lim x 3!2 (rx - 2 - 2 x
x-.

12; L; I
4 24

2 3

S 5

21 1 I

5 244

3; - 7 14.
4 5

3;0:

4; 1:0

72; 964 ; 1

0. . I

m -n

2 4



Calcular los siguientes Límites Exponenciales y Logarítmicos:

Lím (1 + x)315,

r-0

Lím (1 - 2x) "x
r-0

I 2x
Lím (I + -)
r-- x

Lím ( I + 5x)15

x-0 1 +2x

Lím Sx - 1
x-0 x

Lím 8x - 45,
x - o 6x-2x

Lím Ln(I -x)

x-0 x

Lím (1 +x)'Rx

x-0

Lím (1 + 3x)21x

x-0

x
Lím (I + -)
x--

I

Lím (x -2)5, 3
x-2

Lím
x-0

Lím
x-a

6r - 1

2r - 1

Xx - aa

x -a
Ln x - 1

Lím
x-e x-e

Calcular los siguientes Límites Trigonométricós:

Lím
x-0

Sen x

Sx

Lím
x-0

Lím

Sen 3x

x

Tan 5x

Lím
x-0

Lím
x-0

Sen 8x

Sen 4x

x - Sen 9x

x - Sen 3x

1 -Senx
Lím
r-n/2 n-2x

Lím (n - x)Tan x
r-n/2 2

Lím
r-n/4

Cos x - Sen x

Cos 2x

Lím x + Sen 2x

r_. x + Cos x

I
Lím x2(I -Cos -)

x

Cos x
Lím

r - n/2 1 -Senx

x-0 x

Lim Tan 6x

x -0 Tan2x

Lím 1 -x 2
x - n/2 Sen n x

Lím I - Cos z

x-0 X2

Lím
x-0

Sen 2x

1 - Cos x

Lím Cos x - Cos 3x

x-0 x2

Lím
x- n/3

1 -2Cosx

n - 3x

1 + Cos x
Lím
X-n Senx

Lím (I + 5x)'5`
X-0

Lím (I - 8x) 1/4x
x-0

Lím (
x-- 4x

Lím (5 +x)I/x

x-0 5 -x

Lím
3x-3-x

r-0 X

xa -a5,
Lim
x-a

Lím
x-0

Lím Sen 6x

x-0 3x

Lím x Cot x
x-0

Lím Sen 5x - Sen 3x

r-O Sen 2x-Senx

Lím Senx - n/3)

x-n1' 1 -2Cosx

Lím
x - n/4

Sen x - Cos x

Tanx- 1

Lím
COS x

r - n/2 (1 - Sen x)21'

Lím ( I - I )
X-0 Senx Tan x

Lím
Aresen x - Arctan x

x-0 x3

1 - Sen x
Lím
x-nr2 2x-n

e3;e'rz:e5

e2; es; e-2

e3: e;e2/5

Ln2:2Ln3Ln5;Ln 2

Ln2 a°(I +Lna):

Ln3 a°(I -Lna)

1/5: 3; 2

2: 5: 1

4:3:2

0; 2/n: C3/3

1 : 1 / 4 ; C/2

1/f;2:-

1:4:0

1/2: -,/•/3 : 1 /2

-x:0:0

9 Calcular los límites de Funciones Especiales (Previamente el Límite Lateral Derecho, luego el Izquierdo)

x Lím x Lím [xllLím x-2
r-o lxi x-3 =-; -1 : 3.2

Lím
r-3

Ix - 31 Lím x - lx) Lím lxl -1xl

x-3 r-0 x x-2 x 1 .0.2 . 1

Lím (x) Lím e'h
x! a

b (r)
0 ^.0

x-0 x-0

Lim
r - O

SCN(x) Lím x - SCN(x)

x r 0 x

Lím
x-o

SC,N(x)

x

1 8x
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5-l0 Hallar los siguientes límites. de Funciones de distinta naturaleza:

Lím (x
(X3 -l)2

x-1

Lím

3

Lím x +4 - x+ z 2

x-5 3x- 1 x+3

X2 + x

Lím
x-- x2 - 2

x-- (2x4+ 1)2(3x2+ I)3

Lím
x-0

Lím
x-0

Lím e x - e
x-I X - I

Lím (CosX)1nx
x-0

Ln(Cos 6x)
Lím
x-o Ln(Cos2x)

2
Lím l 1 + x 2x 1/x

X-0 1 +X3x

Lím Ln(I + 3x)

x-- Ln(I + 2x)

Lím
C05 x ) "x'

X-0 Cos 2X

Lím
x-0

Um

Lím (Sen x)1/ron x
r-O

Lim
(X + l)m

x-- (xm+l)n

Cos x - Sen x
x-0 X

Lím Jx - 21
x-2

Lím [SQN(x) j2
x-0

Lím

Lím
x- n/4

x_2 3x-6 x-2 X

Sen 4x

x+1 -1
Llm
r-O VX

Lím (1 + Sen x)C0`x
x-0

Lím x(e'/x - 1)
x--

Lím (Cos x + Sen x)'rx
X-0

Lím
Ln(2 + e 31

x-- Ln(3 +e2^

Lím

a xo - a a'

z-a xa - ax

X+x2+x3+X4-4
mL í

z-1 x -I

Lím x+X2+X3+ +X"-l

x_I X - 1

Lím X32( X3 + 1 - X3 - 1)

x--

Lím (I + mx)" - (I + nx)m

x-0 X2

x2 -3jxj +2
Lím
x-2 x2-6)X) +8

C: C: NC:2

C; C; NC: (2n+I) n
2

Determinar si son Continuas (C) o No Continuas (NC) las siguientes Funciones , indicar además los
Puntos de Discontinuidad si los hubiere.

(=2x-3

f = ex

x+I x • 3
1 x = 3

¡ x!2

f = Tan x

f = (xl + (x]
f = 1x -3j

x-3

X < 1

x21

X < 0
x 2 0

5- 2 Hallar el valor de A para que las siguientes Funciones sean Continuas:

2x+3 x•3 Ln(Cos x)
í f=

x•0
A x=3 x

A x=0

3x- 1 x < 4
2x-1 x < 3

f A
15-x

x=4
x>4

í A
9 -x

x =

x >
3

3

f=x+[x)
f = (X)

x3-5x1+6x-2

(4x2+ 1)4(6x3+
j)2

ex -e-x

Sen x

2x - Aresen x

2x + Arctan x

eSen 2x _ e5enx

Ix-21

x

í _ 3x-2 x<2
10-3x x2 2

f=(x2-I
3 -x

NC.Z: C ; NC.Z

NC.Z;C:NC.3

256
. 3;e3

2: e: 1

Ln 3 93

Ln2' . 2

3

e 2 ; aa*Lna
3

0; 10
3

I n(n +l)
2

I I I

3 2 2

C:NC.I

NC.3:C

9;0

I I : NC (9 A)
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Se entiende por Derivada de ]a Funci ón fr,, a la siguiente serie de símbolos:

fi
dx

d

f`r) = j(.) Dy = y' dx

La Derivada de una Función f(x) es otra Función fl', que se obtiene mediante la siguiente definición:

L i1]tJJ
'c z I =>^ 1

Por tanto, analíticamente una De-, :ada es un límite y existirá en la medida en que exista el límite. (Note que
la variable del Límite es h)

Ei 6-1 Se deriva por definiei-,n a la Función: fax) = 3x2 + Sx + 4

f' = Lím
f(x-hi _ f(=)

(x) h - 0 h

= Lím [3(x + h)2 + "`x + h) + 41 - [3x2 + 5x + 4
)

_ 0
h-0 h 0

= Lím
h-0

= Lím
h-0

= Lím
h-0

[3 (x 2 + 2xh + rt 2) + 5(x + h) + 41 - [3x 2 + 5x + 41

h

3x2+6xh-?h2+Sx+Sh+4-3x2-Sx-4

6xh+3h2-Sh

h

h(6x + 3h - 5)
= Lím
h-0 h

=Lím(6x+3h+5)
h-0

= 6x - 5

h

Definición de Derivada.

Reemplazando la Función dada.

Al reemplazar la variable del lí-
mite (h) por el valor al que tiende
(0) se da una Indeterminación.

Por tanto, desarrollando el Cua-
drado de una Suma.

Desarrollando todo el numera-
dor. Simplificando y ordenando.

Factorizando: h en el numerador.
Simplificando.

Reemplazando. se calcula el Lími-
te.

Derivada de la Función.

La Derivación por definición, a-,_e-:ormente aplicada. no es la que se emplea en la práctica. ya se verán luego
técnicas mucho mas rápidas y s:-Iies.

Para que exista la Deriva= de una Función. esta Función debe ser Continua y no contener a Puntos
Angulosos o de Esquina Ver P-2-42 en x = 2}

Si una Función tiene Ce--•ada en x = x, se dice que la Función es Derivable en ese punto.

El estudio de las condicic es de existencia de la Derivada, se llama DERIVABILIDAD. se analizará en VI
sin embargo previamerte se observaran las Técnicas de Derivación en VI-3.

Las d!versas !nte'ore:ac t ores ce ; Derivada . tanto en la Geometría como en Física o en otras ciencias , se ver:
en VI-7 VII Z. V! 1 - 6 La Cer : ^a_= =orno instrume-:3 de cálculo es amplia y versátil.
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Si: f(", . u . u . w son Funciones Reales de Variable Real; a es una constante. Entonces se tiene la siguiente
relacn de Derivadas de operaciones o Derivadas de Funciones:

= Lím f(x - h) - f(x)
f (x) h _ o h

a'=0

(u + u)' = u' + u

(a u)' = a u

(u u)' = u'u + uu'

u ' u' u - u u'
u u2

(uuw)' = u'uw + uu'w +

u
(u')' = u ° (u' Ln u + -U)

u

(Xm)' = mxm I

(a x) ' = a x Ln a

(ex)' = ex

(Ln x) ' = 1
X

Loga e
(Logax) =

x

(xx)' = xx(Lnx+ 1)

uuw'

Definición de Derivada

La Derivada de una constante es cero

La Derivada de Suma es la Suma de las Derivadas

Derivada de constante por Función

Derivada de un Producto de Funciones

Derivada de un Cociente de Funciones

Derivada de un Producto de tres Funciones

Derivada de una Función elevada a otra Función.

(Sen x) Cos x

(Cos x) -Sen x

(Tan x) ' = Sec 2x.

(Cotx)' _ -Csc2x

(Secx)' = SecxTanx

(Csc x) ' -Csc x Cot x

(Aresen x) ' =
I

Ti --7

(Arccos x) =
-I

I-x2

(Arctan x) =

1u1-, J = U,( .) U ,(x)

u(k) u(n -k)

1 +x2

x x2-I

Regla de la Cadena

(Senh x) ' = Cosh x

(Cosh x) Senh x

(Tanh x) Sech 2x

(Coth x) -Csch 2x

(Sech x) -Sech x Tanh x

(Csch x) -Csch x Coth x

(Aresenh x) ' =

(Arccosh x)

(Arctanh x)

(Arccoth x)

(Aresech x)

(Arccsch x), _

x I -x2

-1

Regla de Leibnitz, donde n. k son órdenes de derivación.

Derivada de una Función Inversa.
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Ei 6-2 Se demuestra: (a)' = 0 (La Derivada de una constante es cero)

Si: f(x) = a

f '(x) = Lím
h-o

= Lím - = Lím 0
h -0 h h-o

f(x • h) - f(x)

h

a-a

La Función es una constante (Ver II-14). cuya Derivada se determina-
rá.

h-o h Reemplazando la Función dada. (Con esta función se verifica que:
= Lim

f(x) = f(x.h) = a)

Simplificando el numerador. Simplificando el cociente y tomando en
cuenta que el Límite de una constante es la misma constante.=0

Si:

Demostrar: (u + u)' = u' + u' (La Derivada de una Suma es igual a la Suma de Derivadas)

h-o h

Lím ( u(x • h) - u( x)

h-0 h

u '(x) + U '(x)

f(-) = u(x) + U(x) .

= Lím f(x•h) - f(x)
h_0 h

= Lím (u (r . h
) + U(x . h)) - (U (x) + U(x))

h-o h

= Lím (u(x , h) - u(x) + (U(x . h) - u(x))

la Función a derivar es la suma de las otras dos
Funciones: u(x)• u,,) .

'Definición de Derivada

Reemplazando la Función en la definición

Reordenando el numerador

Reordenando la fracción, cada expresión entre parén-
tesis es una definición de Derivada.

6-Z Demostrar: (a u)' = a u' (La Derivada de una constante por una Función)

f ( x) Lím f(r.h) - f(x)
h-o h

= Lím
h-0

Lím
h-0

h-0 h

a u '(x) = a u

h

U(x U(x))

h

Si:

Definición de Derivada, donde a f(x hl, f(x) se las llama Función
incrementada y Función original respectivamente.

f(x) = a u:x) La Función a derivar es el producto de una constante
por otra Función.

Definición de Derivada

Reemplazando en la definición.

Factorizando: a en el numerador

Reordenando la fracción, el cociente que queda es la
definición de Derivada de la Función: u(x)

= a Lím (u(
r • h) - u(x) )

F6-31 Demostrar: (a + u) ' = u . (la Derivada de una constante más una Función)

SI'.

r•
(r)

f(.) = a + u(r)

_ (a + U(x)) '

= u-

(x)

Función dada per una constante más una Función

Planteando la Derivada de una Suma

Por P-6.1: La ^ervada de una Suma. es la Suma de las Derivadas

Por el Ej 6 . 1 . L a Derivada de una constante es cero.
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;5.=4 Demostrar: (u u)' = u 1 u + u u r (Derivada de un Producto de Funciones)

`(x) = u(X) u(X)

Lím
h-0

Lím
h-0

f(x - h) - /(x)

h

u(x • h) u(x • h)
u(x) u(x)

h-0 h
Lím

h-0

+

Um u U

u(x , h)U(x h) - u(x)u(x) + u(x • h)u(x) - U(x - h)u(x)

h

(x • h) h (x) h

U(X - h) - U(x)ux • h) - U(x)

Función dada, Producto de las Funciones: u(x) : u(x)

Definición de Derivada.

Reemplazando. luego sumando y restando: u(x-h)u(X)

= u(x) u' (
X)

+ u(x) u'(x) = u'u + u u , Derivada de

5'.3 Demostrar: u' u' u - u u
2u u

^'(x) _ Lím
'(x -h) - í(x)

h-0

u(x - h) U (X)

= Lím
h-o

= Lím
h-0

= Lím
h

(x) (x)

u( x)u(x) u (x)u(x)

(Derivada de un Cociente de Funciones)

Si: í(x) _
U(x)

U(x)

Lím
h-0

u(X,h)(u(x.h)

un Producto

-'U (x), + u (x) [ u(x . h) - u(x))

h

La Función es el Cociente entre las Funcio-
nes:
u (x) : u(X)

Definición de Derivada

Reemplazando la' Función dada en la
Definición.

- U UUu (x - h)(x) (x)(x . h)(x) =Lím
h h-0 h U(X.h)U(x)

U(x • h)u (x) - u(x)u (x • h) + u(x )u(x) - u(x)u(X)

h v u(x -
h ) (x)

u(x) u(x - h) u(x)

h-0 U(x-h) U(X)

U u

Efectuando las operaciones
indicadas, sumando y restan-
do: u(x)U(x)

u(x) U(x - h) - U(x)

u(x - h) u(x) h

Uu' uu' u'u - uu'

u2 u2 u2

6-6 Demostrar: (u(^^^)' = u' (u) u'(x) (Derivada por la Regla de la Cadena)

Si: /(x) =
u(u(»)

Lím ¡(x . h) - ¡(x)
Í (x )

h-0 h

u(^(..hd - u(I(=1)
h-0 h

= Lím = Lím
h-0

u(uP, ' u(+ •hl - u(+^ - U(o(,)

h

= Lím u(%I • uf+' h) 0t„) - u(0 (4) U(x • h) - U(x)

h-0 U(x - h) - U(x)

Llm
u(u - tul - u(u) u(x - hl U(r)

h_0 Lu h

u) x)

h

Ordenando las expresiones y
aplicandQ el concepto de Deri-
vada.

Derivada de un cociente

Función dada, la Función: u depende
de la Funcióri: u : A su vez u depen-
de de: x

Definición de Derivada.

Reemplazando, sumando y restando
internamente: U(x)

Se multiplica y divide por u(x•h) - U(x)

Cambio de variable: tu = U(x - h) -u(x) en la
primera fracción.

Note que cuando: h tiende a cero. Au también
tiende a cero.

Regla de la Cadena.
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Demostrar la Regla de Derivación de Potencias: (x m) ' = m xm-'

I(x•h) - f(x)

h-o h
Lím

(X+h)m - xm

h-o h

[xm + m xm-'h + m(m-1) xm-2h2 +... + hm] - xm

= Lím

= Lím
h-0

1!

Si: f(x) = Xm

2!

h

m(m-l) xm-2h2
m xm_'h +

Lím
l! 2!

=

+ hm

h

m m(m - l )

2!

h-0 h

Lím l!

xm-2h +...+ hm-)h(- x`-'
+

h-0

Lím (m xm_' + m(m-1) xm-2h

h-0 1! 2 (

m xm-' = m xm_1

6=8 Demostrar la Regla de Derivación de Exponenciales: (a x)' = a x In a

f ' (x) Lím
h-0

Lím
h-o

Si: f(x) = a x

h

= Lím ax(ah - 1 ) =
ax Lím (ah - I)

h-o h-o h

= aXLna

Demostrar la Regla de Derivación de logaritmos:

= Lím
f(x . h) - f(x)

h-o h
Si: G, = In x

Ln L.-,
= Lím Ln(x + h) - Lnx = Lím X

h-o h h-0

= Um 1 In (l - h
h-0 h X

= Ln (e)' In e = 1 1 =
x x x

Función Potencial a derivar

Definición de Derivada

Reemplazando en la defini-
ción, tanto a la Función
incrementada:

f(x,h) = (x + h)m como a la

misma Función: f(x) = x M.

Desarrollando por el Binomio
de Newton.

Simplificando en el numera-
dor.

Factorizando: h

Simplificando y luego apli-
cando el Límite.

Definición de Derivada y Función Exponencial.
que se va a derivar.

Reemplazando en la Definición.

Factorizando : a x (Que se comporta como una
constante , ya que la variable para el límite es: h)
Aplicando el límite del Teorema TS-9, se obtie-
ne la Derivada de la Función Exponencial.

(Lnx) ' = 1
X

Por la definición de Derivada y la Función Logarit-
mo Neperiano

Reemplazando la Función en la definición de
Derivada.

Aplicando la propiedad del Logaritmo de un Cc-
ciente y reordenando la expresión.

Luego usando la Propiedad del Logaritmo de u-.a
Potencia, para así llevar al exponente a: 1/h

Reordenando el exponente de manera que se
tenga la forma del Limite: e (Teorema T5-8). en el
exponente se multiplica y divide por: x

La expresión entre corchetes es. e. así se logra
Derivada del Logaritmo Neperiano
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Demostrar la Regla de Derivación: (Sen x)' = Cos x

f

l (x)

= Lím

h-0 h

= Lím Sen x(Cos h - 1) + Sen h Cos x

h-o h

= Lím Sen x ( Cos h - 1) + ( Sen h) Cos x

h-o h h
= Senx(0) + (1)Cosx = Cosx

= Lím

Demostrar la Regla de Derivación: (Cos x)' Sen x

= Lím
h-o h

h-o h

f (x • h) - f (x)

Cosx + h) - Cos z

Sen(x + h) - Sen x

Sen x Cos h + Sen h Cos x - Sen x

= Lím
f(x.h) - f(x) ;

(x)
h-o h

Lím
h-0 h

Cos x Cos h
Lím
h-0

L(m
h-o

Lím
h-0

Cosx(0) - Senx(1) _ -Senx

1 Demostrar la Regla de Derivación: (Senh x)' = Cosh x

f (xl
= Lím

¡^ = COS x

- Sen x Sen h - Cos x

h

Cos x(Cos h - 1) - Sen x Sen h

h

Cosx ( Cos h - 1) - Sen x (Sen h )

h h

f(x • h) - f(x)

Si: f¡i) = Sen x

Si:

Si: ¡(r) = Senh x
h-0 h

= Lím
h-0

x•h _ e-(x•h)

h-o 2 h 2 h

Usando la definición de la Función en té•^:.inos
de Exponenciales

Simplificando y ordenando

Factorizando y reordenando de manera ----e se
pueda aplicar el Teorema. TS-9

x -x x -r

= Lím
h-0

Senh(x h) - Senh x

Función Trigonométrica a derivar : Sen x.'eem-
plazando en la definición de Derivada

Reemplazando la Función a derivar.

Desarrollando por el Seno de una Suma

Factorizando: Sen x

Reordenando y aplicando el límites de : P-5-33-
e. además del Teorema T5 - 10 sobre las expre-
siones entre paréntesis.

Derivada de la Función Seno

Función Trigonométrica a derivar: Cos x

Definición de Derivada

Reemplazando

Desarrollando el Coseno de una Suma

Factorizando: Cos x en el numerador

Reordenando y aplicando los resultados de: P-
5.33.3. además del Teorema T5- 10.

Derivada de la Función Coseno.

Función Hiperbólica a derivar: Senh x

Definición de Derivada

h Reemplazando

ex - e -x

2 2

h
ex•h

-e
x
-h -ex -e-'

h-0 2h

=Lím
e(e"-1) e_((e-')h

= Lím

e (Ln e) - e2 (Ln e -') = e e = Cosh x
2

Demostrar la Regla de Derivación: (x)' = I

Si fx) z=x

z' xo
(^l

Función a derivar (Función Potencial con. m = 1)

Aplacando el resultado de P-6-7 (Demostración de de

?c;encias)
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En la práctica, para derivar Funciones, es muy conveniente el uso de la TABLA DE DERIVADAS (Vi-2). Algunas
de estas Fórmulas se demostraron por su definición. (Como la variable es siempre x en todas las Funciones. se
usará la notación directa de: f, f' para una Función y su respectiva Derivada).

DERIVADA DE POTENCIAS

6=3 Si: f = xr f' = 7x7-' = 7x°E

Ti
Para derivar por esta Regla de derivación: Se baja la potencia
que queda multiplicando, al mismo tiempo en el exponente
se quita 1 a tal potencia. Simplificando luego.

Derivar por la Regla de Derivación de potencias.:

f = xS f' = 5x4 f = Yx = x112

f =x2 f'= 2x
=- =x -6

x°
f =x f'=1•x°=I

f = Xor I' = 47X46 3^x-

Luego se derivan ; el resultado se vuelve a ordenar.

DERIVADA DE CONSTANTES

En los tres últi-
mos ejemplos.
antes de derivar.
las expresiones se
reordenan mos-,9

x trándose como
-1 potencias (Frac-
3 cionarias o nega-

3 x4 tivas).

!L6-- 4 Si - f = 7 - f' = 0 La Derivada de toda Función constante es directamente igual a cero.

6-i5 Derivar:

f=5 La Función constante
puede adoptar diversas

f = Ln 3 + Sen f' = p formas , pero su Derivada
2 es siempre cero.

f =f2 +y + 1 f' =0

1 li

f 1X - 1R = 1

2 2Y -̂

f' _ (-8)x-9 = -8

1 X -4/3 =

3

DERIVADA DE CONSTANTE POR FUNCIÓN

"5 Si: f = 3x° f' = 3(8x7) = 24x'

6-16 Derivar:

f = 4x3 f' = 12x2

(=3x f' =3

f = 2x" f* = 2rnx"-'

1lJi!I11 lí, 11111
l a i b:>4 a i^ I
iI 'i11^ll1 ! 11 !I IÍli1 i'

La constante que multiplica a una Función, sigue luego
multiplicando a la Derivada de tal Función.

f = 5 = 5x
_ 3

x'

a f' =-15x 4 =- IS
x4

/=S^=5x'R> f'= 5X-In= 5
2 2rx

En las dos úit,mas
Funciones. pre-
viamente se regir'
dena la pcter_.a,
,,;ego se de..;1,
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DERIVADA DE EXPONENCIALES

J 6-66 Si: f = 3x f' = 3xLn3

x^`7 Derivar: (=2

DERIVADA DE SUMAS

f'=2xLn2

PT

ri
ji
11

'171, TIM, 11 Wilí d
Ti Il.lili1

La Derivada de una Exponencial es la misma Exponencial. por el
Logaritmo Natural de su Base.

f = IOx f' = IOxLn 10

f = exLne = ex

2)x zLn _ -2` Ln 2
2

Ei 6-T Si: f = x3 + x' /' = 3x2 + 7x6 La Derivada de una Suma . es igual a la Suma de las
Derivadas.

Derivar las siguientes Funciones, usando la Regla de derivación de Sumas:

f= x 5+ 6 x+ 2 x 3- 3 x s+ 8 ,

f =8f+ 1
4

V

= 8x In + X-u4

DERIVADA DE OTRAS FUNCIONES

f' = 5x4 + 6 + 6x2 - ¡5x4

f' = 4x -IR -

1-4

1 X -su = 4 - 1

4 4
x 4 xs

Ei 6-8 f = x 12 + Sen x -> f' = 12x" + Cos x Para derivar se usan Reglas antes indicadas.

Derivar las siguientes Funciones:

f =í=» - Cosx + SSenx

f = X2 + 7x + 7Lnx + 7

f'= S X 4 + Sen x+ 5 Cos x

f' = 7x6 + 7xLn 7 + 7
X

Derivando directamente de acuerdo
a las reglas anteriormente mencio-
nadas, para cada caso.

f
= 4x + X4 + 4 + X + x = 4x + X4 + 4 + 4x-" + X + x1/4

x 4 4

4xLn4 + 4x3 - 4x-2 + + X-3/4 = 4xLn4 + 4x3 _ 4
4 4 x2

f = ex + x` + 3Senx + xSen3 + SLnx + xLn5

f e x + ex '-' + 3 Cos x + Sen 3 + 5 ! + Ln 5
X

I I

4

A ^1
4n

11111"

4
4 3

Es conveniente observar cuidadosamente para
detectar cuales son constantes y cuales las
variables.

f = 2x + e"2 + Ln(X) + Sen(x+2)
2

fix'n +exe'+Lnx- Ln2 +SenxCos2+Sen2Cosx

En esta Función se desarrollan
algunos de sus Términos. Luego
de derivar, se vuelve a agrupar

f x-"2 + e`e2 • ^ CosxCos 2 + Sen2 (-Senx) = 1
2 x

2 f .
2 ^e + - Cos(x - 2)

x x
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DERIVADA DE PRODUCTOS

Ei 6i9 ¡ = x 5 Sen x (x 5)' Sen x + x 5 (Sen x)'

= 5x 4 Sen x+ x 5 Cos x

&=20

f' = 3x2Cosx + x'(-Senx) = 3x2Cosx - x3Senx

= 5x4Lnx + xs = 5x4Lnx + x4
x

Derivar las siguientes Funciones usando la Regla del Producto:

f = x' Cos x

f = x' Ln x

f = x8 3x

f = x9Senx4x

f = x' Ln x Cos x

f' _

DERIVADA DE COCIENTES I¡¡

8x' 3x + x 8 3x Ln 3

9x8Senx4x + x9Cosx4x + x9Senx4xLn4

7x6Ln xCosx ± x' L Cosx + x7Lnx(-Sen x)
z

7x 6 Ln x Cos x+ x 6 Cos x - x' Ln x Sen x

Ei 6- 10
f=

Sen x

x3

z

r

Aplicando la Regla de Derivación de Produc-
tos. (Se deriva el 1" factor copiando el 2°0
luego se copia el I" factor derivando el 2°0)

1

Note la generaliza-
ción a tres factores.
de la regla del pro-
ducto en las dos
últimas Funciones.

(Sen x)' x 3 - Sen x (x')
(x Y)2

Cosx x3 - Senx 3x2

X6

xCosx - 3Senx

x4

6-21 Derivar las siguientes Funciones por la Regla del Cociente:

X'+I
X =

f=

Sen x

x' +I

3x -

x2Senx

xs+I

7x6(x'+1) - (x'+1)3x2

(x3+1)2

5x 4 Sen x - x S Cos x

Por la Regla de derivación de cocientes:

Se deriva el numerador se copia el denomina-
dor, restando luego la copia del numerador por.
la derivada del denominador , dividiendo todo
entre el cuadrado del denominador.

Simplificando la Derivada obtenida.

4x9 + 7x6 - 3X2

x6+2x3+1

(Sen x)2

3x2(3x - 1) - (x' + I )3xLn 3

(3x - 1)2

(2xSenx +x2Cosx)(x5 + 1) - x2Senx5x4

(x5+1)2

- 3x 6 Sen x + x' Cos x + x 2 Cosx + 2 xSen x

'02xsx +1

f
xLnx

f' (3x2e x +x'e x)(xLn x + 1) - (x' e x + 1) (Ln x + x(I /x))

(xLnx - 1)2

Por la Regla del
cociente.

Al derivar el nume-
rador o denomina-
dor, se aplica la
Regla correspon-
diente a cada Fun-
ción

En los últimos Co-
cientes, además se
derivan los Produc-
tos indicados que
se presentan en los
numeradores o
denominadores.
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DERIVADA POR REGLA DE LA CADENA

La Regla de la Cadena se escribe también u

Ei 6- 1 I f = (Sen x)' >

f ' = 7 (Sen X)6 (Sen x) '

= 7 (Sen x) 6 Cos x

= 7Sen6x Cosx

= u(1) u(, , se usa cuando se tiene Funciones Compuestas.

Es una Función compuesta cuya Derivada precisa de la Regla de la
Cadena.

Se deriva previamente la potencia 7-, (Mientras se deriva para esta
potencia, la Función Seno no se modifica), luego se multiplica por la
derivada de la Función Seno. Ordenando resultados posteriormente.

Derivar las siguientes Funciones (Por la Regla de la Cadena)

f = Sen(5 + x3) ¡" = Cos(5 + x3) 3x2

f = (x3 +7Senx + I)5 f" = 5(x3 + 7Senx + 1)4(3x2 + 7Cosx)

f = I + xz = (I + xz)ia ¡' = 1 (1 ,., XzT-^a - x
2 + Xz

f = Sen x + Sen 5x + Sen (x 5) Cos x + Cos 5x 5 + Cosx 5) 5x 4
¡ = e x + e 4,1 + e Senx + e x^-3x•I /" = ex + e4x4 + esmxCosx .+ ex 3`•1 (2x - 3)

f = 4x + 47 ` + Ln x + Ln(1 + x 3) = 4x Ln 4
+ 41 7' Ln 4 7 + 1 + 1 3x 2

X 1+x3

f = Ln(Sen x) + Sen (Ln x) , ¡' = I Cosx Cos(Ln x) -L
Sen x x

f = e` + e4 + 4` e`44X3 + e4t4`LR4 + 4e'Ln4e`

f = Sen(xse` + 1) > Cos(xse `+I)(5X4ex+XSex)

¡ = (Sen(2x4 - I))3 ¡" = 3[Sen(2x4- I))2Cos(2x4 - 1)8x3

f =(Ln(x2+6x+l))9 9[Ln(x2+6x +I)]° (2x+6)
x2+6x+1

DERIVADA EN UN PUNTO

La determinación de la Derivada de una Función, puede realizarse de acuerdo a las anteriores Reglas. la
determinación de la Derivada en un punto , requiere del simple reemplazo del punto, en la Derivada antes
calculada.

P6-1 Se derivan Funciones y se determina el resultado de la Derivada para un valor de su variable.

a)

b)

c)

si- ,; ► = 3x 2 - 7x - 1 : Calcular: f ' (4)

1 = 6 x + 7 > f (4) = 64+7 = 31

Si ¡l^) = x2e ` + (3x +2) 5 : Calcular: ¡
"(a)

a ¡'^,^ = 2xe x + x 2e ` + 5(3x + 2)4 3

¡ (°) 20 e° +02e° + 5(3 0+2)43 = 240

Sr x1 I (x - 3)-' . Calcular f ',7,
x-3

f ,y = (-1)(x - 3)
(x- 3)2

Dada la Función, se deriva por Reglas conoci-
das. Reemplazando: x = 4

la Función se deriva por Reglas conocidas
Reemplazando en: x = 0

Ni :a Función ni su Derivada están defini-
das en el valor de: x = 3 No existe f',,,
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La Derivabilidad es el estudio de la existencia de la Derivada de una Función.

En la definición de la Derivada de una Función J(x) en: x = a

1

Si existe el límite en x = a; entonces: J(X) es Derivable en x = a . Si existe el Límite para todo: x del Dominio
de: J(z) entonces: Jtx) es Derivable para todo x.

Lo anterior en la práctica significa que: Una Función es Derivable. siempre y cuando sea Continua y no posea
Puntos Angulosos.

Si una Función es Derivable en x = xo entonces se puede concluir que la Función está definida en x = xo además
es Continua en ese punto. La conclusión en el otro sentido no es correcta, ya que una Función si está definida
y es Continua, no necesariamente es Derivable (Ya que podría tratarse de un Punto Anguloso)

E'16-13 a) 3
J(; )

x - 1

La Función es Derivable en todo: x excepto en: x = 1 ; ya
que en ese punto la Función no es Continua (P-5-45)

Es decir que la derivada de la Función existe para todo x
diferente de 1.

b 3 i¡(r) _ .

la Función es Derivable en todo : x excepto en: x = 0: ya
que en ese punto la Función tiene un Punto Anguloso
(la Función es Continua para todo: x)

1 67-23 Determinar si: /(x) = 3x7 : es Derivable en: x = a =

f'(0 -

/'(,) _

Lím
h-0

Lím

1(o • h) -'(o)

h

3(1 +h)2-3.1'

h-0 h

= Lím
h-0

6h+h^
= Lím (6 + h) = 6

h h_o

De acuerdo al con-
cepto de Derivabili-
dad:

El límite existe, de
valor 6. por tanto la
Función es Deriva-
ble en: x = a = 1

1 6=24 Determinar la Derivabilidad de: ¡(x) = (x - 2)2" + 1

la Función indicada, es Continua, para todo x : sin embargo
posee un Punto Anguloso en: x = 2: por ello no es Derivable
en. x = 2

Si se deriva sin el análisis anterior se obtendría:
„s 2

(x - 2)1 + 1 - f (r) _

S(x-2)'''

Evidentemente no existe la Derivada para x =

aceptarse !a visón entre cero)

2 (--_rno

....4

Y ...............

...... TI—-— .......

-2 10
L- X

2 4
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DERIVADAS LATERALES

La Derivada Lateral Derecha de: f(X) en x = a, se define como:

La Derivada Lateral Izquierda de: f(X) en x = a. se define como:

f ♦(a)

(a)

Note que respectivamente se usan los Límites Laterales Derecho e Izquierdo:

x

I -x

El 6-14 Se calculan las Derivadas laterales de: f(x) = ix - 21 en: x = a = 2

Derivada Lateral Derecha

f " •(2)

= Lím

h- 0'

(6-25

La Función posee Derivadas Laterales en : x = 2 ; respectivamente de valor:

f ' -(a) =

f " (2) _

1

= - I

f - - = Lím 1(2 • h) f(a)

La Función no posee Derivada en x = 2: ya
que en ese punto, sus Derivadas laterales
son diferentes entre sí.
Esta situación de que existan las Derivadas
Laterales, pero no la Derivada en el Punto es
usual en las Funciones Especiales, por la
presencia de Puntos Angulosos como el visto
en x = 2.

Hallar las Derivadas Laterales en : x = a = 1 de: 2

= Lím
h-0'

= Lím
h-0'

= Lím Lím - = Lím - I
h- o' h h _ 0' h h-0-

Lím
f(a . h) - f(a)

h - o• h

Lím
12 +h - 21 - 12 -2 I

h-0' h

lhl -h

f(a•h) -f(a)

h

12 h -21-12-21
h

h - = Lím h = Lím 1 = 1
h h-O' h h-0'

Derivada Lateral Derecha

f " •(a)
= Lím

h-o'

f(c • h) - ffa)

h

(I - (1 +h)]
f ' •0) = Lím

h-0' h

=Lím-h =Lím(-1)=1
h-O' h h-o'

Derivada Lateral Izquierda

f (a)

f•-

= Lím
h- 0'

= Lím
h-0'

II)

Lim
1- 0

f(a•h) - f(a)

h

(I .h)2 - 12

h

Lim (2 • h) =
ti•0

2

h- o- h

X s 1

X >

Los Límites Laterales en ambos casos existen.
por tanto las Derivadas Laterales' también exis-
ten, respectivamente son de v31or: - 1 : 2

los Límites Laterales. son diferentes entre si por
tanto no existirá Límite en: x = ,z = i

Par tanto no existe Derivada en el valor de
a = 1.
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Derivar: x i

Utilizando la definición de Valor Absoluto:

6-27

61-28

6-29

x x>0
f = IxI = 0 x=0

-x x<0

1 x>0
IxI x = 0

-I x<0

No Existe Derivada en x = 0; por tratarse de un Punto
Anguloso. Por tanto la derivada de la Función Valor
Absoluto es la Función Signo

Derivar: /Ix) = Q x u
Utilizando la definición de la Parte Entera:

14 =
-Isx<0

0 Osx< 1

1 11x<2

2 2: 5x<3

No Existe Derivada en los Enteros, ya que en estos puntos
la Función no es Continua. En los restantes Reales es cero.

Derivar:
1(x) = { x }

Utilizando la definición de la Función Distancia:

-x -1/2sxs 0
x 0 s x s 1/2 {x}
1-x 1/2 s x s 1
x-1 1 s x s 3/2

ar y'

X
0 2 4

.........r.... .... --- f ... .
1

-4 -1 p 2 4 6

..j.....j.....j.....^.....y._.^y ..; .....:...........

-4 -2 i0 2 4 6

..... .....1. ..............................

-I -I/2 <x<0
1 0<x<1/2

-1 1/2 < x < 1
1 1 < x < 3/2

No Existe Derivada en los múltiplos de 1/2: ya que en estos
se hallan los Puntos Angulosos.

Derivar: ^xI
ft) = SCN(x) _ -

x
Utilizando la definición de la Función Signo:

1 X > 0 , 0 X> 0
^X^ 9 X = 0 (^XL) _ 3 X= 0
X -1 X < 0 X 0 X <0

No existe Derivada en x = 0: Función no definida en x = 0

6-30 Derivar ÍI;) _ Ix2 - 11

(x2 - I) x 2 - I > 0

/1,)= Ix 2 -11 = 0 x2-1 =0
-(x 1) x2-1 <0

= ;x 2 -I1.
x2-1 > 0

x2-1 = 0

x2 - 1 < 0

La Derivada no existe en los dos puntos Angulosos
de la Función.

-2 =1 1,0 1 2 X

o

ly
.. .. . tá-

X

-4 -2 2 4
r 1 .. . ... ..... ... ..... . . .....

_.y ... ................. ... ........

-4 -2 ,0 2 4

1 ...............................
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12 Indicar dos Funciones, no Derivables en: x = 5: Derivables en todo otro: x

Una Función es No Derivable en: x = S.
por no ser Continua o poseer un Punto
Anguloso en ese valor, luego:

Por no ser Continua en: x = 5 f(x) _

Por oseer un P t Ap un

1

x - S

o n f = Ix - S^
guloso en: x = S (x)

Indicar dos Funciones No Derivables en x par, Derivables en todo otro:

Nuevamente se consideran las con-
diciones de no derivabilidad, esta vez
para:x par

Por no ser Continua en
x par:
Por poseer Puntos An-
gulosos en x par

f(x) = Q X
2

((x)=(X}
4

Indicar una Función definida para todo: x. no Derivable en
ningún x

Una Función no Derivable en ningún x, deberia ser Discon-
tinua para todo: x; o también una Función que posea
Puntos Angulosos para todo: x

Por la i" posibilidad: (( x) = [ - I

x

X
2

r_——1 -11
Indicar una Función Continua para todo x: No Derivable en ningún x E R

Para no ser Derivable en ningún x: siendo Conti-
nua para todo: x, necesariamente la Función
deberá poseer Puntos angulosos en todo x

La Función Distancia, cuya evolución se muestra
en las gráficas, puede incrementar sus Puntos
Angulosos a medida que crece n y si se suman las
Funciones Distancia, con todo n. La Función
poseerá Puntos Angulosos, para todo x

f(x) = E (nx)
n-1

6=35 Indicar en que Puntos existe Derivada, para las siguientes Funciones:

= 2x Existe Derivada para todo: x E R

= 3x Ln 3 Existe Derivada para todo: x e R

=0

Existe Derivada para todo: x E)R+

Existe Derivada para todo: x E R

Existe Derivada para todo: x E R

= 77 No Existe Derivada para ningún x e R
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4,011 10, CM- 1, 11, 1. lú~
La Derivada de una Función es también otra Función, por tanto podría a su vez derivarse, obteniendo así la
llamada Segunda Derivada, ésta al derivarse determinará la Tercera Derivada y así sucesivamente.

A partir de la Segunda Derivada, se llaman Derivadas de Orden Superior.

Si: / Función original
/i

(fi)' = f„ = /(2)
(f n ), _ ¡n' = ¡(3)

f,,... = f(")

Ei 6-15

6'-36

6-37

Primera derivada

Segunda derivada

Tercera derivada

Enésima derivada

Función original

Derivada (O Primera Derivada)

Derivada de la Primera Derivada (O Segunda Derivada)

Derivada de la Segunda Derivada (O Tercera Derivada)

Las condiciones de existencia de las Derivadas de Orden Superior, son equivalentes a las condiciones
de la Primera Derivada.

f = X3 -4x X2 7x + 1

= 3x2 - 8x + 7

/ = 6x-8

6

Hallar hasta la Derivada de Orden siete : Si: f = x5 _X3 - 1 : g = Sen x + 1

f = x5 + x3 - 1 g = Sen x

/" = 5x4 + 3x2 g, = Cos x Primera Derivada

/' 20x 3 + 6x
g (2) =- Senx Segunda Derivada

f"'' = 60x2 + 6
g131 =- Cosx Tercera Derivada

120x g(4) = Sen x Cuarta Derivada

/v = 120 g(5) = Cos x QuintaDerivada

/u' = 0 g (6) - Sen x Sexta Derivada
1uii = 0 g (r) -Cosx Séptima Derivada

Hallar las Derivadas de Orden 2; Si: f = x 3 Senx : g = Cos 3x

f = x3Senx

f"= 3x 2 Sen x+ x 3 Cos x

f"" = 6x Senx + 3x2 Cosx + 3x2Cosx +x3(-Senx)

_ - x 3 Senx + 6x 2 Cosx + 6x Sen x

6..38 Hallar las Derivadas de Orden 2. Si: f =

x3-I
f=

f'

x3 - 1

x3 + 1

Otra notación para las De-
rivadas de Orden Superior.

es la siguiente : f ("), donde
n es el Orden de Derivada.

Así la expresión f<') re
presenta a la Derivada de
orden 7.

En los casos anterlc:es se
muestran las Derivadas con
ambas notaciones.

g = Cos 3x

g" =-Sen3x3

g = -Cos3x3.3

=-9Cos3x

g = e

x3+1

3x2(x3 + 1) -(x3 - 1)3x2 6x2
(x 3 + 1)2 - (x 3 + 1)2

12x(x3 + I ) 2 -6x22 (x3 + I)3x2 12x - Zsx'
_ ((x3+1)212 - (x3

Note la plena
validéz de la Re-
gla del Producto
y de la Cadena en
las Derivadas de
Orden Superior.

g=e'r-1

g' = e''-'7

g" = e' 7.7

= 49 e'z -'
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Hallar la Derivada Enésima (Orden: n) de:
Í(x1 x + a

Para hallar la Derivada Enésima o Fórmula general de Derivada de orden: n: es conveniente derivar unas
cuantas veces y observar la evolución de las expresiones obtenidas. (No simplificar las expresiones
obtenidas). A izquierda se anotan las Derivadas, a derecha se ordenan tales Derivadas

f = 1 = (x+a)-'

x+a

f' _ (-I)(x+a)-2

f • . _ (-1)(-2)(x + a)-3
f • • _ 1)(_2)(_3)(x +a)-4

(-1)(_2)(-3)(-4)(x +a)-s

f(") _ (- 1)(-2)(-3)...(-n)(x + a)-(" . ,)

Z11

6=41

Sx

f

1

(x + a)

f' _ (-1)I!(x +a) -2

f'' _ (-1)22l(x+ a) -3

f... _ (_ 1)3 3 ! (x + a)-4

¡iu = (_1)44' (x+a)-s

fl") = (-I)"n!(x+a)-(")

f I") = [2sx (Ln 2) 51 (Ln 2) 5(Ln 2) 5.....(Ln 2) 5

Hallar la Derivada Enésima de: f(x) _

f = 2sx

f = 2x (Ln 2) 5

f = [2sx (Ln 2) 5) (Ln 2) 5

f = [2 5-' (Ln 2) 51 (Ln 2) 5 (Ln 2) 5

Hallar la Derivada Enésima de: f(x) = Ln(ax + b)

f = Ln(ax + b)

f = a = (ax+b)-'a
ax + b

f • • _ (-1)(ax + b) -2 a.a

f = (- l)(-2)(ax + b) - 3 a.a.a
¡ru _ (- l)(-2)(-3)(ax + b) -4 a.a,a.a

f I)(-2)...[-(n - (ax + b)-" a.a.a...

f =
2 sx

f = 2sx (Ln 2) 5

f = 23x (Ln2)252

f • . • = 2sx (Ln 2)3 53

¡(") = 25x (Ln 2)" S"

- 11

(= Ln(ax + b)

f• _ (ax+b)-'a

f•• _ (-1) l!(ax+b)- 2 a2

f.•. _ (-I)22!(ax+b)-3a3

fiv = (-1)33!(ax+b)-4a4

¡(") )n ` (n - 1)! (ax + b) _n a "

6a Hallar la Derivada Enésima de: fIx) = (ax + b)

¡ = (ax + b)m

f = m(ax+b)m-'a

f = m(m - I)(ax +b)m-2a.a

= m(m - I)(m -2)(ax+b)m-3a'aa

= m(m - I)(m -2)(m -3)(ax+b)m-'a-aa-a

¡`"1 = ni (m-I)(m-2)...(m-(n-I(ax*b) m-1aa...

(ax + b)m

m1
¡' =

1)!
(ax + b)m a

(m-
m! 2 2(ax + )' a

(m - 2)!

m! m-3 3

(m - 3)!

La última expresión
obtenida es la Deri-
vada Enésima.

Sin embargo su vali-
dez total, debe aún
demostrarse por In-
ducción Matemática.

Previamente se
calculan varias
Derivadas, para
luego ordenarlas

Se comparan los
resultados que se
obtienen.

(ax+b) a

m -i 4

(m - 4)!

f In) =

(ax+b) a

m

(m - n)!
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Deducir una fórmula para la Derivada Enésima de: f = Senx : g = Cosx

f = Sen x = Sen(x + 0)

f = Cos x = Sen(x + 1 ^)
2

Ti
f = - Sen x = Sen (x + 2 -)

2

f Cos x = Sen (x + 3 - )
2

ru Tif = Sen x = Sen (x + 4 2 )

= Sen (x + n
n
-)
2

= Cos x = co* + 0)

_ - Sen x = Cos (x + 1 -n)
2

_ - Cos x = CO* + 2 n )
2

= Sen x = Co* + 3
n
-)
2

= Cos x = Cos (x + 4 Ti )
2

g (") = ...

Deducir una Fórmula para la Derivada Enésima de:

f = Cos 2x = Cos(2x + 0)

-Sen 2x 2 = Cos(2x + 1 ^) 2
2

-Cos 2x 2.2 = Cos(2x + 2 ^) 22
2

J"' = Sen 2x2.2.2 = Cos(2x + 3 n)2'
2

= Cos 2x 2 . 2 . 2 . 2 = Cos(2x + 3 n) 24
2

f(n) = ... Cos(2x + n -) 2"
2

Ti
= Co* + n -)

2

f = Cos 2x : g = Sen 2x

g = Sen 2x

1 -Cos 2x
g =

2

En ambos casos las
Funciones Trigono-
métricas tienen un
periodo de 2n Ra-
dianes.

Al repetirse la mis-
ma Función cada 4
órdenes de deriva-
ción. es suficiente
con agregar: 2 n/4
al' ángulo. cada vez
que se deriva.

g = 1 - 1 Cos 2x
2 2

(") I ng =-2Cos(2x+n 2) 2

Para el se-
gundo caso,
se usa una
Identidad
Trigonométri-
ca y se aplica
el resultado
de la Primera
Función.

Deducir una Fórmula para la Derivada Enésima:
f

= 7z - 1

x2-2x-3
En este caso , no es conveniente derivar directamente . ya que las expresiones se complican . es preferible
separar la Fracción como una Suma de Fracciones Parciales . de acuerdo a un Teorema Algebraico.

f = 7x-1 = 7x-1 = A + 8 = A(x+l)+8(x-3)

x2-2x-3

g

g ///

gfu

(x-3)(x+ I) x-3 x+ l (x-3)(x+ l)

Las Fracciones Simples poseen por numerador a una constante (Cuyo valor se determinará luego) y por
denominador a uno de los factores del denominador original . Igualando numeradores de la fracción
original y de la suma de fracciones simples.

7x-I =A(x+I)+ B(x-3)

Si: x = 3 7.3 - 1 = A(3 + 1) + 8(3 - 3) A = 5

x = -1 7(-1) - 1 = A(-1 + 1) +B(- I -3) B = 2

Reemplazando valores adecuados
en: x se calculan las constantes.

2 La Fracción queda expresada como una Suma7x - 1 5 +=Por tanto: f =
x2-2x-3 x-3 x+*l de Fracciones Simples.

Aplicando los resultados de las Derivadas Enésimas del anterior Problema de P-6-39: con a =-3 , a =
1 respectivamente . obteniendo:

f(") = 5(-I)"n! (x-3)-ro•11 + 2(-I)"n! (x+l)-("-n

(-I)"nl[5(x-3)-(".') + 2 (x + 1)-("•n)

Factorizando. se obtiene la expresión
final de la Cerivada Enésima.
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FUNCIONES EXPLÍCITAS

Son aquellas Funciones que presentan la forma : y = ((x) mostrando una relación explícita entre las variables:
x. y (y está despejada en términos de: x)

Ej 6 - 1 6 y = x2 +Sx - I

y = x8Senx + Sx

Son dos ' Funciones Implícitas, donde se asume que:

Algunas Funciones Implícitas pueden convertirse en
Explícitas (Despejando: y), como en el último ejemplo.

FUNCIONES IMPLÍCITAS

Son aquellas Funciones que presentan la forma : F(x•Y) = 0 asumiendo una relación implícita entre las variables:
x, y (y no está despejada en términos de: x)

Eib-17 x2 +y2-I =0

X5+yy+x-I

Sin embargo no toda Función Implícita, puede convertirse en Explícita. Como la 2°a Función anterior
(Debido a que no siempre es posible el despeje de: y)

Si: x2 + y2 - 1 = 0 y = I -x2

Para derivar Funciones Implícitas, asumiendo siempre que y = ((x) se aplica la Regla a los Términos de y (Por
tanto si y = ((x) su Derivada es: y')

Ei 6-18 x5+y3-8 =0

5x4 + 3y2y' = 0

=0

Sx4y _ -

Ei 6-19

3y2

Son ejemplos de Funciones Explícitas

Para derivarlas se recurre a las Reglas de Derivación antes estudiadas.

Función Implícita dada

Derivando implícitamente (Se derivan todos los Términos, los de: x
por Reglas conocidas. los de y también pero luego se multiplican
por: y').

Despejando luego la Derivada: y'

x9 +y' + 3x4 + 5y3 = 0

9x8 +7yey' + 12x3 + 1 Sy2y' = 0

y'(7y6 + 15y2) = -9x8 - 12x3

9x8 + 12X3

7y6 + 15y2

Derivada implícita

Derivar implícita y explícitamente: x 2+ y 2 =

x2'y2 - 1. =0

2x + 2yy' = 0

y X
Y

Derivada explícita
x2 + y2 - 1 = 0

y

Función Implícita dada.

Derivando implícitamente (Se derivan
todos los Términos)

Factorizando: y' . para luego despejar

= I - x2 = (1 - x2)1 a

2

- x
^(I -x2) 1r(-2x) =

Despejando y. De-
rivando

Ordenando el re-
x sultado

I-x2. y Por despeje previo

Los resultados de ambos procedimientos son los mismos. note la sencillez de la resolución por la Deriv3J3
Implícita En ambos casos, los resultados se expresan en términos de las variables: x. y
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6-47 Derivar las siguientes Funciones Im plícit as:

a) y3 - x2 + y2 = I Dada la Función Implícita, se deriva implícita-
2

' ' 2x Luego se despeja la Derivada: y 'mente3y y - 2x + 2yy == 0 y .

3y 2 + 2y

b) y5 * x4 + y4 + x2 + y = 5x

+ ' ='+25 4 '+4x3+4 3 5 ' = 5-4x3-2x
x yy y y y y

Sy 4 + 4y 3 + I•

c)
y3X2 + X3 + y2 = 1 En la Derivación del Primer.

Término, se usa la Regla del
3 2

3y2y'x2 +y32x + 3x2 + 2yy' = 0
2x - 3xy' _ -y

Producto.
3y2x2 +2Y

d 5 5 2 2) - xx = 1y y

3 42 5' = 02 - 2 224 5 5 4 "
= 2y - Sx y- Sx4y= 2xy

x yyxy-Sx y +x 5y y
y

Sx5y4 - 2x2y Sx4y3 - 2x

e) y3 - 1 - y2 = 1
x3+ 1

3Y2Y'(X3+ 1) - (Y3 - I)3x2 y' _ (y3 - 1)3x2
3y2(x3 + 1) - 2y(x3 + 1)2

-2yy" =0
(x3 + 1)2

6 448

a)

b)

c)

Derivar implícitamente las siguientes Funciones de diversa naturaleza:

Ser,y - Senx+y - x = 1 Cosyy' -Cosx+y" - 1 = 0

Sen 3X _ Cos 3 y= 1 3 Sen 2 x Cos x+ 3 Cos 2 y Sen y y' = 0 m*

Sen = 1 * xXy Cosx IY - xy=I Y,
y y2

Cosx + 1y =

y1

y2 - yCosx
y

- x Cos x
y

Cos y + 1

-Sen 2 x Cos x

Cos 2 y Sen y

Para derivar el
Término x/y se
aplica la Regla del
cociente.

d) ' e' 2xee' - ex - ex + er = I er '-e=-er'2x+er'2y ' = 0 V. = +y y
er+2yer

e)

t

Ln(x3-y3) +x3y3 = 0

(3x2 - 3y2y')
+3x2y3+x33y2y 0 y -3x2-3x2y3(X3-Y3)

x3 -y3 -3y2 *x33y2(x3 -Y3)

1) Sen(x2 + y2) = x Cos(x2 + y2)(2x + 2yy') = 1 - y' = ( 1 - 2x) 1
Cosx 2 + y 2) 2Y

g) e sri (= r') = x

e""(''-r')Cos(X2 -y2)(2x - 2yy') y
2xe5(xi -r7)Cos(X2 - y2) - I

y ,,rn(x' ') CC5(X 2 - y 2)
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E'I 6-20 Hallar la Segunda derivada Implícita en:

x5 + y3 = 1

5x 4 + 3y2y' =0

y
3y

6-49

y

5x4

2

(20x3)(3Y 2) - (5x4)(6yy •)

(3y 2)2

(20x 3)(3y 2) - (5x 4) (6y (- 5x 4/3Y 2) )_ 9y 4

60X 3y 3 + 50x 8

9y5

Calcular la Segunda derivada Implícita
1

2x-2' = 1

2x Ln 2 - 2y Ln 2 = 0

y' = 2xLn 2 = 2x-y

2yLn2

y•• = 2x-YLn2(I -y')

= 2x-y Ln 2 ( 1 - 2x-y)

6=5o Demostrar: R 2
Y' = - - Si: x2

y3

Función Implícita dada

Derivando Implícitamente cada uno de los
Términos de la Función.

Despejando: y', se obtiene la Derivada Implí-
cita.

Para calcular y' se deriva y' por la Regla del
Cociente. Al derivar términos que contienen
a y, se debe multiplicar por y'

Reemplazando la Expresión de: y', por lo
obtenido anteriormente.

Simplificando y ordenando.

Función Implícita dada

Derivando implícitamente, de acuerdo a Reglas conocidas.

Despejando: y' , simplificando el cociente por Leyes de expo-
nentes.

Volviendo a derivar: y' , para obtener: y"

Reemplazando la Expresión de: y'

+y R22

x2 + y2 = R2

2x + 2yy' = 0

y
2x x

y

2y y

_ 1 •y - xy' _ y - x(-x)

y2 y2
y2 + X2 R2

Y3 Y3

6-5 I Demostrar Si: a ZX2 + b:y 2 = a2b2

Si: a2x2 + b2y2 = a2b2

a22x b22yy' = 0 y'

y
a 2b 2y - a 2xb 2y '

(b 2y)2

a 2(b 2y 2 + a 2x')

Función Implícita dada

Derivando implícitamente y despejando: y'

Derivando nuevamente para obtener : y' ' . usando
la Regla de Derivada de Cocientes.

Reemplazando : y' , luego ordenando, reempla-
zando la expresión original se demuestra lo reque-
rido.

a4

b2y3

a 2 X

b "Y

a 2b 2y -

a 2(c

2xb 2 (-a -x/b 2y)

b4y2

b 4y3 b`r-

a4

b2y3

Función Implícita dada.

Derivando Implícitamente , despe-
jando: y'

Derivando nuevamente para obte-
ner: y''. Reemplazando y'

El numerador presenta la forma de
la Función Implícita originalmente
planteada. reemplazando queda de-
mostrado la Proposición
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DERIVACIÓN DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS

Para obtener las Derivadas de las Funciones Trigonométricas Inversas (En realidad de todas las Funciones del Tipo
Inversas ), se recurre a la Derivación implícita. por las ventajas que representa.

Ej 6-21 Si: y = Aresenx

Sen y = x

Cosyy' = x

Y = 1
Cos y

-1-7

a)

y' -1 -I

Seny 1 -Cos 2 y

-1

y'
1 1

Sec2y 1 +Tan2y

I
1 + x2

MÉTODO DE DERIVACIÓN LOGARÍTMICA

El Método de Derivación Logarítmica, es un método de Derivación de Funciones, mediante Logaritmos previos
y aplicando luego la Derivación Implícita.

Este método permite también la demostración de algunas Reglas de Derivación.

Ei 6-22 Si: y = x'

Lny = Ln(x')

Lny = r Ln x

1 ' 1-y =r-
y x

y' = r
1
y= r

1

x x

1

-Sen2y

Función Trigonométrica Inversa

Por definición, despejando: x

Derivando Implícitamente por sus reglas.

Despejando: y'. Por Identidad Trigonométrica, se reem-
plaza la expresión de: Cos y

De.acuerdo a la Ecuación anterior: Sen y = x

Derivada de la Función, en términos de: x

Derivar las siguientes Funciones Trigonométricas Inversas:

y = Arccos x

Cos y = x

- Seny y' = 1

Si: y = u

Lny = Ln(u t') = u Ln u

y'=u'Lnu +u L u'
y u

y = y(u' Ln u + u L)
u

u
u'(u'Lnu + u -)

u

b) y = Arctan x

Tan y = x

Sec 2 y y' = 1

Función donde: r es un Número Real (Racional o Irracional)

Aplicando Logaritmos y desarrollando.

Derivando implícitamente por sus reglas.

Despejando: y'

Reemplazando: y = x' ; como originalmente se planteó la
Función. Simplificando.

Derivada de la Función . Esta Derivada es una generalización
de la demostrada en P-6-7

Función donde: u, u son Funciones de la variable x

Aplicando Logaritmos y desarrollando.

Derivando implícitamente.

Despejando: y'

Reemplazando: y = u"
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=Sí Derivar las siguientes Funciones. aplicando previamente Logaritmos.

a) x 2 Cos x

y

b)

6-541

Ln y = Ln(x2Cosx
1 + xs

Función dada a derivar

Aplicando Logaritmos Neperianos a ambos miembros de la igualdad.

Desarrollando por propiedad del Logaritmo de un cociente.

= Ln(x2Cosx) - Ln(I +x5)

= Ln(x2) + Ln(Cosx) - Ln(I +x5)

= 2 Ln x + Ln(Cos x) - Ln(I + x s)

1 I
y = 2 I 1 + (-Sen x) - (5x 4)

x Cosx 1 +xs

2 Senx 5x 4 x 2 Cos x 2
y( - - ) _ (-
x Cosx I +xs I +x5 x

x4 -x2 - 1
y =

N x2-x-1

x4 -x2 - I i/2
Lny = Ln ( )

x2-x-1

[Ln(x4 -x2 - 1) - Ln(x2 -
2

u = x

y
2

(4x 3 - 2x) - (2x - I fi
Y 2 x4-x-I x2-x-I

Y
1 4x 3 - 2x 2x - 1

= Y _ [ - )
x4-x2-I x2-x-I

1

y
=^I

x4-x2-I 1 ( 4x3-2x - 2x-1

x2 - x - 1 2 x4 -x2 - 1 x2 - x - I

Derivar las siguientes Funciones usando: (u

y = x`

y = xsenx

y = Tan `x

y x x

y = xy3+-i

y :X,

u = x

U = x

- 1))

I

Por el Logaritmo de un producto.

Por el Logaritmo de una potencia.

Derivando implícitamente.

Despejando y' , ordenando la expresión.

Reemplazando la Función y por s^ expresión
original, se obtiene la derivada requerida.

- Tan x

Función dada a derivar

Aplicando Logaritmos a ambos
miembros.

Desarrollando por propiedades de los
Logaritmos, tanto la potencia como el
cociente.

Derivando implícitamente. por reglas
conocidas

Despejando y'

Reemplazando la Función: y por su
expresión original.

U)/ = y' = u'(u'Ln u + u u-)
u

y' =xx(I•Lnx+x 1) =x`(Lnx+ 1)
x

y ' = x s"(Cos x Ln x + Senx )
u = Senx x

u = Tan x
u =x

u = x

u = x`

u = x

u = x2-3x-I

U = x
u = 3

Sec 2x
Y' = Tan =x [ l • Ln(Tan x) + x

Tan x

y' = x"[x`(Lnx+ I)Lnx +x` i)
x

y

y

,,
= x` `'((2x-3)Lnx+ x2 - 3x - 1

= x3(0.Ln x + 3
1
) = 3x

2

x

x



M¡ 1 fimo, l

Luego del estudio analítico de la Derivada, es conveniente estudiar la Interpretación Geométrica de la Derivada.

Por la definición de Derivada : ¡(x) = L'm
f(xh) f(X)

h-o h

Si: A x = h ; A y = f(., . h) - f(X )
f(1 x) = Lím yy ; Note que cuando Ax tiende a cero, también Dy tiende

Ax -o Ax
a cero.

Representando gráficamente la Función: 4x)

El análisis se efectúa alrededor del punto: (x.y)

Tomando: x2 =x+ Ax ; y2 = y + Ay

La Recta: L2 que pasa por los puntos (x.y):
(x2.y2) es una Recta Secante (Corta en dos pun-
tos a la curva)

Al disminuir Ax , la Recta LI pasará por: (x.y);
(x,,y,): también es una Recta Secante.

Las pendientes de las Rectas L I , L2 son:

Y2 -Y Ay y, -Y

m2 x2 -x Ax m^ x1 -x

Cuando Ox tiende a cero (Ay tiende también a cero ); la Recta L pasará únicamente por el punto (x,y); entonces
se constituye en una Recta Tangente : la pendiente de esta Recta es:

m = Lím D Y
Ax-o AX

Sin embargo esta pendiente es también la definición de la Derivada , por tanto: A y
m = Lím f(x)

a .-O Ax

La Recta Tangente al tener una determinada pendiente , tendrá también un ángulo de inclinación (8): con
respecto al Semieje Positivo de las abscisas : por definición de pendiente: m = Tan 8 . ' se tendrá definitivamente
que:

II.. ^IitPf IÍÍ
Por tanto, la Derivada de una Función geométricamente es una pendiente: Esta pendiente es de la Recta Tangente
que pasa por un punto de la curva.

EE' 6-23 Se calcula la Pendiente de una ecuación de recta

y = 3x t 1 Función (Ecuación de una Recta)

y' = 3 Derivando, su pendiente es una constante (y' = m = 3)

La pendiente calculada por derivación, coincide con el concepto de pendiente de una Recta (Ver IV-5).
Se calculaba como el coeficiente de x. cuando y está despejado, según los conceptos de Geometria
Analítica.

jL§-~24 y°x2

Y' 2x

51 x=3 y'=23=6

Función (Ecuación de una Parábola)

Derivando (y' es variable en términos de: x)

Al ser posible reemplazar cualquier valor en x ; se cbt:ene
cualquier valor como pendiente.
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Recta Tangente a una curva es aquella Recta, que pasa por un punto de la curva y tiene por pendiente, la
Derivada de la curva en ese punto.

E i 6-25

1 6::5 5

En la Función: f(x) = x2 + 1

La Recta Tangente en el punto Po(1.2): tiene por
pendiente a:

m = f (x) = 2 x

Si: X = I m = f'(1) = 2.1 = 2

La Recta Tangente pasa por el punto Po(I ,2)

... ...4{..... ...

Hallar la Ecuación de la Recta Tangente a la curva de: f(x) = x2 - 4x + 5 : en el punto Po(3.2)
._ ..... .:.......... .... __ _

En la curva de: f(;) = x2 - 4x + S la pendiente es: Y

m =f
"(x)

=2x-4
Si: x = 3 m = f'(a) = 2.3-4 = 2

'.............2 - -' - . ... .
Utilizando la Ecuación de Recta , forma de Punto- Pendiente:

6-5'6

Po(3.2) y - 2 = 2(x - 3) y = 2x-4

y - y, = m(x -x,) i x

Ecuación de la Recta Tangente a: y = e2x - 1 en: x = 2

Para la curva de : y = e 2x la pendiente es:

m = e2x -' 2

Si: x = 2 m = f "(2) = e22- '2 = 40.17

El Punto: x = 2 ' y = f(2) = e2,2 -' = 20.08

Por la Ecuación de Punto - Pendiente : y - y, = m(x - x,)

Po(2.20.08) y - 20.08 = 40.1 7(x - 2) y = 40.1 7x - 60.26

Si la curva es : y = 4x -x2 : Su pendiente es: y' = m = 4 - 2x

El punto P(3.7). no pertenece a la curva . Por tanto la Recta
Tangente pasará por el punto P (3.7) y por un punto : (x.y) que
si pertenece a la curva . tal Recta Tangente será de la forma:

y - y, = m(x- x,) y - 7 = (4-2x)(x-3)

Usando la Ecuación de la Recta Tangente y la Ecuación de la
cura, se presenta un Sistema de dos Ecuaciones con dos
incógnitas , que permite calcular el punto : (x.y).de la curva.

Recta Tangente y - 7 = (4 - 2x)(x - 3) x = 1 : y = 3

Cu-.'a dada: y = 4x -x2 x = 5 : y = - 5

Se cgran dos puntos ( 1.3). (5.-5) por tanto existen des Rectas
Turgentes. cuyas pendientes son: 2 . - 6 Las Rectas que pasan per

sor, y-7 = 2(x-3 y-7 =-6(x-31

Hallar la Ecuación de la Recta Tangente a: y = 4x - x2 : que pase por: P(3.7)
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RECTA NORMAL

la Recta Normal a una curva, es aquella Recta que pasa por un punto de la curva y es Normal (Perpendicular)
a la curva en ese punto.

En la práctica, para hallar una Recta Normal a una curva, es suficiente con hallar la Pendiente Normal o
Perpendicular: m', mediante: ml = - 1/m (Ver IV-9)

Ei 6-26 En la Función: f(x) = x2 + 1 : su pendiente es:

m = f '(X) = 2x

En: P(1,2) m = 2.1 = 2

La pendiente perpendi-
cular correspondiente a
la Recta Normal es:

1 1
M = -- _ -

-m 2

.......... ... Lgó ..

En la curva de : f(-) = x 3 + 4 : Hallar Ecuaciones de la Recta Tangente y Normal en el punto Po(¡ .5)

= x3 + 4 Curva dadafax)
r

m = f '(x) = 3x2 Pendiente: m

m = f '«) = 3.12 = 3 Para x = 1

Usando la Ecuación del Punto Pendiente. la Recta Tangen-
te que pasa por Po(1.5) es:

y - y, = m(x-x0) y-5 = 3(x-1) y = 3x

La pendiente perpendiculares: m' = - 1 1
m 3

la Recta Normal que pasa por Po(I,5) es:

+2

y-y0 = m'(x-x0) y-5 = - 3(x-1) y 3x+ 36

1 6-59 En la curva de : fS = x2 - 2x + 3 Hallar las longitudes de la Tangente , Normal , Subtangente.
Subnormal en epunto: (2,3)

Hallando las Ecuaciones de la Recta Tangente.
Normal y sus Intersecciones con las Abscisas.

41 ) =x2-2x+3

1

Curva dada

m = f 'e+) = 2x - 2 Pendiente

m=2.2-2=2
En: x = 2

la Recta Tangente en el punto (2.3) es:

y - y, = m.(x - x0)

y-32(x-2) y=2x-I

Esta Recta intersecta al Eje X en: x = 1/2

la Recta Normal en el punto : (2,3) es:

y -ya = m' (x -x0) * y -3 = - I (x -2)
2

- -.. .^C.. ... ... ... ..........

y
1 Esta Recta intersecta al Eje X

2
+4 en:x=8

Las longitudes requeridas . se definen y determinan (Come -Distancia entre puntos ) del siguiente modo

LONGITUD DE TANGENTE: OA = 45/4

LONGITUD DE SUSTANGENTE: A3 = 3/2

LONGITUD DE NORMAL: OC = 45

LONGITUD DE SUBNORMAL: CB = 6
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ÁNGULOS DE CURVAS
En la interpretación geométrica de la Derivada se obtuvo la siguiente relación:

ji,
Riffi ft

!11 l

Donde 8 es el ángulo , que posee la Recta Tangente a una curva , con respecto al semieje positivo de las Abscisas.
6 se llama también : ÁNGULO DE CURVA, se calcula por:

8 Arctan m = Arctan f 'rx)

Ej 6-27 En la curia de: (Ix) = x2 - 2x +

m= Tane=f"rx)

Tan 8 = 2x - 2

se calcula el ángulo de inclinación para el punto (2, l),

Si: T:;n 8 = 2.2 - 2 = 2

e = grctan 2 = 63.43 °

G-60 Hallar el ángulo de la curva de: f(x) = (x' + 1)114 en el punto: (3.2)

S.: frx)
= x + I = 1 x3 + 1

14 14 14

Aplicando: Tan 8 = f ',x) _ ! 3x2
14

Si: x = 3 : Tan 8 = 1 3.32 =
27

14 14

8 = Arctan 27 = 62.59°
14

..... .. ...... .... .Y. .. .. ............

;..... .. ..... ..... ... ...

..... `.. .. ... ...... ... .. ... ...

Calcular el punto en el cuál la Función : frx) = x2 - Sx + 8 : posee un ángulo de 450

Este es un problema inverso al anterior, dado un ángulo se
trata de hallar el punto.

Si: frr) = x2 - Sx + 7

('rr)=Tan 8=2x-5

8 = 45° : Tan 45° = 2x - 5

1 =2x-5=* x = 3 'f(3) =2

Si: frx) = I + Ln x

Aplicando: Tan 8 = (x) x

Si: 8 = 35° Tan 35°

1-
0 70 = - _

x

El punto con
ángulo de 45°
es: (3,2)

Z .. . . ... .. . . ......

..... ...}..... /... ..... ... .. .. ... ..... .

El
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ÁNGULOS DE INTERSECCIÓN

El ángulo entre dos curvas , es en realidad el ángulo existente entre sus Rectas Tangentes en el Punto de
Intersección.

Para hallar el ángulo entre las curvas, previamente se debe determinar el Punto de Intersección, en este punto
se calculan las pendientes de las curvas, para luego calcular la Pendiente Diferencia, que es la Tangente del
ángulo buscado (Ver IV-7)

Para el Punto de Intersección, se resuelve el Sistema:

y=4-x2 x=1 = y=3

y= 2x2 + 1 x=-I y 3

Pendientes' m, = f'= -2x : m2 = g'= 4x

si.. x = 1 MI _ -2 m2 = 4

m1 - m2

I +m1m2

..... ...^: :^.....

El 6-28 Ángulo entre: /IX) = 4 -x2 : g(X) = 2x2 + 1

i

Pendiente Diferencia: El ángulo en el otro Punto de Intersección es el mismo.

m i - m2 (-2) -4 6

1 +m1 m2 1 +(-2)4 7

Ángulo Tan (p = 6 q =Arctan 6 = 40.6°
7 7

Hallar los ángulos de Intersección entre : f = x` : g = x + 2

Y x2 x = 2 y = 4 P1(2.4) Puntos de=

y = x+2 x=-I y= 1 P2cónrsec

Pendientes: m1 = f'= 2x

6-64

m = ' 2 = = 3 Tan gil = 3 4) 2 = Arctan 3 = 71.56°
I +m¡m2 1 +(-2)I

Tan 4) =m=

m2=g'=1

En: P,(2,4) mi = 4 m2 =

mi-m2 - 4-1 =3 Tan =3 =30.96°
1+m1 m 1+Q1 5 ' 5

En: P2(-I,I) m, _ -2 : m2 = I

m -m (-2) - I

Hallar el ángulo de intersección entre las curvas de : f = Sen x : g = Cos x

Si:y=Senx
y =Cosx

1 = Tanx x =

Dividiendo entre ecuaciones

n

4

Pendientes : m, = f'= Cosx m2 = g'= -Senx

Si: x = n/4 - m, = 0.707 m2 = -0.707

mi -m 2 0.707 -(-0.707)
m = = = 2.828

1 -mIm2 1 -0.7070.707

Ángulo Tan (p = m (p = Arctan 2.828 = 70 52°
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MÁXIMOS RELATIVOS

La Función flx) tiene un Máximo Relativo en x, si f(zJ i f(X) en un Intervalo Abierto que contenga a: x,

E'1 6-29 La Función: foX) = I + 4x -x2 posee Máximo Relativo

en: x = 2

El Valor del Máximo: f12) = 1 + 4.2 - 22 = 5

Tomando el Intervalo Abierto: 1 < x < 3
En tal Intervalo se cumple: f(2) z f(x)

En realidad la Desigualdad se cumple para todos los
Reales:--<x<-

......... .. ..... ........
. .

;.......;..... ............. ..... ...............2 ,
...... .:.............:•-..... .....; ..... -=.......;.

MÍNIMOS RELATIVOS

La Función: flx) posee un Mínimo Relativo en x, ; si flX , s fax) en un Intervalo Abierto contiene a: x,

EL 6-30 La Función: f(x) = x 2 - 4x + 5 posee Mínimo Relativo
en: x 2

El Valor del Mínimo: f(2) = 22 - 4.2 + 5 = 1

Tomando el Intervalo Abierto: 1 < x < 3
En tal Intervalo se cumple: f(2) s f(X)

En realidad la Desigualdad se cumple para todos los
Reales: -- < x < -

Y. _ .. .. .....1..... ....... ...

2
.. ....

Si una Función posee un Máximo o un Mínimo Relativos, 1-2 lo 2 4
se dice que la Función posee un Extremo Relativo.

Un Teorema de mucha importancia expresa: Si ff está definida en el Intervalo Abierto:
a < x < b Si: f(X) posee un Extremo Relativo en: x, entonces se verifica que: flx)' = 0

E'1 6_31 La gráfica de la Función: f(x) = x' - 3x muestra que existen
Extremos Relativos en: x = 1; x =-1

La Derivada de la Función en esos Puntos es:

flx) _

3x2-3 fl') _ 3(1)2-3 = 0

fl-i) = 3(-l)2-3 = 0

Se observa que en cada Máximo o Mínimo Relativo. la
pendiente o Derivada es cero. .

MÁXIMOS Y MÍNIMOS ABSOLUTOS

La Función: fr,, tiene un Máximo Absoluto en un Intervalo. si existe algún x, tal que: fax, 2 1) para todo: x
en el Intervalo. El Máximo Absoluto de la Función es el valor de: f,.,

La Función: f ,, tiene un Mínimo Absoluto en un Intervalo. si existe algún x, tal que: f{xJ s fax) para :cdo x
en el Intervalo El Mínimo Absoluto de la Función es el valcr de: flx,

Se llaman Extremos Absolutos de una Función a los Máximos o Mínimos Absolutos.
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A) TEOREMA DE ROLLE

Si la Función f(x) es Continua en el Intervalo Cerrado a s x s b Si: f(x) es Derivable en el Intervalo Abierto
a < x < b . Si : f(a) = f( b) = 0. entonces existe c tal que: a < c < b ; f "(e)= 0

Demostración:

i) Si:. fX) = 0 es un caso trivial, donde c puede tomar cualquier
valor
entre: a < x < b

Si: ¡(x) > 0 entonces: c es el Máximo, ya que en:

a <x<b;f(x)>0

iii) Si: f(x) < 0 entonces: c es el Mínimo, ya que en:
a < x < b ; f(x)<0

B) TEOREMA DE LAGRANGE (TEOREMA DEL VALOR MEDIO)

Si la Función f(x) es Continua en el Intervalo Cerrado a s x s b, Si: f(x) es Derivable en el Intervalo Abierto
a < x < b. Entonces existe c tal que:

f(b) - f(a)

f(e) - b - a

Demostración:

Por la Ecuación de Recta que pasa - f(°1 = f) - fa)
por los puntos: (a, f(a)); (b, f(b)) x - a b- a

Si: y = f(x) se confor-
ma una nueva Función: F(X) = f (x) - f (d)

........................

=h)f(b)-
f(

°)(X -a) J4)-
b -a

F(X) cumple con las condiciones del Teorema de Rolle. ya que

Si : x = a F(a) = f(a) f(a) - f (6) f(") (a - a) = 0 : Si : x = b =
b-a

Por tanto existirá un valor de c tal que: a < c <

F "(x) ¡'(x) - f(b) - f(°) Haciendo cumplir: F '(e)
- a

F ' -
f(b) - f(°) = 0 ¡ ' - f (b) - f(a)

b - a

F(b) = f(b) - f(a)
f(b-a(a)(b-a) =0

b f(e) " - o
Geométricamente este Teorema sostiene

= 0 que ante una Recta Secante, entre dos
puntos de una curva, siempre existirá una
Recta Tangente paralela.

C) TEOREMA DE CAUCHY

Si f(x)• g(x ) son Fúnciones Continuas en el Intervalo Cerrado a s x s b:

Derivables en el Intervalo Abierto a < x < b : siendo g (x) • 0 : Existe: c

tal que a < c < b . donde se cumple que:

Demostración:

Construyendo: F11) = f(X) - f(b ) - K(-(x) - g(bl)
g:b' - g(a)

Esta Función cumple con las condiciones del Teorema de Rolle. por tanto existe

F'(x) = f '(x) -
Kg.(x)

Donde: K = fib1 - f(°)

K = f ' (0 = f(b) - f(a)

F'(e) = f '(e) - K9 '(e) = 0 g (e, 9'b) - gra)

f (e) f (b) - f(o)
g (c) g(b) g(a)

c donde : F '(1i = 0
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tí 6-32 Verificar el cumplimiento del Teorema de Rolle si: f^X^ = -XZ t 6x -

La Función: f() = -x2 + 6x - 5 :es evidentemente Conti-
nua y Derivable en el Intervalo de: 1 s x s 5 ; además:

Si: x= 1 : f(,)=-I2+6.1 -5=0

x= 5, f(5)=-52+6.5-5=0

Por tanto existirá c tal que f',,, = 0

Si: f'(,)=-2x+6=0 x=3=c

x-2

Verificar el Teorema de Lagrange , comúnmente conocido como el Teorema del Valor Medio : Cuando:

f(x) = 6x - x2 en el Intervalo: 1 s x s 4

La Función f(x = 6x - x2; es evidentemente Continua y
Derivable en el Intervalo: 1 s x s 4

Si: x = 1 fo) = 6.1 - 12 = 5 PI(1,5)

x = 4 ; f ( 4 )=6 - 4- 4 '=8 P2(4.8)

Por el Teorema debe cumplirse:

f (b) - f (a)

f(`) b-a

6 -2x = 8- 5 x= S= c
4 - 1 2

En la gráfica se aprecia
que ante la Recta Se-
cante por dos puntos.
se obtiene una Recta
Tangente paralela.

3Verificar el Teorema del Valor Medio Si: f =(X)
en el Intervalo: O s x s 5

La Función: f(X) = 3 no está definida en x = 2 : por
x-2

tanto no es Continua en: x = 2 ; consecuentemente
tampoco es Derivable en ese valor.

Al no cumplirse todas las condiciones del Teorema del
Valor Medio, en el Intervalo indicado, no es posible
aplicar este Teorema.

Note que si el Intervalo fuese otro, donde no se incluye
x = 2, si seria aplicable este Teorema.

+._:..^ ..

.. .......... .. .

2m Verificar el Teorema de Cauchy: f(X) = x2 - 1 . g(x) = 3x + 1 ; 2 s x s

Las Funciones f(X) = X

f(1) - f(b) - f(a)

9(0 g(b) - g(a)

2-I.

2x _ 24-3 x= 7 =c

3 16 - 7 2

sXS5

5

Por tanto deberá cumplirse , que existe : c tal que se verifi-
que la igualdad que indica este Teorema

La mayor aplicación de este Teorema se verificará . cuando se estudien las Aplicaciones de la Derivada.
particularmente para demostrar la Regla de L 'Hopital.

g(z) = 3x + 1 : son Continuas y Derivables.
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INI fV ''I i IIIIIW0WIItimo
Si: xo está en el Dominio de flx) ; Si se cumple f "1x0) = 0 ; o si f '(x, no existe . Entonces en xo se tiene un
Punto Crítico.

E'I 6-33 La Función: flx) = - 7 + 6x - x 2

Es Función que posee un Punto Crítico en: xo = 3; ya que:

f (x) = 6 - 2x

f(3) = 6-23 = 0

En xo = 3; se tiene un Extremo Relativo (Un Máximo) cuyo

valores: f(3) = - 7 + 6.3 - 32 = 2

Por tanto el Punto Crítico es: P(3.2)

Ei 6-34 En la Función: fo,) = Ix - 21 + 1

Es una Función que posee un Punto Crítico en xó = 2 ; en ese
punto no existe Derivada de la Función, por tratarse de un
Punto Anguloso.

El valor de la Función en este Punto Crítico es:
f,2) = 12-21+1 = 1

Y ------- .......................

----. `.. ... .. ..

4

En la práctica. para hallar Puntos Críticos de una Función. se deriva ésta e iguala a cero. (O en su caso se busca
aquel punto, donde no exista Derivada)

Un Punto Crítico puede determinar Extremos de Función que pueden ser: Máximos o Mínimos Relativos.

6=68l

x=3

Derivando la Función e igualando a cero:,

f(x) = x3 -6 X2 + 9x + 2

f "lx) = 3x 2 - 12x + 9 = 0

= 3(x- 1)(x-3) 0 x = 1; x 3

Si: x = 1 fr1) = 13-6.12+9.1 +2 = 6

Hallar los Puntos Críticos de: flx) = x3 - 6x2 + 9x + 2

fc3) = 32 - 6.32 + 9.3 + 2 = 2

6=69 Hallar los Puntos Críticos de la Función:

Derivando la Función e igualando a cero:

f(x) = (X - 1)2/3

f'(x) 2(x- I)-1n = 0
3

= 2 = 0 = 2 • 0
3

3 x-1

1(x) _

los Puntos
Críticos son
(1.6):(3.2)

3 (x - 1)2

la Ecuación no tiene
Solución.

Sin embargo un Punto
Crítico es aquel donde
la Derivada es cero o
no existe.

La l " situación no es posible. analizando la 2°a.
2

3 x-I

Es una Expresión que no existe para:
valor x = 1 (El valor de la Función-

-2

2j

X

Y ... ................ .......

2 '4

x = i. luego el Punto Crítico está en el
f(IJ = 0) El Punto Crítico es P(1.0)
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Utilizando el concepto de Derivada, se pueden estudiar diversas características de una Función. como ser su
Crecimiento, su Concavidad, etc. Para ello previamente se definen los siguientes conceptos:

FUNCIONES CRECIENTES

Si: X1 < x2 .
f(X) < f(-,)

Si: x1 < x2 . f(X I ) > f(X )

En un Intervalo . entonces f,.) es Creciente en ese Intervalo

En un Intervalo , entonces f(X) es Decreciente en ese Intervalo.

Un Teorema al respecto dice: "Si: f(X) es Continua en un Intervalo y si: f 'X, > 0 entonces la Función es

Creciente en ese Intervalo , análogamente si se cumple : f '`X) < 0 entonces la Función.es Decreciente en ese

Intervalo"

Ei 6-35 /^x^ = x2 - 6x + 10 derivando, reemplazando valores

f'^x) = 2x-6

f
'(41 =

2.4 - 6 = 2 > 0 Creciente

f'(I) = 2.1 - 6 =-4 < 0 Decreciente

Para hallar el intervalo de Crecimiento:

f'IX)>0 ' 2x-6>0 ' x>3

La Función es Creciente en: 3 < x < -
La Función es Decreciente en: - ' < x < 3

.. .. ..... .Y ...

CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD

Si en cada punto de un Intervalo , la gráfica de una Función está por encima de su Recta Tangente, se dice que
la curva es Cóncava en ese Intervalo . Si en cada punto de un Intervalo , la gráfica de una Función está por debajo
de su Recta Tangente , se dice que la curva es Convexa en ese Intervalo.

A la curva Cóncava, se la llama también Cóncava para Arriba . A la Convexa se la llama Cóncava para Abajo.

Un Teorema al respecto dice: "Si : f' " > 0 en un Intervalo, entonces la curva es Cóncava si: f'' < 0 en un

Intervalo, entonces la curva es Convexa"

El punto en el cuál una curva pasa de Cóncava a Convexa, o de Convexa a Cóncava . se llama : PUNTO DE
INFLEXIÓN . Este punto se encuentra cuando: f'' = 0

Ei 6-36 La Función: f(X) = x2 - 4x + 5 ; posee su curva por encima
de sus Tangentes.

Si: f = x2 -4x+5
f" = 2x-4

f 2 > 0

La curva es Cóncava

La curva es Cóncava en toda la
Recta Real . (No posee Punto de
Inflexión)

Ei 6-37 La Función : fX = -x2 + 6x - 7 posee su curva por debajo
de sus Rectas Tangentes.

Si: f = -x2+6x-7

f'=-2x+6

f."=-2<0

La curva es Convexa en toda la
Recta Real. (No posee Punto de
Inflexión)

............... ...:.......:.......:... . .... .. ..

1

............ ..... :^..:......... _..... .... ..X

_2 : 1) '2 " -. 4

Y 1

.................
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DETERMINACIÓN DE MÁXIMOS Y MÍNIMOS

Si bien ya se han definido previamente los conceptos de Máximos y Mínimos (VI-9): aún no se han establecido
las formas de precisarlos con exactitud , esto requiere de los siguientes pasos:

Mediante la Primera Derivada igualada a cero (f' = 0); se obtienen los Puntos Críticos, los cuales pueden ser
Máximos o Mínimos.

Si un Punto Crítico está en : x, para determinar si es un Máximo o si se trata de un Mínimo, existen tres Criterios:

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Si: f ' '(X,) > 0 ; entonces en: x, está un Mínimo

Si: f ' < 0 ; entonces en: x, está un Máximo

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Si: xi < x0 < x2 ; f 'tX) < 0 ; f '(x > 0 ; entonces en: x, está un Mínimo

Si: x, < x, < x2 f > 0 f 'rx) < 0 : entonces en : x, está un Máximo

CRITERIO DE COMPARACIÓN

Si: x1 < x, < x2 f "rxi < f(xf) ; frx^1
< f(X^) : entonces en: x, está un Mínimo

Si:
x1

< x, < x2 ; f"(X, > f(X) ; f^J > f,XJ ; entonces en : x, está un máximo

En la práctica se usa mayormente el Criterio de la Segunda"Derivada.

Ei 6-38 En la Función: f^x^ = x2 - 4x + 5

Punto Crítico: f'(X) = 2x - 4 = 0 x = 2 * l(2)

f ' '(x) = 2 > 0 Es un Mínimo

6=T0

En la Función : f(x) _ -x2 + 8x - 13

Punto Crítico: [
' (X)

_ - 2x + 8 = 0 -* x = 4 -> f(4 ) = 3

f ' '(X) = -2 > 0 Es un Máximo

Determinar los Máximos y Mínimos de la Función: f^X) = x3

Analizando: fi.) = x3 - 9x2 + 24x - 15

f '(x) = 3x 2 - 18x + 24 = 0

= 3(x-2)(x-4) = 0 - x = 2
x=4

- 9x 2 +

f"(x)=6x-18

Si- x = 2 : f ' '(2) = 6.2 - 18 = - 6 < 0 Máximo

Si: x = 4 f''(4) = 6.4 - 18 = 6 > 0 Mínimo

f(2)

fcu

= 2' - 9.22 - 24-2 - 15 = 5

= 43 - 942 . 24 4 - 15 = 1

Calculando los va
lores Máximo y
Mínimo de la Función.

24x 15

En este problema. a diferencia de ¡as anteriores. la Segunda Derivada no es una constante. es una
Función que al depender de x per-::te reemplazar en x a los puntos Críticos, para así determinar si se
trata de un Máximo o de un Mínimo.



Analizar las características de la Función: f(XI = x2 - IOx + 28

Analizar las características de una Función supone determinar sus Puntos Críticos , Máximos, Mínimos .
Intervalos de Crecimiento , de Concavidad, etc.

PUNTOS CRÍTICOS : (l' = 0)

Si: f(x) = x2 - IOx + 28

PUNTO DE INFLEXIÓN : (f' ' = 0)

f(X^ = 2 = 0 No tiene solución

Por tanto , no existe Punto de Inflexión

f(x) = 2x - 10 = 0 x = 5 Valor Mínimo:

CONCAVIDAD: (f" > 0)

f(x) 2 > 0 =:> La curva es Cóncava

X72

INTERVALO DE CRECIMIENTO: (f' > 0)

f(x)>0 2x-10>0 x >

La Función es Creciente en: 5 < x < -

La Función es Decreciente en: -- < x < 5

PUNTOS CRÍTICOS: U '-= 0)
Si: =x3-6x2+9x+3f (x)

f (x) = 3x 2 - 12x + 9 ='0

3(x - I)(x-3) = 0
- x = I : x = 3

CONCAVIDAD: (f"' > 0)
11

> 0 6x- 12 > 0 x > 2
f(X)
La curva es Cóncava en: 2 < x <
La curva es Convexa en: -- < x < 2

DETERMINACIÓN DE MAX Y MÍN: (f " ")

f(x) = 2 > 0 Mínimo

f(5) = 52 - 10.5 + 28 = 3

....6

4

Analizar las características de la Función: f(x) = x' - 6x2 + 9x + 3

Determinando todas las características de la Función.

INTERVALO DE CRECIMIENTO: (f' > 0)

f(%)>0 3x2-12x+9>0

Cs: -- <x< 1 : 3 <x< -

Función Creciente:-- < x < 1; 3 < x < -

Función Decreciente en: 1 < x < 3

Muchas de las características pueden obtenerse a
partir de otras antes determinadas.

Por Ejemplo hasta llegar a un Máximo, la Función
es Creciente, a partir de ese Máximo, la Función
será luego Decreciente.

DETERMINACIÓN DE MAX Y MÍN: U'')

^^ = 6x - 12 Si: x = 1 , x = 3f(x)

" = 6-1 - 12 = -6 < 0 Máx

rr =6.3-12 =6>0f (3)

Valor Máximo : f(,) = 7
Valor Mínimo : f(,) = 3

PUNTO DE INFLEXIÓN: (f' ' = 0)

f11 (x) = 6x - 12 = 0 x = 2

' f(2) = 5 Pi(2.5)

....................
' ....... ....;

i....¡JJ
1•. CóztCáVá..

......

.............................:......+..........:.

X

Mín

:.....g^....^..;...^ ..:............. f.....................

........... . ...... ....... ...... ......:........ ...........

_ ..f.l.. . ... ...... .....
X
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Analizar las características de la Función: /(x) = x e x

¡(x)

¡(x)

PUNTOS CRÍTICOS: (f' = 0)

= xex

1 ex +xex = 0

=ex(I+x) =0 x -I

CONCAVIDAD (¡' ' > 0)

f() =. e x(2 + x) > 0 x > -2

La curva es Cóncava en: -2 < x < -
La curva es Convexa en: < x < -2

PUNTO DE INFLEXIÓN: (¡" = 0)
11¡(x) = e ` (2 + x) = 0 x = -2

INTERVALO DE CRECIMIENTO (¡' > 0)

¡(z) ex(l +x) > 0 x > -1

La Función es Creciente en: -1 < x < -
La Función es Decreciente en: -- < x < - I

DETERMINACIÓN DE MAX Y MÍN,

/(x) = ex+ 1 ex+xex = ex(2 +x)

e-'(2 - 1) = e-' > 0 Mín

Valor Mín: e-' = -0.37

Y.. ................... . ...... ^...... ...........41 . ......

..... ...... ...... ....... ........ ..............

.. ...... ....... ... . . .2 ......

...................................

Analizar las características de la Función: -x212
/(x) = e

PUNTOS CRÍTICOS: U' = 0)

= e-x212/(x)

/(x) =e-x12 (-x) =0 x=0

CONCAVIDAD U' ' > 0)

/(^^ _ (x2-l)e-'212 > 0

aA X2- I > 0 0
<X< -I

I < x <

Cóncava: - <x< -1; 1 <x< -
Convexa: -1 < x < 1

PUNTO DE INFLEXIÓN: (/' ' = 0)

+1 _ (X2 - I)e-'212 = 0
X =-I
x=1

INTERVALO DE CRECIMIENTO (/- > 0)

/(x)=-xe-x212>0 X < 0

La Función es Creciente en: < x < 0
La Función es Decreciente en: 0 < x <

DETERMINACIÓN DE MAX Y MÍN.

e "x212 (-x)2 - e 212

_ (x2 - 1)e-x212

_ (02 - ¡)eC212 = -I < 0

Es un Máximo cuyo valor es:

= e-0212 = II(o)

.2 -1

...................................
Y

En este y en el anterior Problema . las expresiones e x ; e -x27 no afectan a los resultados de las Ecuac iones o -
Inecuaciones . porque para ningún Número Real. son cero o negativas

Un detalle que se ottiene es de que No es necesaria la preserc, a de un Máximo o Mínimo. para que exista c -c
un Punto de Inflexión
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Analizar las características de la Función: fi.) _

PUNTOS CRÍTICOS: (Í' = 0)

! (x - I )2's + 2
(X) -

f'(X) = 5(x- 1)-315 = 2
5(x - 1)3is

La l" Derivada igualada a cero, no posee
solución. Sin embargo los Puntos Críticos.
también se hallan en los' Puntos donde no
existe Derivada.

Por tanto existe Punto Crítico en: x = 1

CONCAVIDAD: (f" > 0)

-6

(x) 25(x - 1)815

<0

> 0

La curva es Convexa antes y después del Punto
Crítico: --<x<^ x* 1

INTERVALO DE CRECIMIENTO : (f' > 0)

2 > 0 = x > I
5(x- 1)715

Función Creciente: 1 < x <
Función Decreciente : -- < x < 1

Note que el Mínimo es un Punto Anguloso.

á'_TÓ; Analizar las características de la Función: f(x) _

PUNTOS CRÍTICOS: (f' = 0)

f(X) = 0 =* x = 0 (Ver P-6-30)

Buscando los Puntos donde no existe Derivada
(Puntos Angulosos ) x = 1 . x

CONCAVIDAD: (f' > 0)

f > 0 Cóncava

f < 0 : f < 0 Convexa

> 0 Cóncava

Cóncava : < x < -1; 1 <x <
Convexa : -1 < x < 1

INTERVALO DE CRECIMIENTO: (f' > 0)

Por características antes obtenidas:

F Creciente: -1 < x < 0; 1 < x <
F Decreciente: -- < x < -1; 0 < x < 1

Para el cálculo de Derivadas, se emplean los
conceptos de derivabilidad (P-6-30)

-1)2/5+2

DETERMINACIÓN DE MAX. MÍN: (f' ')

f'"(x) = 5 5)(x- 1)-a^s

La 2°' Derivada tampoco existe en el Punto
Crítico de: x = I

Por Criterio de 1 Derivada (VI-12)

f'(1_) < o f'(,.) > 0
Analizando antes de 1 y luego de 1 ( 1' se
concluye que se trata de un Mínimo de valor:

f(,)=(1 -1)vs+2=2

PUNTO DE INFLEXIÓN (f" = 0)

-6 = 0
! (x) 25(x - 1)a"

La Ecuación no tiene solución, por tanto no
existe punto de Inflexión.

... .................. ....................._

2 _11

X

DETERMINACIÓN DE MAX Y MÍN:

Por el Criterio de la 1'." Derivada

En 0 !'(o_) > 0 : f'(o.) < 0 Máx

En 1 f'(1_) < 0 ; f> 0 Mín

En -1 f '(_i •) < 0 : f ' (_ 1 . ) > 0 Mín

PUNTO DE INFLEXIÓN u, " = 0)

No existe un punto, donde la 22 Derivada
sea cero . No existe un Punto de Inflexión.

... _ .....
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Por definición, hallar las Derivadas de las siguientes Funciones:

f =x2 7x+4

f-
x+2

¡=2x3+1 f = 9

¡ = X + 7 f = ,T

Por definición, hallar las Derivadas de las siguientes Funciones:

f= 3 x f= L o g x f =Tan x

f = Sec x f = Cosh x f= I x I

6-3 Derivar las siguientes Funciones:

6-4

¡=3x+X3+3X+3 f = f + 1/Vx-

¡ = 2Lnx+xLn2 f = 5Cosx + xCos5

f =eTCosx f =x8SenxLnx

2x - 7 ; 6x 2 ; 0
-1 I

(x+2)2 2 x+7 33X2

3'Ln 3 . 1 : Sec2x
x Ln a

Secx Tanx ; Senhx : SGN(x)

3'Ln3+3x2+3 : 1 -

2 2Vx 2 x
+Ln2 : -5Senx+Cos5

x
Derivar ( Por la Regla del Producto)

f =x'Senx f =x°Lnx f =x272 3x2Senx+x3Cosx ; 6x5Lnx+x5 ; 2x7x+x27'Ln7

f=
Sen x

Derivar (Por la Regla del Cociente)

¡

_ x5+1
f

x3 - lx9

X 2 f - 2x - 1

Ln x

f = Sen(I +x2e

f = Ln(I + x 4)

2'+1

Derivar (Por la Regla de la Cadena)

f = Sen(x4+1) f = (x3+1)r

Derivar y simplificar:

f = Ln(x+ Fa 7.7)

-Sen 3 xf = Sen z - l
3

x
= Aresen - 1¡

x2

f - 1 Lnx2-2x+I

3 x2+x*I

3

f = 1 +x

f = eTan x

2

¡= X a 2- x a Aresen x

2 2 a

x 1 Cos x
cn -X) - -

2 2 2 Sen 2 x

x Cos x - 9 Sen x 2x' - 5x 4 - 3x 2
xlo (X3 - )2

x(2 Lnx - 1 ) 2"' Ln 2

Ln2x , (2' + 1)2

4x3Cos(x4 + 1) : 2Ix2 (x3 + 1)6

Cos(1 +x2e')(2xe'+x2e') : Sx4 /3(1 +x5)213

4x3/(1 +x`) : Sec2xeTen,

¡_ 1Tan3x-Tanx+x
3

a 2- x 2 x+ a Aresen -
a

x
= Aresenf

¡ = - Ln

2 x2 +a2 - x

f =Ln( 1 +e I)-Ln( I+ex -1)

m 2 2 ) n x- c
- Ln(x -a -Ln(
2 2a x - a

e'(Cosx -Senx) ; 8x'SenxLnx +x°Cosx Lnx+x'Senx

I +x2

1 x2+a2 + x

1
Tan 4 x

a2 +X2

Co5 3x a2 -x2

2 1

1 +x2

x - I

x3-1 x +a2

mx - n
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68 Hallar el valor de la Derivada de las Funciones, en los puntos indicados:

f = x2 -6x+3 ; x = 5
f=x-I X=0

f =eXSenx ; x=0

x+I

f =x3Cosx : x=0 1 0

/ = eS1 : x=0 f = xS Ln x ; x = I I:I

3 x2
f = x3Lnx- X : x = ! f =- ; x=e 0:e

3 Ln x
x =0

rif = Tan - =: x x x x I: -
+X2 2

6-9

6-t0

Hallar la Derivada en: x = (2

f= x2;a=0 f= I ;a=3 f=Ix-21;á=2 f=íx â :a=3
x-3

a) Indicar una Función No Derivable en: x = 2
b) Indicar una Función definida para todo x: No Derivable en: x Impar
c) Indicar una Función Continua para todo x: No Derivable en: x Entero

1

'i7-r] Hallar la Segunda Derivada en las Funciones indicadas:

f = x3 - 7x
f= x2 -I

x2 + 1

f = xSLn S

f=eX'=2.1

f = 2 xa2 + Z2Ln(x+ x2+a2)

6- 12 Hallar la Derivada Enésima de:
f =e3X; f =Sen2x; f = 1

Demostrar la Fórmula de Leibnitz:

I -x

Sx - 23
f =Logx /_

x2 -9x+20

6x ; 2Ox3Lnx +9x3

-12x2 +4 ; ex4-X2'1[(4x3-2x)2+12x2-2j
(x2+1)3

3"e31 . 2"Sen(2x+ nn) ; 2n!(I -x)
2

(-I)n- 1(n-I)!X -n

Ln 10

(U. v)(") =
k.o

1)"n!(2(x-5)-1n -1) + 3(x-4)-("' 1))

n) U(n-k)U(k)

k

6-14 Derivar (Implícitamente) las siguientes Funciones Implícitas:

y4+x3+y2 +x = 1 3x5-y3 = x2-2y4

x3y5 +y2 -x4 = 0 2x2y4 +3x6y2 = 1

x2 +y4 = 1 x2 + l
+y3 6X

+x

y2 + 1

4:2

-3x2 - 1 2x - I Sx4

4y3+2y 8y3-3y2

4x3-3x2y5 . _ 2y3+9x4y

5x3y4 + 2y -4xy2 + 3xS

3x2 - 2x x

4y3-6y5 Y

e$Y + 1 = x2 Sen(x2y3 + 1) = x 2x-ye' . I -2Xy3Cos(x2y3+I)

xeXr 3x2y2Cos(x2y3+I)

6- 55 Hallar la Derivada Implícita indicada:

x''y2 = 1 y»^ : eX+ey = I

(o IN
Y..

''4 41 . yX • y x * y = —(1 I ) : xy-I =0. y"

- (6x2y2 + 4x6)/y3 -eX-y(1 ,eX -n

0 . -42/5 y/xLnx
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6-I6 Utilizando la Derivada Implícita, derivar:

y = Aresec x y = Aresenh x

y = ZIrctanhx y = Lnx

6=1T

6-19

6-20

Hallar las Ecuaciones de Recta Tangente a las curvas, por punto dados:

y = x2 - 4x + 5 : Po(3,2)

y = x 3 - 6x 2 + 9x + 2 ; Po(4,6)

y = 4x-x2 ; Po(1,3)

Ln x

x x2 - I I +x2

2x-y=4 ; 2x-y=-1
y = - ; Po(I00) 9x -y =30 : x - y= I

X

Hallar las Ecuaciones de Recta Tangente a las curvas, por los puntos dados:

y = x2 - 6x + 1 1 ; P(2,-1)

y = 2 x -4+ 3 ; P(2,2)

y = -x2 + 6x - 5 : P(5.9)

Determinar las Rectas Tangentes y Rectas Normales
indicados.

y =-x2+6x-5 : P(4.3)

y = x3-6x2+ 12x-5 : P(2,3)

y = ex-2 ; P(2,1)

y = Sen 2x P(rr/4, I )

y = x2 - 4x + 6 Po(3,3)

y = 2 ; Po(I.I)
x2+I

y x 2- 6x + 1 1 Pc,(3,2)

y-3 =-2(x-4) : y-3 =0.5(x-4)

y-3 = 0 ; x-2 = 0

x - y - 1 = 0 ; x +y - 3= 0

y-I = 0 : 4x-rT = 0

Hallar los ángulos de inclinación de las curvas dadas en los puntos indicados:
y = 2x + 1 ; Po(2.5) -

Ln xy= - ; Po(1,0)
x

1 .
y = .x.= 2 -..

x-2

6-21 Hallar los ángulos de Intersección entre las curvas de las Funciones:

y = 3-x2 . y =x3 45°

y = x2-4 : y = x-2 18 . 43° ; 71.56°

y = 21 . y = ( 1/2)r 69.47°

y = Sen x : y = Sen 2x 71.56°

y = x2 : y = f 36.87 90°

622 Hallar el valor de c ; que verifica el Teorema del Valor Medio (Teorema de Lagrange): en las Funciones
indicadas y sus respectivos Intervalos:

y = 1 + 4x - x2, 0sxs3 y=x2-6x+ II, 21 xs5 c=1.5: 3.5

y =Senx. 0 s x s 3n y= x , I s x s 5
4 x2 -4

y=x2-2x-3, -I sxs 3

a) ¿Toda Función Continua cumple con el Teorema del Valor Medio?

b) ¿Toda Función Continua es Derivable?
2 2

c) ¿Son iguales las Expresiones? d yy = (dy)
dx2 dx

d; ¿Las Rectas Tangentes, siempre se intersectan con las Ncrmales7

6x+y-II = 0: 2x-y-5 = 0

x-y 0;x+2y-6 =0.

2x-y-1 =0: IOx+y-59 =0

a las curvas de las Funciones, en los puntos

63.43° ; 70.15°

-45° . 450

0° ; 90°

1.27: 9

c=1

No

No

No

Si
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6=24 Hallar los Puntos Críticos de las siguientes Funciones:

f x2-6x+10

f = x3-6x2+9x+2

f =x4-8x2+18
f=x2e-x

f = Ln(I + 6x - x 2)
f = Ix-5I

f= 1
x-4

(3. I) ; (0. -4)

(0.1)

(0.18).(-2.2).(2.2) : 59

(0.0).(2.4e -2) : (0.e -4)

(3.Ln 10) (1.0)

(5.0) : (1.2)

x = 4 x = 0

f = x2-4
f l- x2

f = x3 + 3x

f = ex2-4

f = Ln(ex -' -x+ 1)

f (x-1)2+2=5

f IXI

f6-25 Hallar los Máximos (M) y Mínimos (m) en las siguientes Funciones:

f =x2-8x+19 f =x3-9x2+24x-15

f = x4-2x2+4 f = 'Ln(9 _X2)

f = x3e-x 'f = jx -21 +3

f (x-4)2 + 1

6-26

m:(4.3) : M:(2.5), m:(4.1)

M:(0.4), m:(-1.3), m:(1.3) ; M:(O,Ln 9)

P.I. (0.0). M:(3.27e -3) m:(2.3)

m:(4.1)

Hallar los Intervalo's de Crecimiento. Intervalos de Concavidad, respectivamente de las Funciones:

f =x2-8x+18

f =x3-6x2+9x+3

f =x4-2x2+4

f = Ln(x2 + 6x - 9)

-m <

4<x<m;-00<x<

x < 1 . 3 <x-;2 < x

-1 <x<O. 1 <x<
< x < - I /3 . I /3 < x <

co

< 00

00
00

2 < x < 3 : o

Graficar. analizandó características , las siguientes Funciones:

f=

f =x2-IOx+28

f =x3-9x2+24x-15

f = Ln (I + 6x - x 2)

Ln x

x2

f = -9+8x-x2 f =x3-12x

f =x4-8x2+I5 f = 3x5 - 25x3+60x

f 2= óxe -xn f e 2-=

f = Ix-11+Ix-31 f = Ix2-6x+81

Si: y = 3x 2 - 5x + 1 : Demostrar que se cumple : y ' ' + xy' - 2y - 5x = 4

b) Si: y = e 2x - I

c) Si:y = e sen x

6-29 Hallar las Derivadas indicadas:

f(x 2) = x 3 + 7x ' f ' (x)

f(-) = 4x2-2x +1
3

f (x)

f(2x • 1)

= e4
x•' : f" (x)

2 -

- 23x-1 : f(Sx • 2) (10x • 2)

2

f,x) = Sen x : f'(x) = f(x)

y'"+y'-6y-6 =0

y' ' - y' Cos x + y Sen x = 0
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Usando los conceptos de Máximos, Mínimos y Puntos Críticos (Ver VI-9, VI- 10, VI- 1 1) es posible plantear
problemas de Aplicación Práctica de las Derivadas.

Para resolver problemas de Aplicación de Máximos y Mínimos, es aconsejable seguir los siguientes pasos:

1) Identificar claramente al concepto que se busca maximizar o minimizar.

II) Bosquejar una gráfica del problema (Si corresponde)

III) Formarla Función del concepto a maximizar o minimizar, usando variables auxiliares que se requieran

IV) Usando condiciones o datos del problema, eliminar las variables auxiliares, de manera tal que quede
una sola variable.

V) Derivar , igualar a ce, o, etc (Calculando los Máximos y Mínimos requeridos)

Ei 7-1 Se trata de hallar dos Números, cuyo Producto sea Máximo, si su Suma es: 8

Algunos pares de de Suma 8. determinan los Productos: 08 0+8=8 0.8=0
17 1+7=8 1.7=7Se procura hallar aquellos dos números que determinan el
26 2+ 6=8 2.6= 12mayor Producto posible con la condición de Suma 8.
35

,
3 + 5 = 8 3.5= 15

Resolviendo el Problema, siguiendo las Reglas aconsejadas 4:4 4+4=8 4.4= 16

P: P =xu

x + u = 8 u = 8- x

PIx) = x (8 - x) = 8x - x 2

P(X) =8-2x =0 x=4

u = 8 -x = 8 -4 = 4

PMdx = 4 - 4 = 16

Se busca maximizar el Producto: P. Si el Par de Números es x. u
(u es la variable auxiliar)

La Suma del Par de Números es 8 (Despejando u) y reemplazando
u en la Función Producto

Derivando e igualando a cero, se tiene x = 4 (Punto Crítico)

Calculando luego el valor de u = 4

Calculando el Producto Máximo.

Sin embargo faltaría comprobar que el Punto Critico hallado es efectivamente un Máximo (Verificación
usualmente innecesaria): Para ello se usa el Criterio de la Segunda Derivada:

P'=-2<0 Máximo Efectivamente es un Máximo.

Hallar dos Números positivos de Producto igual a 36: de manera que su Suma sea Mínima.

5 =x+u

x-ti = 36

S(,) =

S(x) _ 1

u=

X 6

36

x

x=6

=6

SNin =x•u =6-6 = 12

Se busca minimizar la Suma (S)

Si los Números son: x, u

Eliminando la variable : u: con el dato de Producto igual a 36

Reemplazando : u en la expresión de Suma , la única variable que
queda es: x

Derivando e igualando a cero . se obtiene el valor de: x

Se calcula el valor del otro Númerw u

Calculando la Suma Mínima
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Una barra de acero tiene una longitud de 20 m ; determinar las dimensiones en que debe doblarse de
manera que forme un Rectángulo de Área Máxima.

Este es un típico problema de Geometría , fácilmente resoluble por los anteriores conceptos . se bosqueja
una gráfica para ilustrar el Problema:

'n

A

A = xu

L = 2x + 2u = 20

u = 10 -x

A = x(10 -x) = I Ox -x2

A'= 10-2x=0=* x = 5

Se maximizará el Área A, las
dimensiones del Rectángulo
son: x, u

Sy5m

L

Entonces el Rectángulo de Área Máxima, será en realidad un Cuadrado.

A=xu=5.5=25m2

La longitud de la barra se cons-
tituye en el Perímetro del Rec-
tángulo. Reemplazando: u

Derivando e igualando a cero.

u = 10 -X = 10 - 5 = 5 El Área Máxima tendrá lados de

u

Hallar el Área Máxima del Rectángulo inscrito en un Triángulo rectángulo de dimensiones: 6, 8. 10 cm
(Dos lados del Rectángulo coinciden con los lados del Triángulo)

A=x(b-bx)=bx-bx2
a

A' =b -.b 2x=0

u = b

AMáx

.a

a 2

a

Se maximiza el Área rectan-
gular de dimensiones: x, u

los lados del Triángulo son: a.
b. c (Planteando por Triángu-
los Semejantes)

Despejando: u

Reemplazando en la Ecuación
de: A, simplificando

Derivando e igualando a cero.
se obtiene: x = a/2

Calculando el valor de u por la
Ecuación anterior.

a

Entonces el Área Máxima del Rectángulo, usando los valores dados
de:a=6cm,b=8cm.c= 10 cm es:

xu = a b = 6 8 = 12 cm2
2 2 2 2

Un agricultor desea cercar un Terreno rectangular de 5000 m2, sabiendo que uno de los lados ya está
cubierto por una cadena de cerros, hallar las dimensiones de manera que el costo del cercado del Terreno
sea Mínimo.

El Problema busca el Perímetro Mínimo de un Rectángulo, sin uno de sus lados.

P

P=x+2u

P = x + 2 A
X

A= 5000 = X u u= A

P' = 1 - 2A = 0 x
x2

u=A= IA - 2A

x U 2 2

x

=I

Se minimiza el Perímetro

Perímetro del Rectán-
gulo con 3 lados.

El Área es conocida,
despejando: u. reempla-
zando u

Derivando, igualando a
cero, se obtiene x luego
se calcula: u.

x

Si A=5000n2 = x=I00mu=50m= Pm„=x+2u
200 m

- 208 -



En un Triángulo Isósceles de dimensiones: 4 ; 3 ; 3 cm. Hallar el Rectángulo de Máxi ,:a Área, que se
inscribe con base en el lado distinto.

b/2 b/2 - x
2

H 2 = a 2 - (b
2

b/2
b

2x . 2 Simplificando. Deri-
AIXI = 2xH(I - b) = 2Hx - 4Hb x vando e igualando a

cero . Despejando el

AIXI 2H - 4H2x = 0 x = b valor de: x luego se
b 4 calculará: u

ZZI

T-T

u = H ( I 2x H _ I a 2 _ (b)2 ; Usando los valores de : a = 4 ; b = 3
1 b2 2 2

b l 2 6 2 Si : x 3/4 3 55 cm z
AMdx = 2xu = 2 4 2 a - (2) u = 55/4 8

Hallar el Rectángulo de Máxima Área, que puede inscribirse en una Semicircunferencia de Radio: R = 10

cm, las bases deben coincidir.

A = 2xu

Rz = x2 +u2

u = R2 -x2

A = 2x' R2 -x2

Se maximiza el Área del Rectángulo cuyas
dimensiones son: 2x, u

Los lados del Triángulo son: a, a, b : Su
altura: H: Por Triángulos Semejantes.

La Altura: H se calcula por el Teorema de
Pitágoras. Despejando y reemplazando: u
en la Ecuación del Área del Rectángulo.

Maximizando el Área Rectangu
lar, con dimensiones: 2x, u. Por
Pitágoras, reemplazando

Reemplazando u en la Ecuación
de Área, derivando e igualando a
cero.

A = 2(R2 - x2)"2 + 2x 1 (R2 - x2)-112(-2x)
2

A 2(R2 - x2) - 2x2 = 0 x R
C2

Área Máxima

AMdx = 2xu = 2 (R- ) () = R 2

V2 V2

u = R2-x2= R

Y2

x =R/f=7.07

u =R/^-2 =7.07

x

Calculando u, toman-
do R= 10 cm

AMdx = 1 00 cm 2

De una lámina cuadrada de 12 cm de lado , recortando á ngulos , se debe formar un recipiente de base

cuadrada , hallar las dimensiones para Volumen Máximo

V=x2u

L = x+2u u=
L - x

2

V = x2(L -x) _ 1 LX 2 - 1x3

2 2 2

V' = Lx - 3x2 = 0 x = 2L

- u

2 .3

L

•

.V 2L)2L 2L'

6 Md= 3 6 27

L = 12 => u = 2 crn . VMar = 128 cm 3

Se maximiza el
Volumen de un
Paralelepípedo
de base
cuadrada, sin
tapa superior.

Reemplazando

Derivando.

IL

u

0
x

a

1
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7

Un herrero precisa fabricar marcos metálicos para retratos, uno debe ser cuadrado y el otro circular, pero
solo dispone de una barra de longitud L = 8 m ; De que manera debería cortar la barra, para que el Área
del Cuadrado y del Círculo sea Mínima.

A l + A2

=52 Az =nrz

L=x+u

x u
x = 4s = s = - ; u = 2nr r = -

4 2n

(4)Z 2 2 L

x zu

+ n(2n) = (4) + n(2n )

A(X) =

A(x) =

X2 Lz-2xL+xz

16 4n

x -2L + 2x
- } = 0
8 4n

4L

n+4

nL

n+4

x

Dado el valor de: L = 8 m, las dimensiones en que se corta la barra son:

X = 4L = 4-8 nL n8
= 4.48 m : u = = = 3.52 m

n+4 n+4 n+4 n+4

Suma de Áreas a mini-
mizar

Área del Cuadrado de
lado: s y del Círculo de
Radio: r

Si la barra se corta, for-
mará las longitudes: x, u

u formará los lados del L
Cuadrado, x formará la
longitud de Circun-
ferencia.

En la Suma de Áreas, se
reemplaza: u = L - x

Desarrollando . Derivan-
do, igualando a 0

Despejando : x, despe-
jando luego: u

(-) Z + n(-) 2 = 2.24 m2

-_
s

Hallar dimensiones del Cilindro de Máximo Volumen, que se inscribe en una Esfera de Radio: R

V Se maximiza el Volumen del

V = nrzh Cilindro.

zhR 2 2
El Radio . y la Altura del Ci-

= r + ( )2 lindro son r, h

2 Rz
hz Por Pitágoras, relacionando

=r
2

con el Radio de Esfera: R.

V = n[R2
z

(Z) ]h

Despejando: r2

Reemplazando : r2 en la

V = nR2h - h3

Ecuación de Volumen.

Simplificando
4

V'= nR z - ! 3h z = 0
Derivando respecto de: h

4

3R ; r=VRz-(h)z

AMtn = Al + A2 =

7-9

í

V. = n

4 cm

Despejando : h, luego de conocerse su valor. se
- R determina el de: r , de acuerdo a Ecuación anterior
3

-- 2 Volumen Máximo del Cilindro:
2 R

3L

4 4nRR
Si:R =4cm =:> r=3.27 cm;h= 452cm;V"

=
Q^-

3 r
3V, 1 5" 77 cmz



Hallar las dimensiones del Cono de Volumen Máximo, que se inscribe en una Esfera de Radio: R = 4 cm

V

V = nr2h
3

h=u+R

R2 = r2 + U2

r2 = R2- (h- R)2 = 2hR-h2

V = 3 (2hR - h 2)h

= n2Rh2 - nh'
3 3

V'=n4Rh-.3h20
3 3

h = 4R: h = 0
3

r = 2hR-h2 = 8í9R

Se maximiza el Vo-
lumen : V del Cono

El Radio y Altura del
Cono son: r, h

De acuerdo a la grá-
fica. Por Pitágoras,
relacionando el Ra-
dio de Esfera: R

Despejando: r2

Reemplazando en la
expresión del Volu-
men

Simplificando V

Derivando e igualando a cero (La variable es: h)

Despejando , de los resultados se toma solo: h = 4R
3

Conocidas las dimensiones de: r. h el Volumen Máximo será:

r- 2

n 2 n(
VMáx = 3 r h= 3

9 R) (3 R) 3 821n R 3
VMáx = 79.43 cm 3

r 3.77 cm
h = 5.33 cm

El otro valor de : h (h = 0): significará un Volumen Mínimo , V = 0: que no tiene aplicación práctica
alguna.

Hallar el Cono de Volumen Mínimo, circunscrito a una Esfera de Radio R = 5 cm

V

V ^nr2h
3

u2 = h2 r2
u h - R

r R

h2+r2 _ h-R

r R

r2 R2h2
=

h 2 - 2hR

R 2h 2

V (-_)h
h 2- 2hR3

= ng2 h3

3 h 2 - 2hR

Se minimiza el Volumen del Cono.

El Radio y la Altura del Cono
son: r. h

Por la gráfica y por Pitágoras
es la Generatríz del Cono)

Si:R=4cm=*

(u

Por Triángulos semejantes (R
Radio de Esfera)

Reemplazando (Eliminando la
variable: u)

Despejando r . elevando al Cua-
drado.

Reemplazando r2 en el Volumen

Ordenando para derivar e igualar
a cero , luego se despeja la varia-
ble: h

V, = n R 2 3h 2(h 2 - 2Rh) - h'(2h - 2R) = 0

3 (h 2 - 2Rh)2
2 2

h =0:h =4R-.Tomando:h = 4R

r2 = R h
r = yrR Por tanto VMax = n r 2 h = n(WR)2(4R) = 8n R'

h2 - 2hR 3 3 3

R = 5cm =* VM^x = 1047.20 cm' . r = 7.07 cm : h = 20 cm

h

1
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1 `77'1f2, Determinar el Ángulo de corte de un Círculo de acero, de manera tal que el Volumen Cónico que se
forme sea Máximo, el Radio del Círculo es: R = 10 cm

R2

V = I nr 2h
3

= r2
+h2 = h=

V = n r2 R -r2
3

L=BR.L=211r.r= 8R
2n

V = 3(e^) z
R2 -(OR)2

2TT

V = R e2 4112 - 82
24112

Volumen del Cono

Radio y la Altura del Cono
son: r, h. Por Pitágoras.

El Radio del Círculo R se con-
vierte en Generatriz del Cono,
despejando : h, reemplazando.

La longitud del Arco es: L su
Fórmula se expresa con 8 en
Radianes . L se constituye en
el Perímetro de la base del
Cono.

Despejando r y reemplazan-
do en V. Simplificando y
derivando respecto de 8

V. = R (28(,1112 - e2 ) 1/2 + ez
(
4112 - 82)-"2( -2e)]` = 0

24112 2

V' =
R ' 88112-38 '

0 8=0 ; 8=
24112 4112-82

VMdx

R ' e2 4112 - e 2 =
R 3

24112 24112 2 2n) \j 41123

Si: R = 10 cm : VMd. = 403. 07cm 3 ; 0 =

3 211 Tomando: 8

-( 2 2n) = 2r 'n

3 9f3-

2 2n
3

2 211 Rad = 293.94° h = 8
.1 6

cm3

Hallar las dimensiones de un recipiente abierto, formado por un Cilindro terminado en su parte inferior
por una Semiesfera, de manera que para un Volumen V, la cantidad de material usada en su
construcción sea mínima.

A=2nrh+ 14nr2
2

A = 2n(h + r)r

V = nr2h + 2 (3nr')

h = 3V-2nr3

3nr 2

2n(3V-2nr3 + r)r
3nr 2

6V + 2nr'

Se minimiza el Área
del Cilindro y Semies-
fera, sus radios coin
ciden.

El Volumen V se asu-
me conocido, es la
suma del Cilindro y
Semiesfera.

Despejando h y
reemplazando en la
Ecuación de Área a
minimizar.

Luego derivando, e igua-
lando a cero.

3r

A , = 6nr2 (3r) - (6V + 211r3)3 = 0 r

h 3V-2nr'

3nr2

(3r)2

= 0 =:>

3V

2n

3V zn
Avim = 211(h - r)r = 211(-)

211

h

Al reemplazar la expresión de r, se
obtiene que la altura h es cero. por
tanto el recipiente se reduce a la
forma de Semiesfera ab erta

E
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Hallar las dimensiones del Rectángulo de Arca Máxima que se puede inscribir entre el Eje de abscisas
y la Parábola de Ecuación: y = 9 - x-2

A = 2xy

y = 9 -x2

A = 2x(9 - x2)

A = 18x-2x3

A18 -6x2 = 0

x=V,

Y = 9 - (V,)2 = 6

AMdX = 2xy

=2f6 = 20.78

Se maximiza el Área del Rec-
tángulo de base 2x: altura y

Por la Ecuación de la Parábola
se obtiene: y Reemplazando
en la Ecuación de Área.

Un Vértice del Rectángulo
coincide con el punto (x.y) de
la curva de la Función.

Derivando, igualando a cero
se obtiene x: luego y

Área Máxima.

,....81.......

..........

T=1 S En la curva de Gauss: y = e-" 12 : Hallar las dimensiones del Rectángulo de Máxima Área que pueda
inscribirse entre el Eje de abscisas y la curva.

A = 2xy

y = e -X 212

7
A = 2xe -X n

A' = 2e "n + 2xe-X712(-x) = 0

A = 2e-a`7n(I -x2) = 0

x = 1 : y=e-:712 =e-112

AMóX = 2xy = 2xe "X712 = 2e-"2 = 1.21 Se maximiza el Área del Rectángulo de Base 2x
Altura y. De la Ecuación de curva se obtiene: y

El punto (x,y) de la curva de la Función (Curva de Gauss), es también un vértice del Rectángulo.

=4xb 122-x2
a

del Rectángulo de base
2x. altura 2y

Se obtiene : y por la
Ecuación de Elipse con
centro en el Origen. El
Vértice del Rectángulo
coincide con el punto
de la Elipse (x.y)

..........................

. ..... ......_...... .-...... ... .

A' = 4 b(a2 -x)'12 + 4xb 1 (a2 -x2)-112(-2x) - 0
a a2

Hallar las dimensiones del Rectángulo de Máxima Área que puede inscribirse en una Elipse de Semiejes:
a = 4 : b = 3 (Centro en el Origen)

A Se maximiza el Área

A = 4xy

x2 y2

a2 b2

y = b 12 -x2
a

3*
a

x b / 2_2 - b

a F

Por tanto
la base. 2x = 5.66a b 2cb -24Ama, = 4xy = 4 - - _

YL YL

y =

Altura : 2y = 4.24
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-1'z7 Hallar la Mínima Distancia entre la curva de: y2 = x + 2 con respecto al Origen

Esta vez se trata de hallar una Distancia Mínima (d). es más conveniente minimizar el cuadrado de la
Distancia (D) y luego calcular d (D = d2)

7 T8

7.-L9 1

D = x2 + (x + 2)

D'=2x+1 =0

x = -1 /2

y = x + 2 = 3/2

Se minimiza el cuadrado de la Dis
tancia al Origen del punto (x,y)
que pertenece a la curva.

Por la Ecuación de la curva. Reem-
plazando en D

Derivando, igualando a cero.

Despejando x, con este valor se
determina luego el valor de y

DMín - x2 + y2 = 2)2 +

2

^ 4
dMín DMIn

N

Hallar la Mínima Distancia entre la Parábola : y2 = 8x con el punto P(4.2)

D

D = (x - 4)2 + (y - 2)2

y 2 = 8x

D = (x - 4)2 + (8x-2)2

=x2-4 8x+4

>......:....4 s.....: :..:.....:.............

X

.\ ................ ^.......;....... ......

....t.....

DMín = (x - 4)2 + (y - 2)2 = (2 - 4)2 + (4 - 2) 2 = 8 Luego de conoce rDMín, se calcula d,,.,,

dMín = DMIn = F

x = 2 y = 8x = 4 Despejando x, calcu-
lando y

Minimizando el Cua-
drado de la Distancia
entre el punto: (x.y) al
(4,2)

Por la Ecuación de la
curva. Reemplazando
en: D

= 2x - 4 8 = 0 Simplificando. derivan-
2 Sx do e igualando a 0

P = xyz

La Suma de tres Números positivos es 30: El Primero mas el doble del Segundo , mas el triple del Tercero
suman 60 ; Determinar estos Números de manera tal que su Producto sea Máximo.

x + y + z = 30
x+2y+3z = 60

y = 30 - 2x

Z = x

P = x(30 - 2x)(x)

P = 30x2 - 2x3

P' = 60x - 6x 2 = 0

Maximizando el Producto de tres números positivos

Suponiendo que los números son x : y : z

De los datos del Problema, se tienen las dos sumas, entre éstas dos
ecuaciones. se eliminan variables, expresándolas en términos de x

Reemplazando en la Ecuación del Producto a Maximizar

Simplificando

Derivando e igualando a cero

Despejando x (Solo se toma el valor de x = 10). para en base a este valor
calcular: y. z

x = 10 x = 0
y = 30 - 2x = 10 Pti,ax = xyz = 10. 10. 10 = 1000

Z = x = 10

f
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r.

7:20

7-21

Hallar la Mínima Arca Triangular comprendida entre los Ejes Coordenados del Primer Cuadrante y la
Recta que pasa por el punto: (2,3)

A Minimizando el Área de Triá
xy ngulo , de base x: altura y

A = -
2 x, y son las Intersecciones de la

y 3 Recta con los Ejes.

x x - 2 Por Triángulos Semejantes.

3x Despejando: y
Y=

x-2 Reemplazando yen la Ecuación
x 3x de Arca
2 x-2 Simplificando , para luego deri-
3x2 var.

2x - 4

A, = 6x(2x - 4) - 3x2(2)

(2x - 4)2

6x(x - 4) = 0

(2x - 4)2

y= 3x =6

x-2

0

x=4

x=0

Tomando solo: x = 4; se obtiene el Arca Mínima, ya que con
x = 0. el problema carece de sentido.

Calculando el valor de y, reemplazando se logra la Mínima
Área.

46 = 12Por tanto: AM.n = 2 Xy = 2

Hallar la Mínima longitud del segmento de Recta, que pasa por el punto : (1,8): apoyándose en los Ejes
Coordenados del Primer Cuadrante.

(d = /) De esa manera se simplifican los cálculos.
Se calculará previamente el cuadrado de la longitud requerida (D), para luego calcular tal longitud

D

D = (0 - x) 2 + (y - 0) 2

D =x2 +y2

y 8

x x-1

8x
y

x-1

Minimizando la Distancia entre
los puntos (0.y): (x,0); Que son
los puntos de Intersección de la
Recta con los Ejes.

Por Triángulos Semejantes. la
Recta pasa por el punto: (1.8)

Despejando y

= x2 + 64x2D = x2 + ( 8x 2

x-I (x-I)2

Reemplazando y
en la Ecuación de
Distancia: D.

D' = 2x + 128x(x - 1)2 - 642 2(x - 1) = 0

((x - 1)2)2

6[......I.....1... _

.......... ....... ........ . ......

4t.....1 ............

..............:..........................

21. . .. . .. r.....Ir. . .. ... . ... ...;.....

. . ... ..... ... .. ,c. .....
.(s,O)

_ zr - 128x - 2x((x - I )3 - 641= n _ x = 0 U`, hx g 6 x

(x - I)' (x - l), x = 2

Tomando a x = 5: que determina la Distancia Mínima, luego se halla el valor de

y = 8x = 10 Por tanto: DM., = x2 +-y2 = 52 + 102 = 125
x-1

y

dMrn ^Mí - 1 2 5 = 1 1 .1 8

En todo Problema de Aplicación, si se presentaren dos Soluciones o Puntos Críticos. usualmente solo
ur.o de ellos determina lo requerido.
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2 2 Hallar la Mínima Área encerrada por los Ejes Coordenados del primer cuadrante y una Tangente a la
curva de Ecuación: y = 4 - X2

Es el Area Triangular lo que,se
minimiza.

Y = 4 -x2

Y' _ -2x

u y
= -2x

u u-x

+ 24 x :u=4+x2
2x

2(4 +X )(4 +x2)

2 2 2 2) )2x•x - (4 +x )2• l1 2(4 +x 41=0 = x =
4 x 4 x2 N 3

8 j 16 16 16 16 32
Y =

3
: u = ,VI 3 A

Mm 3 2
3 3 3,f

-231

7-24

Una faja de hojalata de anchura: a : debe doblarse de manera que forme un canalón abierto, hallar el
ángulo e que determina la máxima capacidad.

A= 1 R 2e - 1 R 2Sen 8
2 2

A = 1 R 2(8 - Sen 8)
2

a = R8

I a
A = 2 (a (0 - Sen e)

a2 8 -Sen8
2 e2

u, u son las Intersecciones de la
Tangente a la curva con los Ejes
Coordenados, se constituyen en
los lados del Triángulo.

Se determina la pendiente de la
Recta Tangente para igualar coca
la pendiente obtenida geométri-
camente . Expresando: u, u en
términos de la variable x

Reemplazando y derivando.

Se maximiza el Área del
Segmento Circular. (Previa-
mente se expresa el Área
del sector, restando luego
el triángulo superior)

Simplificando: A

Longitud de Arco (e está en
Radianes)

Reemplazando y derivando.

A , = a 2 (1 - Cos 8) 82 - (e - Sen 8)20

2 (e2)2
=0 .= e=n

Hallar las dimensiones del Círculo de máxima Área, que puede
= 5 cm

=n r2

n()
2

Se maximiza el Área del Circulo

Expresión de Área

nL2 Reemplazando r = L/2
4

A' = 0
Simplificando, derivando

Por tanto existe un único Círculo que puede inscribirse en un
Cuadrado, de dimensiones constantes. No existen alternativas
que permitan elegir otras dimensiones.

a

2
R=aa :'1 =á

n Mdx 2n

inscribirse en un Cuadrado de lado. L

L
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La "Razón de Cambio Instantáneo" de f(x) en xo se define como la Derivada: f'(.9 si ésta Derivada existe.

Por la definición de la Derivada en: xo de la Función: j
(x)

(^ = Lim
txd h-0

f(xa - h) - f(xo)
Si:

h

= Lím = Lím
x_xe X - X0 .x-O _áx

h=^x=x-xo

El Cociente entre el Cambio en la Función: of, respecto al Cambio en
la variable A x , es la Razón de Cambio: tf / A.x

Cuando i.x tiende a cero (O también cuando x tiende a x0) Se tendrá
la Razón de Cambio Instantáneo:

Lím ^f
ax-0 Ax - j/(xd

En la gráfica adjunta se analiza alrededor del punto : (x0, f(x)

Muchos conceptos de Física y de otras ciencias se definen como
Razones de Cambio Instantáneas.

f(m

0

Y

x\ x

dr

Ei 7-2 La Velocidad media (u„ J es la Razón de cambio entre el desplazamiento As respecto al cambio en el
tiempo Al

1 T: 25

s(t) - s(t )
uM

t t - to

La Velocidad Media es en realidad un Promedio entre el Desplazamiento Total registrado entre un Total
de Tiempo transcurrido.

La Velocidad Instantánea (u) es el Límite de la razón de Cambio del Desplazamiento respecto al Cambio
de Tiempo, cuando éste tiende a cero.

v. = Lfm ^s = Lím stt) - s(tJ = s'
' pt-p At t- 1. t - tp (^)

La Velocidad Instantánea es la Velocidad que posee un móvil, en exactamente el tiempo de to.

Instantánea (u) en: t = S. desde su inicio en: t = 0

s(t) = 3t 2
+ 15 Por la Función

Un móvil se desplaza de acuerdo a la Función: s(t) = 3t 2 + 15 : Hallar las Velocidades Media (uR) e

M

Si: t = 0 s(o) = 3.02 + 15 = 15

S i : t = 5 s ( 5 )=3 - 5 2-1 59 0

u(1) 90 - 15
= 15

t-t0 5-0

u = s'(t) = 6t

u,(5) = 6-S = 30

de Desplaza-
miento:

Tanto para la
Velocidad Media
como para la
Instantánea, se
asume que el
Desplazamiento
está en m y el
Tiempo en seg.
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Si la Variable Independiente es el tiempo t. la Derivada de otra Variable Dependiente respecto al tiempo t , se
llama Variación con el tiempo.

El 7-3

d
2x

6t
dt2

Si: x = 5t + t'

dx = 5+3t2 = v
dt

Si: y = 3 Sen(4t - 1)

dy
dt

= 3 Cos (4t - l)-4 =v

d?y = -3Sen(4t - I)44 = a
dt2

=a

Si: x, y Son Funciones de
Desplazamiento. sus Prime-
ras Derivadas son la Veloci-
dad . Las Segundas Deriva-
das son la Aceleración.

Si existieran mas variables, relacionadas entre sí por una Ecuación que a su vez dependan de t. Sus Variaciones
respecto de t pueden obtenerse mediante Derivación y aplicando la Regla de la Cadena.

Ei 7-4 Se calcula la Derivada cuando x; y dependen del tiempo t y a su vez están relacionados entre sí por
una Ecuación.

x = x11 y = y(t) La Derivada de la Ecuación respecto de t es la indicada.

x' + 4y 2 = I

3x 2 dx + 8y dy = 0
dt dt

Note que x : y se derivan por reglas usuales aplicando además la Regla
de la Cadena, en cada caso se multiplica por la Derivada de la variable
respecto de t. F. este tipo de Derivadas se llaman Derivadas Paramétri-
cas.

Derivar respecto de: t las siguientes Ecuaciones (x: y: z dependen de t)

a) x2 + y2. - 1 = 0

b) x5+2x3+y2 = 0

2x d + 2y dy = 0

5x 4 + 6x 2 + 2y = 0dt dt dt

c) Sen x + Ln y = x 2 Cos x dx + i dy = 2x dx

dt y dt dt

d) xr +x4y3 +y7 = 0

e) x2 + y3 + Z4 = 0 m*

7x° dx +
dt dt dt dt

+ 4z' = 02x d + 3y 2 dt dt

Aplicando las Reglas
conocidas de deriva-
ción.

En el Inciso d) se
aplica la Regla del
producto.

Un globo esférico es inflado con gas , que ingresa a razón de : 80 m3/min : en el instante en que alcanza
un Radio de 10 m : Hallar la Velocidad a la cuál se está incrementando su Radio.

Si el globo recibe gas a razón de: 80 m3 /min , es é sta su variación
de Volumen, o Velocidad a la que está aumentando su Volumen.

El Volumen de una Esfera de Radio r es: V = nr3
3

Derivando V, r respecto del tiempo t

dV 2 dr4 dr

dV

dt 80
= 0 064 m= n 3 r -

.
dt 3 dt dt 4 n r 2 4 n 102 min

Si el Radio es r = 10 m ' dr/dt = 0.064 mlmin : que se constituye en la Velocidad a la que se
incrementa el Radio de la Esfera.

4x3y 3 dx + 3x 4y 2 dy + 7y 6 dy = 0
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1 7_2 Un embudo en forma de Cono invertido tiene 5 cm de Radio R, 8 cm de Altura Fi: un líquido fluye
dentro del embudo a razón de 12 cm3/seg, y fuera a 4 cm'/seg. Con que rapidez sube el líquido cuando
se encuentra a S cm de Altura.

4

r=- R
h r H

dV. dV
= 12

dt dt

dV dVo dV

dt dt dt

dh V = ! nrzh
dt 3

H R h

Son la Velocidad del líquido
que ingresa y la Velocidad
del líquido que sale.

la resta es la Velocidad del
líquido que queda.

Velocidad de nivel de líqui-
do y Volumen de Cono (r, h
variables). Por Triángulos
Semejantes

V = I rir zh =
n R z h) = dV R z 3h z. dh

3 3 H2 dt 3 H2 dt

dV dV d ó

2 2 3dh H dt H dt dt =
26 cm0

dt R 2 nhz R 2 nhz
.

seg

7-291

T-30

Note la necesidad de eliminar
una variable por Triángulos Se-
mejantes . ya que se tenían dos
variables originalmente (r. h)

Una lámpara está colgada a Altura de H = 3 m, un hombre de estatura h = 1.7 m camina alejándose
de la lámpara a Velocidad de 2 m/seg. Con que rapidez se alarga su sombra: Con que rapidez avanza
el extremo de su sombra.

H. L Son la Altura de la lámpara y Hombre , son datos
conocidos, constantes

s Es la longitud de sombra, variable

x Longitud de extremo de sombra, variable.

H x H u + s H x

L s L s L x-u
Por Triángulos Semejantes. x

Se toma en cuenta que: u es la Distancia recorrida por el hombre, la Derivada du,rdt es la velocidad dada
del hombre, despejando: s. x

Si: s = L u
ds = L du = 2.

61 m/seg
dt H - L dt

dx - H du = 4.61 m/seg
dt H - L dt

+ - = 2 +2.61 =4. 61 m/seg
dt dt dt

H-L

Si: x = H u
H-L

dx du ds

Son la Velocidad de crecimiento de la
sombra y la Velocidad de avance del ex-
tremo de la sombra.

También puede calcularse la velocidad de
avance del extremo de la sombra, como la
suma de la velocidad del hombre mas la
velocidad de crecimiento de la sombra.

La longitud de un alambre de cobre es : L = 100(1 + aT + bTz) donde Tes la variable (Temperatura
en °c) : a . b son constantes. Encontrar la velocidad a la que crece la longitud , cuando : T = 22°c : a
=0.1610` :6=0 . 10.10''

Si L = 100 ( 1 +aT+bT2)

dL = 100 (a - 2bT) : T = 220
dT

a = 0.I6 l0'`
b

= 100(0 16.10' - 2.0.10.10-'•22) = 1 644. 10-3 cm/°c

La variable es la Temperatura
(7). La Velocidad de crecimien-
to de la lcrg tud del alambre
será la Deriv_da de la longitud
respecto de !a Temperatura.
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Un obrero levanta un peso: W mediante una polea. situada a altura: H = 30 m jalando una cuerda de
longitud: L = 60 m : Si el obrero se aleja a 4 m/seg : ¿A que velocidad sube el peso en el instante en que
el obrero se encuentra a: x = 20 m de la base de la polea?

Cuando: x = 20

Siendo: H = 30

Por el Problema y gráfica se cumple:

H2 + X2 = u2

h + u = 60 = H2 + x2 = (60 - h)2

T-32

La velocidad del obrero es: dx/dt = 4 m/seg

La velocidad a la que sube el peso es : dh/dt : Derivando la
anterior ecuación respecto de: t

dx
-x -

Si : H 2 + x 2 = (60 - h)2 2x d = 2(60 - h) dh dh = dt = -2.21 m
dt dt dt 60 - h seg

Un barco A se encuentra a una distancia de 15 km al Este de un punto O. moviéndose hacia el Oeste
con: VA = 20 Km/h : Otro barco B se encuentra a 60 Km a! sud de O. moviéndose hacia el Norte a 15
Km/h . Determinar si los barcos se acercan o alejan al cabo de una hora y a que velocidad.

Por el Problema y gráfica las trayectorias son:

x = 15 -u t d = - u =-20 Km/hA
dt

a

y = 60 - ust dt = - ue = -15 Km/h

Si: t = 1 x = -5 , y = 45

La Longitud entre A. 6 es:

z2 = x2 +y2 Z = (-5)2 +452 = 45.27

Z2 = x2 +y2 2z d = 2x dt
+ 2y d

^LY
t

x
A .........0

La velocidad de separación : dz/dt se obtendrá
derivando la anterior ecuación , respecto de: t

dx dy
X

dz = dt dt -12.7 Km
dt z h

Al reemplazar datos obtenidos, se observa que la velocidad de separación es negativa, por tanto los
barcos se aproximan.

h=60-u

h = 60 - H2 +x2 = 23 .94 .......... ................... ............

T-33 Una escalera de longitud: L = 15 m se desliza en su extremo superior sobre una pared vertical.
alejándose de la misma su extremo inferior a 2 m/seg ¿A que velocidad está bajando su extremo
superior en el instante en que su extremo inferior está a 5 m de la pared?

Por la gráfica (L constante : x. y variables)

L2 = x2 + y2

0 = 2x dx
2 dy dy x dx ^dy/dt

dt y dt dt y dt

y
dy x dx

dt L 2 x 2 dt

L= 15 m dx 2 m dy m
Si -0.7C?

x = 5 :n dt Seg dt seg
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La Regla de L'Hopital, es un nuevo recurso, para calcular Límites que presenten Indeterminaciones, esta regla
hace uso de las Derivadas.

44

4

i

La Regla de L'Hopital (Llamada también Regla de
L'Hopital - Bernouilli), expresa que si se presentan
Indeterminaciones de las Formas:

Entonces se cumple:

l^l

Por el Tercer Teorema del Valor Medio (Teorema de Cauchy VI-
10) se tiene la igualdad de cocientes:

Tomando: b = x , f(a) = 0 , g(a) = 0

Si: a < xo < x , xo está comprendido en el Intervalo

indicado.

Al aplicar el Límite cuando: x tiende hacia : a entonces: xa
también tiende hacia: a

0

0

Por tanto, para calcular un límite, se usa tanto la Derivada del numerador como denominador (No se usa la
Regla del Cociente): Si persiste la Indeterminación, se vuelve a derivar hasta obtener el resultado del Límite.

La demostración de esta Regla, parte del supuesto de la Derivabilidad de las Funciones f. gen un intervalo:
0 < Ix - al < ó : se trabaja alrededor del valor de a : debe cumplirse además que: g i 0

Si: Lím f(x) = 0 : Lím g(x) = 0 Se verifica la Primera Indeterminación, entonces
x-a x-a

i(xo)
f(b) - f(a) - f(x) - 0

g(xo)
g(b)

- 9(0) g(X) - 0

Lím
((x)

= Lím ¡(x)

X _ a 9( X - a g(x)
(x)

Se resuelve un límite por la Regla de L'Hopital

Lím x 2 - 7x + 12 - 32 - 7.3 + 12 0

x - 3 x2 - 9 32 - 9 0

-
= Lím 2x 7

x-3 2x

_ 2.3 - 7 1

2.3 6

x2-7x+12

x - 3 X2 - 9

Lím
(x-3)(x-4)

(x+3)(x-3)

(x - 4) = (3 - 4) =

(x + 3) (3 + 3)

= Lím
x- 3

= Lím
x- 3

T-34 Usando la Regla de L'Hopital, calcular el Límite:

Lím 2x + 3

x-_ x - I

2•-+3

=lim? =Lím2 = 2
x-- 1 x --

Lím ¡(X) =

X- a g(x)

1 1

La Indeterminación que se presenta, permite el
uso de la Regla de L'Hopital.

Derivando tanto el numerador como denomina-
dor.

Reemplazando en esta expresión se logra el
resultado del límite.

6

4
1

El mismo límite se puede resolver por reglas
antes indicadas (Ver P-5-2 1 -b)

Factorizando y simplificando se obtiene el
mismo resultado.

La Indeterminación que se presenta. permite el uso de la
Regla de L'Hopital.

Derivando numerador y denominador. Simplificando. queda
el Límite de una constante. que será igual a la misma cons-
tante.
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x.35

a)

Aplicando la Regla de LHopital, resolver los siguientes Límites:

2

Lím
x-2

= Lím

La Indeterminación : 0/0, que se presenta, permite el uso de
la Regla de L ' Hopital

Derivando tanto el numerador como denominador (No
usando la Regla del Cociente)

Reemplazando (Ver P -5-19-a)

x--

b) Lím
x3-Sx2+7x-3 - 13-5.12+7.1 -3 = 0

x x2-2x+1 I2-2.1+1 0

3x2-IOx+7 3.12-10.1+7 0-
=Lím

x-I

ex e- 0*
Lím-=-=-

c) ax -x°
Lím

_ 2

a ° -aa 0=

a -a 0

2.1 -2

a xLna - ax°-'
= Lím

x-a 1

0

Por la Regla de L'Hopital

Derivando tanto el numerador como denomi-
nador . Al reemplazar prosigue la Indetermi-
nación.

Vuelve a aplicarse L'Hopital , derivando al
numerador y denominador . Reemplazando.

Aplicando L 'Hopital

Se deriva por Reglas conocidas tanto el
numerador como denominador.

= a°Lna - a - a°-' = a°(Lna - 1)

d)

e)

x +x+6

2x - 2

x2-3x+2 22-3.2+2

X-1 2 2

x

Lím e r = Lím e x = e'
x-- 1 x--

ex 1
Lím
x-o e2x - I

=-

e°-1 1-1 0
e2-°- 1 1 - 1 0

La Indeterminación permite el uso de la Regla de
L'Hopital

Derivando y reemplazando

I Ie x I =
= Lím = Lím

x-o 2e2x r -o 2ex 2e°

Lím Sen x - Sen 0 = 0

r-o x 0 0

= Lím Cos x = Cos 0 = 1
r-o 1

2

La Indeterminación permite L 'Hopital

Derivando por Reglas conocidas tanto el
numerador como denominador

Simplificando el Cociente y reemplazando.

La Indeterminación permite el uso de la Regla de L'Hopital

Derivando el numerador y denominador . Reemplazando
(Ver Teorema T5-10. Cap V)

g) Lím
x Cos x - Sen x - 0 • Cos 0 - Sen 0 = 0

X-0 x3 o3 0

= Lím
r-0

Cos x - x Sen x - Cos x

3x2

- Sen x 0
= Lím
x-o 3x 0

= Lím
- Cosx -Coso

--3X-0 3

22 +2 +6

6x-10 6.1-l0

= Lím
r-0

- x Sen x

3x2

Por la Regla de L'Hopital
se derivan tanto numera-
dor como denominador.
Simplificando términos
del numerador.

Al reemplazar sigue la
Indeterminación , por tan-
to se debe aplicar nueva-
mente la Regla.

3
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T-36

a)

Aplicando la Regla de L'Hopital, resolver los siguientes

Lím
6x' + 1

r-- 2x3 - 1 2-a-I

= Lím
r--

= Lím

co

Indeterminación de la forma: 00/00. donde es aplicable en forma
directa la Regla de L'Hopital.

Derivando tanto e! numerador como denominador (Separada-
mente, no como cociente)

Simplificando y reemplazando (El Límite de una conste es la
misma constante)

b) 4x2+Sx+ 1
Lí

4„2+5-co+ 1 Indeterminación de la forma: co/com
x-- 7x'+1 7w' +1 00

Derivando el numerador y denominador
8x + 5

Lí
= 8 —+5 Al reemplazar se observa que persiste= m

x-- 21x2 21.002 la Indeterminación de la forma: co/co

=Lí 8 = 8 = 8 =0
Entonces volviendo a aplicar la Regla,

m
x 42x 42-- derivando y reemplazando.

c)
Lím

2x4 + x2 + I

18x2

6x2

3 = 3

2„4+002+1
-

Oa+7c

= Lím 8x3 + 2x =

x - - 3x2 + 7

24x2 + 2 ==Lím
r-- 6x

48x 48•oo

x-- 6

d) Ln x Ln
Lím -
r -- X ww

= Lím
x--

X = Lim
1 x-- x

=-=0

e)
Lím

e x e-
--=-

_ xroo 00100

= Lím
ex ao

x-- lOOx99

= Lím e x
r-_ C

e- co
00

co

00

0a

00

m

co
= 0e

6 6

Indeterminación de la forma: co/co

Aplicando la Regla de L'Hopital, persiste la
Indeterminación, reemplazando persiste aún
la Indeterminación.

Aplicando otra vez la Regla, aún persiste la
Indeterminación, usando otra vez la Regla.

Simplificando y reemplazando.

Indeterminación de la forma: m/co

Aplicando la Regla de L'Hopital (Derivando tanto el numerador
como denomina or)

Simplificando y reemplazando.

Indeterminación de la forma: -1-

Aplicando la Regia de L'Hopital (Derivando tanto el numerador
como denomira or)

Sin embargo persiste la Indeterminación.

Es indudable que persistirá la Indeterminación luego de muchísi-
mas aplicaciones de la Regla de L'Hopital . Pero es claro que la
expresión del _e^ominador por ser potencial. disminuirá de
grado hasta c:- ertirse en una constante c.

Reemplazando se obtiene el resultado.
c c

La Pe;!a de L'Hopital se aplica en forma directa a las Indete- - aciones de la Forma : 0/0. co/c ; Sin embargo
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puede ampliarse su uso a otras indeterminaciones, si éstas se llevan a las Formas de 0/0 o 00/00

Las Reglas de Transformación de Indeterminación en cada caso, son las siguientes:

INDETERMINACIONES DE LA FORMA: 0--

Para convertir la Indeterminación de la Forma 0•oo, a las Formas 0/0

Lím f(x) g(x) = 0. 00
x-a

f (x) 0
Lím f(x) • g(x)

= Lím
x-a x_a 1 I.

8(x)

E¡ 7-6 Lím (x Ln x) = 0•Ln 0 = 0(-00)
z-0

= Lím
x-o

e

= Lím
x-0

(-Lím
x-o

x) =0

Resolver por L'Hopital el siguiente Límite:

Lím x e'^` = 0 e' ° = O e" = 0--
x-0

X-0 1
= Lím

x

Ln x

00

e lix(- I/x2)

X-0
= Lím

x2

Indeterminación, transformándola
(Llevando un factor a dividir al deno-
minador)

Reordenando• se obtiene la Indeter-
minación de/-

Aplicando UHopital. simplificando y
Lím e'/x = e'ro = e" _ reemplazando.
x-o

INDETERMINACIONES DE LA FORMA 00 - 00

Para convertir la Indeterminación 00 - a la Forma 0 /0 se procede como:

Lím 1 - 1 = 1 - I 00 - m

x _a f(x) g(x) 0 0

Ei 7-7 Aplicando L'Hopital, se resuelve el Límite:

Lím
x-0

t_ 1 1_ 1 I_ I

x Sen x 0 Sen 0 0 0

=Lím Senx -x 0

x-o x Senx 0

= Lím
z-0

= Lim
-Sen x

se procede del siguiente modo

Lím /(x) - g(x) = Lím
x-a x-a

g1x)

f(x)

Indeterminación de la forma o — , para aplicar
L'Hopital se transforma a otra Indeterminación.

Reordenando el límite dado , de acuerdo a la Regla
anterior, al reemplazar la Indeterminación que
ahora se presenta es de: -/-

Aplicando L'Hopital , derivando tanto el numerador
como denominador.

ff(x) g(x) x_a (x) g(0) 0.0 0

-0

x-o Cos x Cos x - x Sen x 2

00

Cos x - I 0

Senx * x Cos x 0

Lím 1 - 1 = Lím g(x) _ Í1x) = 0 - 0 = 0
x-a

Indeterminación , transformándola

Sumando las Fracciones. la
Indeterminación que ahora se
presenta es 0/0

Aplicando L'Hopital

Como persiste la misma Indeter-
minación se vuelve a aplicar la

= 0 Regla.
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INDETERMINACIONES DE LA FORMA: I- - 00 . -0

Para las Indeterminaciones de las Formas : 1- : 00 ; O°° es conveniente aplicar la Identidad:

Ln l(,) ¡
e = l (x)

Luego mediante manipulaciones algebraicas y usando las Propiedades de los Logaritmos, es posible transformar
Indeterminaciones, llevándolas a la Forma: 0/0 ; 00/0 : donde si es posible aplicar la Regla de L'Hopital.

T38'

a)

Aplicando la Identidad indicada y L'Hopital, resolver los Límites:

Lím
r-0

( 2)"

= Lím eL" ' -r
x- 0

Ln(I -x2) 0

=Líme x =e°
x-0

=Líme
X-0

1 -r2

I

(-2x)
- 2x

= Lím e

-2.0

el -02 =e°

b) Lím (Cos x)'n = (Cos 0)'p = I
r- O

Lím eLn
(Cos:)§a

X-0 . '
Ln(Cos r)

= Líme
r-0

0

= e°

= Lím e -Teas

x- 0

e -Tono

c) Lím x x = 0°
X -0

(I - x2)I/x = (1 - 02)'v = 1

=Límea"
X-0

Ln x

=Líme e
X-0

=Líme =Líme
r-0 x-0

Indeterminación

Recurriendo a la Identidad, recomendada para
este tipo de Indeterminaciones.

Por Propiedad de Logaritmos se ordena el Expo-
nente. Reemplazando, la Indeterminación que se
presenta en el Exponente es de la Forma: 0/0

Aplicando la Regla de L' Hopital (Solo en el
Exponente) se deriva su numerador como deno-
minador.

Reordenando el Exponente . Simplificando y
reemplazando.

Indeterminación

Aplicando la Identidad y Propiedades de Loga-
ritmos.

En el Exponente queda la Indeterminación:
0/0, se puede ya usar L'Hopital.

Derivando y simplificando

Indeterminación de la Forma: 00

Usando la Identidad, y empleando una Propiedad de
logaritmos al reemplazar queda una Indeterminación de la
Forma: 0•- . que no permite el uso de L'Hopital.

Reordenando nuevamente el exponente y reemplazando. se
obtiene la Indeterminación de la Forma: 00/00

Aplicando la Regla de L'Hopital en el exponente (Donde se
encuentra la Indeterminación)

Simplificando el exponente.

Reemplazando, se obtiene el resultado final del límite.

= e' ° = I

Note que las Indeterminaciones pueden cambiar de forma de acuerdo a modificaciones algebraicas. De esa
manera se puede 1'.evar a otras indeterminaciones que si permiten el uso de la Regla de L'Hopital.
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04

Aplicando la Regla de L'Hopital, resolver los siguientes límites:

a) Lím (e x - I )x
x-0

x -0

Lím ex Ln(ex I) _

= (e ° - o0 = 0°

= Lím eLn
(ex-I)x

Ln(ex-1)

= Lím e
x-0

X-0

r'
el-1

I

= Lím e z =
X-0

= Lím e
x-0

-0-0

x

-2xe ° - x:e x

ex

0

=e =e'

-x2ex
0

Lím e e x -' = e °
X-0

Indeterminación que no permite el uso directo
de la Regla de L'Hopital

Aplicando la Identidad

Por una Propiedad de Logaritmos, tras reem-
plazar se obtiene otra Indeterminación, que
todavía no permite el uso de L'Hopital.

Reordenando el exponente , se obtiene una
forma de Indeterminación que si permite el
uso de la Regla de L'Hopital.

Aplicando L'Hopital en el exponente

Al reemplazar persiste la Indeterminación.
ahora en la forma 0/0 , una forma que tam-
bién permite el uso de la Regla de L'Hopital.

Aplicando nuevamente la Regla.

Reemplazando se obtiene el resultado del
Límite

b)
Lím x'1x 00 0

x--
Ih

= Lím eLn x

Indeterminación de la forma: -° , forma que no permite el
uso directo de la Regla de L'Hopital.

Aplicando la Identidad
x--

=Lime

in x

x

-

= e

Por Propiedad de Logaritmos en el Exponente

Se obtiene una Forma de indeterminación que si permite el
x_-

x

1

uso de L'Hopital

Derivando tanto el numerador como el denominador
I

x= Lím e =
eLím Simplificando el exponente.

x-- x--

i l d
=e" =e° = 1

ene e resulta o delReemplazando y reemplazando se obt
Límite.

c) Lím (1 )Son x = (1 )Son 0 = 000

X-0 X 0

Ln (-)

=Lime
x-0

Ln L
x

Senx Ln
= Lím e x = e°"

X -0

In 1 - Lnx -

e

x Sen tx 0

= Lím e -cic x col x = Lím e x cos
x = e °

x-0 x-0

2 Sen o Cos o 0

= Lím es`nx = Lím e Coco

x -0 x-0

= Lím ecosx - xsmx = el -° =
X-0

e°=I

Indeterminación

Aplicando la Identidad y propiedades
de los Logaritmos.

Luego de reordenar, se aplica varias
veces la Regla de L'Hopital

Esta Regla puede reiterarse tantas veces
como sea necesario, hasta levantar la
indeterminación. siempre y cuando las
Indeterminaciones sean de las formas:
0/0. 00/0
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E 1¡1111,11 1 ', ~IMlw^liw, '41 1,161
La resolución de Ecuaciones por el Método de Newton-Raphson, consiste en la ubicación de las raíces de la
Ecuación en forma aproximada, usando para ello los conceptos de Derivada.

El Teorema del Valor Intermedio dice: Si f(x) es Continua en a < x < b donde f(a) . f(b) poseen signos di-
ferentes, entonces existe al menos un valor r tal que: f(1) = 0

Suponiendo que se busca la raíz (O solución) de: f(x) = 0 : donde
/(x) es derivable con: f' * 0

Una raíz de: f(x) = 0 : es una Intersección de f(x) con el Eje de
abscisas.

Entonces por la gráfica adjunta y por la Interpretación Geométri-
ca de la Derivada:

f
f(xo- f(."') f(x, -O

1xJ X. - x1 xo - x1

Luego de trazar la Recta Tangente a la curva de: f(x) por el pun-
to (xo. f(xd) : se observa que esta Recta intersecta al Eje de abs-
cisas en x1

f(x^
x^ =x -0

' f , (x,)

f(I)

Trazando luego otra Recta Tangente a la curva esta vez en el punto: (x1 ' f(x )) : se obtendrá la Ecuación (1) y
luego se generaliza en la Ecuación (2)

f (x,)
x2

= XI f ,(x)

(1) xn . 1 = xn f;-- (2)
(x^)

Por tanto. una vez elegido: xo se obtendrá: x1 mediante la relación anterior. Luego a partir de x1 se calculará:
x2 y así sucesivamente. hasta llegar a la raíz (r) (Se sabe que se llegó a r cuando el valor a reemplazar
determina el mismo resultado)

E7-8-8 Resolver: xa + 3x - 5 = 0

Si: f
(x)

= x' + 3x - 5 = 0 : traficando f(x)

Reemplazando en la Ecuación de Newton - Raphson:

Í (x^ x3 +3x n - 5
xn., =xn- =x„-

(x^ 3xn +3

Eligiendo como primer valor: xo = 2

X, xn .,

2 1.4
1 4 1.181081081
1.181081081 1.154525889
1.154525889 1.154171557
1.154171557 1154171495
1.1541 71495 1.154171495

A partir de: x =
2 usando la rela-
ción se halla 1.4.
con este valor se
calcula el si-
guiente y así su-
cesivamente.

-Y---------- ------- -----
_ ...................

Al reemplazar. 1 154 1 7 1 495 se obtiene el mismo valor 1 1 54 1 7 1 495 : por tan z esta es la sciución

de la Ecuación . Si bien se eligió: x = 2 para iniciar el cálculo , se podía tomar c::a^quier otro nurr.ero.

Ilegandose al mismo resultado.
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Un Teorema que asegura la determinación de una raíz, por el método de Newton-Raphson dice:

Si f(xl posee Segunda Derivada Continua en el Intervalo : a s x s b, tal que : f(a) ' f(b) poseen signos

diferentes, donde: f(X)

i) Si el signo de es el mismo del de f(a)

ü) Si el signo de f,X, es opuesto al de f(a

x = a - fb) entonces se cumple: a < x < r
i U(a)

x = b - f (b) entonces se cumple: r < x < bf.(b)

Ei 7-9 Resolviendo: x5 + 2x3 - 2 = 0

Si: f(x) = x5 + 2x3 -2 = 0 : a = 0 : b = 1 1

E n : 1; f(.) - 2 : f (b) =

Los signos de: f(a) ; f(b) son diferentes

Derivando: f' (x) = Sx4 + 6x2

f ' '(x) = 20x 3 + 12x > 0

f(b) f(,)

7-40

Si: 1

Desigualdad
que se cumple
en el Intervalo.

En el Intervalo f(a) . f(1' poseen diferentes signos, por tanto:

x = b - f (b) = 1 - f0) = 1 - i = 0.909090
II

Por tanto: r < x, < b : r < 0.909090 < 1

Esto significa que la raíz (r) es menor, que el primer
valor calculado (0.909090) lo que se verifica en la
Tabla adjunta, al resolver por Newton-Raphson.

usando 7 decimales

Resolver por Newton-Raphson : x 2 - e x = 0; iniciar cálculos con: 3 : 0 ; 2

Para verificar la fácil convergencia o acercamiento al resultado, se inician los cálculos con 3 valores
diferentes

* o , se cumple en todo el Intervalo, entonces:

X', xn+,
-3 -1.5205739
-1 .5205739 -0.8783256
-0. 8783256 -0.7144413
-0 7144413 -0.7035148

1-0.7035148 -0.7034674
1 -0 .7034674 -0.7034674

7-41' 1
Resolver por Newton-Raphson:

Por, xn-,
f(x^

f "1x^)

- Cos x',

xi -

1 + Sen xa

-223-

xn x„.,
0 -I

-1 -0.7330436
-0.7330436 -0.7038078
-0.7038.78 -0.7034675
-0.7034675 -0.7034674
-0.7034674 -0.7034674

x-Cosx=0

xn x11+1

0.909090909
0.909090909 0.894336348
0.894336348 0.893987465
0.893987465 0.893987274
0.893987274 0.893987274

x„ xn+,

2 1
1 -1.39221 12
-1.3922112 -0.8350875
-0.8350875 -0.7098341
-0.7098341 -0.7034674
-0.7034674 -0.7034674

Iniciando con xa = 0 ^n x„_,

9 decimales. 0 I

0.750363867
Se emplean Ra- 0.750363367 0.73911259
dianes en los 0.73911289 0.739C85.33
cálculos. 10.739085133 0 739085133



Las Derivadas en sus diversas presentaciones (Interpretación Geométrica, Razón de Cambio, Variación
Instantánea, etc.) son un excelente instrumento en ECONOMÍA, para la optimización de resultados, para la
toma de decisiones, etc.

r

1

FUNCIONES DE OFERTA Y DEMANDA

Si: x es el Número de unidades de un bien , siendo : y el Precio de cada unidad , entonces las Funciones de Oferta
y Demanda pueden representarse por: y = 41)

Donde en la práctica : x se toma siempre como Positivo.

Si: f' > 0 La Función es de Oferta Si : (' < 0 La Función es de Demanda

El Punto de Intersección de las Funciones de Oferta y Demanda se llama Punto de Equilibrio.

E¡ 7-10 Si: y 16 - 2x

Y' _ -2 < 0 La Función es de Demanda

Si: y = 3x + 1
Y' = 3 > 0 La Función es de Oferta

El Punto de Equilibrio (Resolviendo el Sistema) es:

y = 16 -2x x = 3

y = 3x + 1 y = 10

T-42 Hallar el Punto de Equilibrio y las pendientes en ese
respectivamente:

208-8x-x2 1 +x2

y 16 y 13

punto , de las Funciones de Demanda y Oferta,

....;.. . .. .......... / .....

El Punto de Equilibrio (Resolviendo el Sistema de Ecuacio-
nes)

y=
208 - 8x - x 2

16
I x2

x = 8 : y = 5

x=-11.5y=10.4

Se toma la 1 °' Solución como Punto de Equilibrio. ya que
se debe operar solo con números positivos.

La pendiente de la Demanda en: P(8,5) es:

y =
208-8x-x2

16

I_x

y 2 8

Reemplazando: x = 8 =►
y'rd) 3 < 02

La pendiente de la Oferta en : P(8.5)
1 +x2

y 13

Reemplazando : x = 8 y 'j5)
16 > 0

13

Por la Interpretación Geométrica de la Derivada : Una Derivada es una pendiente , es una Razón o Relación de
Cambio Instantánea.

Por tanto el anterior cálculo de las Funciones de Oferta y Demanda, representa las Variaciones Instantáneas de
los ?recios Unitarios (y) respecto al Número de unidades (x). exactamente cuando que x toma el valor de 3

icr.ando el Valor r.:^soluto de las pendientes (•3/2: 16/13) se concluye que mayor es la variación de la

Demanda

.X .. .. .. .. ... .... ..... ..... ... .. ...

1
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la Variación de una Cantidad, respecto de otra puede ser descrita mediante un Concepto Promedio o Concepto
Marginal.

El Concepto Promedio, es la Variación de una Primera cantidad, respecto a un Intervalo limitado de una Segunda
cantidad. El Concepto Marginal es la variación de una Primera cantidad respecto a un Intervalo tendiente a cero,
de una Segunda cantidad, es decir se trata de una Variación Instantánea.

Comúnmente la Primera cantidad es de un concepto de Economía (Costo, Ingreso. etc.) La Segunda cantidad
es el Número de unidades.

COSTOS

Si el Número de Unidades de un bien es x ; Entonces el Costo Total, puede expresarse como : y = C(X)

A partir de este Costo Total, pueden definirse los siguientes conceptos:

COSTO PROMEDIO Cp = C(x) = y
x

COSTO MARGINAL Cm = C,IX) = dy
dx

COSTO PROMEDIO MARGINAL Cpm = dy = x C '(x) - C(X) = d C

dx j x 2 dx p

= ax + b dondeE'i 7- I 1 La Función de Costo es Lineal: C (X)
a, b son constantes:

Costo Promedio: C = C = ax +b = a+ b
p x x x

Costo Marginal: Cm = C'IX) = a

= - bCCosto Prom. Marginal: C
= d

-
ppm

x 2x

En la gráfica se muestran a C(X) , Cp : Cm _

Analizar las Funciones de Costo Total a) CIX) = 3x + 20 : b)

a) Si: C(X) = 3x + 20

C. Promedio
C C(1) 3x+20 = 3 + 20

p x x X

C. Marginal C. = C'(X) = 3

C. Prom. Marginal Cpm = dx Cp 20
x2

1_ .. ....... C

20

j0 10 20

b) Si: C(X) = x 2 + 2x + 5

C. Promedio C = CX) - x 2 + 2x + 5 = x + 2 +
p x x z

C. Marginal C. = C'^X) = 2x + 2

C. Prom. Marginal Cpm = d Cp = 1 - 5
x

CY/

}pl

...s0

Cm X

C(X) = x 2 +2x+5

yy C(i)
.1 ... ................ .. :..._.. .. .........

X`........_ .......... .....f.t....------.............

V

CP

C

.....%..^ ..........................

Cm X
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INGRESOS

Si el Número de unidades de un bien es x : siendo la Función de Demanda : y = l(X) donde y es Precio de la
unidad demandada , entonces el Ingreso es:

R (X) = x y
= x f (X)

A partir de esta Expresión de Ingreso Total, se definen los siguientes conceptos:

INGRESO PROMEDIO R = R(X)
p x

INGRESO MARGINAL Rm = R' (X)

Note que la expresión de Ingreso Promedio. carece de importancia. ya que es equivalente ala Demanda del bien.

Ei 7-12 Una Función de Demanda es: y = 12 - 4x

El Ingreso : R(X) = xy = x(12 -4x) = 12x - 4x2

El Ingreso Marginal: R'IX) = 12 - 8x

Comúnmente se procura maximizar el Ingreso Total. para
ello es suficiente con recurrir a las técnicas de Máximos
y Mínimos conocidos (Derivar e igualar a cero)

4 ......................

Hallar el Ingreso Marginal y el Máximo del Ingreso que se obtiene de un bien, cuya Función de Demanda
es: y = 60 - 2x
la Demanda:

El Ingreso Total:

y = 60 - 2x

R(X) = xy = x(60 - 2x)

El Ingreso Marginal : R'(X) = 60 - 4x

Maximizando la Ecuación de Ingreso Total

Si: R(X) = 60x - 2x 2

R'(X)=60-4x=0 x=15

RMdX = 60-15 - 2-15' = 450

.._........_ ............. ..........

T 45 1 Si la Demanda de un bien es : y = 60 e -y'2 Hallar el Ingreso Marginal y el Ingreso Máximo.

La Demanda

El Ingreso

El Ingreso Marginal

y = 60e -r/12

RIX) = xy = x 60 e -V' 2

R
* (X)

= 60e -zi2 - 5xe-:n2

Maximizando la Ecuación de Ingreso Total

Si RIX) = 60 x e -x" 2

R'IX) = 60e -`»2-5xe.y12 = 0 x = 12

RMeX = 264.87

........................... ...............................................

500 Y... ..... ..... .....

,,(.400

300 y..........................................................

V...; ... ............... ....

200 ..........1 ...... ................R^X..................

_

100 /._

20 30

En este y en el anterior Problema. se asure ue el Punto Crítico (Hallado por a Derivada igualada a cero)

determina efectivamente n Máximo. (La orificación puede hacerse usando a Segunda Derivada)
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GANANCIAS

Si: x es el Número de unidades, siendo RIXI el Ingreso Total, C(K) el Costo Total, la Ganancia entonces es:

Cr(X)
= R(X) - C(X)

Para maximizar la Ganancia de acuerdo a técnicas conocidas, se debe derivar e igualar a cero, esto significa:

Entonces para obtener el Máximo de la Ganancia, el Ingreso Q'(X) = R'(X) - C' (X) = 0
Marginal, debe ser igual al Costo Marginal.

E'( 7-13 Un bien posee el Costo Total C = 20 + 14x, Demanda de: y
se obtendrá con las siguientes consideraciones:

C(X) = 20 + 14x El Costo Total

y = 90 - 2x la Demanda

R

(X) = xy = x(90 - 2x)

Q

(X) = R(X) - C(X)

= x(90 - 2x) - (20 + 1 4x)

_ -2x 2 + 76x - 20

G"(X)=-4x+76=0 x= 19

1 7-46

` mdX = -2- 192 + 76-19 - 20 = 702

El Ingreso Total

La Ganancia

Maximizando.

Se asume que las Unidades de Ingreso. Costo.
Ganancia son Unidades monetarias iguales.

Un bien posee un Costo Total constante C = 26 : Demanda y

C(X) = 26

y = 4 2 e ' 6

R( X) = x y = x(
42 e -,/6

G(X) = R(X) - C(X)

= 42xe-X16-26

(X) - 42 e -X/6 - 7xe -X/6 = 0

. x=6

^.^,dX = 42.6• e -6/6 - 26 = 66.7

El Costo Total

La Demanda

El Ingreso Total

La Ganancia, reem-
plazandoysimplifi-
cando. Maximizan-
do.

Se toman unidades
monetarias iguales
para cada concep-
to.

.. ..... ................

X

Hasta el momento se ha operado con Funciones ya conocidas de Demanda . Costo , etc. Sin embargó en la
práctica , es preciso obtener tales Funciones a partir de las situaciones reales que se presentan , y de acuerdo a
las definiciones pertinentes.

Para la obtención de algunas Funciones , se ordenan datos , se usan variables auxiliares, que luego seran
eliminadas . siguiendo modos parecidos a la determinación de Funciones y sus Máximos y Mínimos, visto
anteriormente . (Ver Cap. VI¡-2)

R ' (X) = C ' (x)

90 - 2x su Ganancia Máxima

42e -x/6 Hallar su Ganancia Máxima.

80 Y... ..... ..................... .

60 ...... ,.........,.

i
i40 f ......... 1..........; ..................... .:...........:
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E¡7-14 Un vendedor de autos, recibe mensualmente 18 movilidades para venderlas a 2400 $ c/u. Sin embargo
observando la Demanda, el vendedor nota que por cada auto que no pone en venta, sus clientes están
dispuestos a pagarle 200 $ más. ¿Cuantos autos deberán venderse para un Máximo Ingreso?

Reordenando datos, para mejor interpretación: Precio original de un auto: 2400 $
N° Total de autos: 18 Incremento por un auto no en venta: 200 $
N° autos en venta: x Incremento por u autos no en venta: 200 u $
N° autos no en venta: u Ingreso por venta de 1 auto: (2400 + 200 u)$

x + u = 18 Ingreso por venta de x autos: R = x(2400 + 200 u)$

Reemplazando : u = 18 - x en la Ecuación de
Ingreso
R = x [2400 + 200(18 - x)]

= -200x2 + 6000x

R' = -400x + 6000 = 0 x = 15

Para Máximo Ingreso deben venderse 15 autos

R,;, = -200.152 + 6000-15 = 45000 $

La gráfica adjunta mi iestra la variación de: R

40000

30000

20000

10000 .. .. ....... .. .. ..

4 8 12 : 16 18

Un Propietario de 40 Departamentos (Dep.) puede alquilarlos a 100 $ c/u; sin embargo observa que
puede incrementar en 5 $ el alquiler, por cada vez que alquila un Dep. menos. ¿Cuantos Dep. debe
alquilar para un Ingreso Máximo?

Reordenando los datos: Alquiler original de 1 Dep 100 $
N° Total Dep: 40 Incremento por 1 Dep no alquilado: 5 $
N° Dep alquilados: x Incremento por u Dep no alquilados: 5u $
N° Dep no alquilados: u Ingreso por alquiler de 1 Dep : (100 + 5u)$

x + u = 40 Ingreso por alquiler de x Dep: R = x(100 + Su)$

Reemplazando : u = 40 -x en la Ecuación de Ingreso

R = x[100 + 5(40 -x)] Note que

= -5x2 + 300x
no se al-
quilan 10 3

R ' _ -10x + 300 = 0 x = 30 Dep (u =

RMdr = -5 .302 + 300.30 = 4500 $ 10)

El alquiler de un Departamento es:
100+Su= 100+5.10= 150$

Un Campo petrolero contiene 26 pozos , c/u de ellos produce 100 barriles diarios . La experiencia
demuestra que la perforación de pozos adicionales en el mismo campo. tiene por resultado la reducción
de 2 barriles (b) diarios por cada pozo adicional . ¿ Hallar el N° de pozos que maximiza la producción?

Reordenando los datos: Producción original de un pozo. 100 b
N° inicial de pozos: 26
N° final de pozos: x

Descenso de Producción por un pozo:
Descenso de Producción por u pozos:

2 b
2u b

4 Incremento de pozos: u Producción final de un pozo: 100- 2u b
t ~ x=26+u Producción final de x pozos : P = x(100 - 2u) b

P = x[ 100 - 2(x - 26)]
Reemplazando: u = x - 26 en la Ecuación
de Producción final

_ -2x2 • 152 x Por tanto para maximizar la Producción. deben

P' _ -4x•¡52 =0 x=38 perforarse 12 pozos adicionales (u = 12) Cada
pozo produce 100 • 2u = 76 barriles diarios

Peer -2-38* • 152. 38 = 2888 barriles

1
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Un comerciante mensualmente recibe 1000 Latas de leche, las cuales debería venderlas a 4.8 $ c/u. Sin
embargo observa que por cada vez que oculta 100 Latas, sus clientes están dispuestos a pagarle 1 $
mas por c/Lata, en la creencia de que hay escasez. Hallar el Máximo Ingreso del comerciante

Reordenando los datos: Precio original de 1 Lata de leche: 4.8 $
N° total de latas: 1000 Incremento por c/100 Latas ocultadas 1 $
N° Latas en venta: x Incremento por c/Lata ocultada 0.01 $
N° Latas ocultadas: u Incremento por u/Latas ocultadas 0.01 u $

x + u = 1000 Ingreso por 1 Lata 48 + 0.01 u
Ingreso por x latas x(4.8 + 0.01 u)

Reemplazando (u) 'y ordenando, la Ecuación de Ingreso es:

R = x[4.8 + 0.01 (1000 -x)]

=-0.01x2+14.8x

R' = -0.02x + 14.8 = 0 ' x = 740

RMdx = - 0.01 •7402 + 14-8- 740 = 5476 $

Se ocultan: u = 260 Latas. El precio de chata es: 4.8 + 0.01 u = 7.4 $

Una mueblería vende mesas a 1200 $ c/u, ofreciendo una rebaja de 10 $ por cada mesa por encima de
80 que pueda vender, la rebaja afecta a todas las mesas vendidas. Hallar el Máximo Ingreso bajo este
plan de Ventas. ; ,

Reordenando los datos: Precio original de 1 mesa: 1200 $
N° de mesas a vender: x Rebaja por 1 mesa encima de 80:. (0 $
N° mesas encima de 80: u Rebaja por u mesas encima de 80: 10u $

x = 80 + u Precio final de 1 mesa 1200 - I Ou
Precio final de x mesas: P = x(I 200 - I Oú)

Reemplazando (u) y ordenando. la Ecuación de Precio final es:

P = x(1200 - 10(x - 80)1

1 Ox 2 + 2000x

P' = 20x + 2000 = 0 x = 100

PMd.x = - 10.1002 + 2000.100 = 1000005

Se venden 100 mesas , 20 por encima de 80, el precio de c/mesa es 1000 $

l in Una entidad bancaria, cobra una Tarifa de 20 $, por cada 1000 $ de transacción corpercial que efectúa,
ofreciendo una rebaja de 0.1 $ por cada 1000 $ por encima del monto de 100000 $ Hallar su Máximo
Ingreso si:

a) La rebaja afecta al monto total de la transacción
b) La rebaja afecta únicamente al monto por encima de 100000 $

Reordenando los datos:
N° miles $ de transac. total: x
N° miles $ encima de 100 mil: u

. x=u+ 100

a) Si la rebaja afecta al total de la transacción
(7)

T = x(20 - 0.1 u)

= x[20 - 0 . 1( x - 100)]

= -O.Iz2+30x

Tarifa original por mil $: 20 $
Rebaja por mil $ encima de 100 mil: 0.1 $
Rebaja por u miles encima de 100 mil: 0.1 u $
Tarifa con rebaja: T = 20 - 0.1 u

(x en miles de $), reemplazando u en la expresión'de Tarifa

T' = - 0.2x + 30 = 0 x = 150

TMdx = - 0.1 .1502 +30-150 = 2250 miles

= 2 250 000 $

b) Si la rebaja afecta únicamente al monto encima de 100 miles de $ (u en miles) El Ingreso provendrá del
monto con Tarifa Fija, mas el monto con rebaja

T = 100.20 + u(20 - O.1 u)

= 2000 + (x - 100)[20 - 0.1(x - 100)]
- O 1x2 - 40x - 1000

T' = - 0.2x + 40 = 0 - x = 200

TMdx = - 0.1 ' 2002 + 40.200 - 1000

= 3000 miles = 3 000 000 S
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Si: y = Í(x) : entonces se definen: dx = Lx Diferencial de x

dy = /'(x) dx Diferencial de y

El Diferencial de la Variable Independiente x es su mismo Incremento tix : El Diferencial de 12 Variable
Dependiente y no es su Incremento. depende de: Ax. El Diferencial: dy se llama también Parte Principal del
Incremento: Ay

E9 7-15 Para apreciar la diferencia entre Diferencial, Incremento en y se calculan ambos conceptos:

X + 3 xf lxl = 2

y = X2 + 3x

dy = ¡'(X)
dx

y =x2+3x

A Y ¡(x , nx) - ¡(x)
Ay

= [(x +Ax)2 +3(x +Ax)] - (x2+3x]

Ay = (2x + 3)áx + (px)2

dy = (2x + 3)dx (Diferencial) Ay = (2x + 3)dx + (dx)2 (Incremento)

Geométricamente los Diferenciales pueden representarse
como catetos de un Triángulo rectángulo.

Geométricamente el Incremento: Ay contiene al Diferencial:
dy (Parte principal), más otra longitud.

Se observa también que:
m =Tan8 =

dy
dx - Í (x1

PROPIEDADES DE LOS DIFERENCIALES

los Diferenciales de la Funciones , de acuerdo a las definiciones previas (En términos de Derivadas), presentan
las siguientes propiedades:

T6-1)

T6 -2)

T6-3)

T6-4)

T6-5)

d(u=u) =dutdu

d(c) = 0

d(cu) = c du

d(uu) = udu udu

d(u)=udu-udu
u u2

Si u. u son Funciones : c es una constante.

las propiedades de los Diferenciales , son extensiones de las
propiedades de las Derivadas.

las demostraciones de estas propiedades , se las efectúa de
acuerdo a la definición de Diferencial y propiedades de las
Derivadas.

En la práctica , para calcular un Diferencial , se aplica directamente : dy = /'(x1 dx

E^ y=3x2+7x-4

dy = ('(X) dx = (6x + 7) dx

Para calcular un Diferencial (dy) se deriva la Función, para luego
multiplicarla por el Diferencial dx

T-52 Hallar los Diferenciales de las siguientes Funciones:

y

y = x 2 Sen x

x2+I

= 4x3 + 7x + 12

x4+1

y = Ln(x 2 - 6x • 5)

y =

dy = (12x2 + 7)dx

dy = (2xSenx + x2Cosx)dx

dy =
2x(x4 - 1) - (x2 + I)4x3

(xI)2

dy = (2x - 5¡ dx
x2-5x•S

dx

Derivando por Reglas cono-
cidas

Por la Regla del Producto

Por la Regla del Cociente

Por la Regla de la Cadena.
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APROXIMACIONES POR DIFERENCIALES

1

Para obtener cálculos aproximados, mediante Diferenciales, se usa la relación:

La relación puede demostrarse a partir de la definición de Incrementos y Diferenciales:

Y = f(" • o x) - f(.)

dy = f
'(x)

dx = f '(x)
A x

dy - Ay

d
y (x • G x) - f(-)

f(x.A x) - f(x)

ft" . a x) ° f(-
) + f (x) A x

Definición de Incremento

Definición de Diferenciales, nótese que, dx = Ox

Tomando la aproximación

Reemplazando: Ay dy

Reemplazando: dy = f'(x) dx

Despejando: f(x+Ax)

La aproximación será mayor, mientras mas pequeña sea Ix en relación a: x

Ei 7-17 Se calcula aproximadamente por Diferenciales: 67

57

67 = 64+3 = 82+3

x =64 : Ax=3

f (x • A£)
a f(x) + f '(x) Ax

x+Oxa^x + tx
2^x-

y 64 3 64 + 1 3
2 64

67 - 8 + 0.1875 = 8.1875

Cálculo aproximado a efectuar

Descomponiendo 67: entre una potencia al cuadrado, mas un
incremento (Buscando un incremento pequeño)

La Función con su Derivada,

Fórmula de aproximación mediante Diferenciales

Reemplazando (Fórmula para aproximar Raíces cuadradas)

Reemplazando : x = 64 : Ox = 3

Efectuando las operaciones indicadas

Queda así realizada la aproximación.

Calcular aproximadamente por Diferenciales.

s

5(¡r) 4

s241 =s243-2 =sis-2

x = 243 : Ox = -2

241

ŝ ^

f(x) = Y ^ : f (x) _

(s x) 4

f (K • U) a f(x) + f (x) x

s I
x + Ox • fX + 1x

s
V243 -t os 243 (-2)

Ss 243)4
s

241 - 3 - 0.0049 = 2.9951

s 241

Cálculo a efectuar por Diferenciales

Eligiendo una potencia de 5 mas un Incremento (Se elige
aquella de menor Incremento)

Función a partir de la cual se calcula su Derivada.

Fórmula de aproximación

Reemplazando la Función (Fórmula General , para el
cálculo aproximado de raíces quintas)

Reemplazando

El resultado exacto , por calculadora es de 2 9950. por
tanto lo obtenido es una buena aproximación.
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7-54 Efectuar los cálculos aproximados indicados, mediante Diferenciales:

a) Sen 61

e'

Sen(61 °) = Sen(60 + 1)° = Sen(- + n )
3 180

X = n ; Ax= n
3 180

((x) = Sen x (' (X) = Cos x

((x . n x) a f(-) +
1 (X) t X

Sen(x + 0 x) = Sen x + Cos x A x

Sen (- + -) - Sen Ti + Cos Ti -
3 180 3 3 180

a 0.8660 + 0.0087 = 0.8747

b)

eo.o.1 n e° + e° 0.1

°

n 1 + 0.1 = 1.1

Calculo a efectuar por Diferenciales aproximada-
mente. Necesariamente se deben expresar los
Ángulos en Radianes

Función y su Derivada

Fórmula de aproximación, reemplazando en ésta
la Función y su Derivada.

Usando valores conocidos: Sen(rt/3) = 0.866
Cos(n/3) = 0.5

El valor exacto, obtenido por otros medios es:
0.8746 como se aprecia la exactitud es significa-
tiva.

Calculo a efectuar (Exponencial de un número pequeño)

Eligiendo x ; Ox

Función a emplear y su correspondiente Derivada

Fórmula de aproximación

Reemplazando la Función y su Derivada

Reemplazando los valores de x : ¡x

El resultado exacto del cálculo requerido, obtenido por otros
medios es de. 1.10

Determinar aproximadamente el Volumen Total y la Variación Porcentual de una Esfera de Radio: r, si
este se incrementa en un 10 %

V(r) =
4
3 rtr 3

tr= l0 r= 0.1 r
100

((x . A") n ((x) + ( '(x) x

(r) A rV(r . A r) • V(r) + V,

n 4 n r3 +4 n r2Ar

3

• 4 n r 3 +4rir2(0.Ir)
3

• 5.2 nr3=1 . 73nr3
3

AV• V'(r) Ar=0.4rtr3

AV _ 0.4 n r3 = 0.3

V 4 n r3

3

a V
100 = 30%

V

Volumen de una Esfera en términos de la variable: r (Radio)

Si la variación porcentual del Radio es de 10 %. el valor de:
& es de 0. Ir

Fórmula de aproximación, adaptando al caso de que la
función sea el Volumen de una Esfera.

Reemplazando la expresión de Vy su Derivada respecto de
la variable: r

Reemplazando: &r = 0.1 r se obtendrán aproximadamente
el Volumen incrementado de la Esfera

Volumen incrementado

Incremento aproximado del Volumen

Efectuando la división, para obtener la razón del incremen-
to. Multiplicando por 100 se obtiene el porcentaje.

Los valores exactos, obtenidos por otros medios son de:
Volumen incrementado: 1.77rir3 , Incremento de Volumen:.
0.44 nr3 : Variacion Porcentual: 33 %
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Se desea aproximar: 3 x + 1 por 3r con una precisión de: I0" : Hallar el Intervalo de Números
Reales, en que esta precisión es posible.

Ay < l0-,
3

(1X1 = (' (X) _

3 x2

x=x : Ox=dx=

i n , = ('(X) dx = I I <

3
3

x2

x > 192.45

Si la precisión debe ser de 10"2, entonces el Incremento de
la Función debe ser menor. `

Tomando la Función y su Derivada

Operando sobre: x, con su Incremento

Expresión del Diferencial (.x = dx)

Reemplazando, resolviendo la Inecuación. el Intervalo
requerido es: 192.45 < x <

DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Si: y = (ox1 posee Segunda Derivada en x, entonces : d(dy) = d 2y = (' ,(x)

Generalizando para un enésimo orden de Diferencial : d(d"-'y) = d "y = X dx"

E-J7•18 y=x3-5x2+1 y=eX+Senx

dy = (3x 2 - 1 Ox)dx dy = (e x + Cos x)dx

d 2y = (6x - 10)dx 2 d 2y = (e x - Sen x)dx 2

d'y = (6)dx 3 d 3y = (ex - Cos x)dx 3

d 4y = 0 doy = (e' + Sen x)dx4

Hallar el Diferencial d35y : en la Función:

y =
2x-I

y

Las Funciones poseen Segunda Deri-
vada. por tanto existe su Diferencial
de Segundo Orden y así generali-
zando.

Derivando sucesivamente, se obtie-
nen los Diferenciales de Orden n

= e2x-I

Función dada

Para el Orden del Diferencial a calcular, es conve-
niente deducir una Fórmula para el Diferencial
Enésimo (Tal como en las Derivadas)

dy = e 2x-' 2 dx = e 2x-' 2' dx

d 2y = e 2X-' 2.2 dx2 = e2x-' 22 dx2

d'y = e 2x ' 2-2-2 dx 3 = e' 2' dx 3 Deduciendo y luego reemplazando: n = 3 5

d "y = e2x-' 2.2• ... dx" = e2x
-' 2" dx"

d3Sy
= e2x-I 235 dx 35

Hallar directamente el Diferencial de las Funciones Implícitas siguientes:

x 2 + y 2 = I 2x dx 2y dy = 0 Los Diferenciales de Funciones Im-
plícitas, se obtienen derivando

y 3 + x 2 y = 1 3y 2 dy + 2x dx + dy = 0
implí-citamente.

Luego de derivar respecto de cierta

e X + e Y - I = 0 e' dx + e' dy = 0 variable. se multiplica por su Dife-
rencial correspondiente.

Senx+Cosy=0 - Cosxdx - Senydy = 0

2xi•YS - 1 = 0 2X1-Y
Ln 2 (2x dx + 2y dy) = 0
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dos Números (x.u) de Producto (P) Máximo, sabiendo que la Suma del primero mas el doble del
segundo es de: 12 (6.3): P = 18

T-2 Hallar dos Números (x.u) de Producto 54. de manera tal que la Suma (5) sea Mínima. (8.8); S = 16

T-3 Hallar dos Números (x,u) de Suma 20: de manera que la Suma de sus Cuadrados (S) sea Mínima.
(10.10); 5 = 200

Hallar el Área (A) Máxima del Rectángulo inscrito en un Triángulo equilátero de lado: 4 A=2C

7-5 Hallar las dimensiones (Radio r. Altura h) del Cilindro de Volumen Máximo , que posee una Superficie S

(Constante) r = S/órr -. h = 2 S/6ñ ; V= S3/54n

7-6 Hallar las dimensiones (Radio: r. Altura: h) del Cilindro de Volumen Máximo , a inscribirse en un Cono
de Radio basal R = 9: Altura H = 12 r = 6: h = 4

Hallar las dimensiones ( Radio r . Altura h ) del Cilindro de Área lateral Máxima, que se puede inscribir en
una esfera de Radio R = 8 h = 8/ ; r = 4/ : A = 128rr

7-8 El material de tapas y fondos de envases cilíndricos, cuesta el doble que el de los lados. Hallar la razón
de Altura a Radio (h. r); para un costo de producción Mínimo, si su Volumen es fijo. h/r = 4

7-9 Un granjero debe cercar un terreno rectangular, uno de. sus lados ya está cubiertó por unos cerros,
dispone para ello de 500 m de Malla olímpica, Hallar el Área (A) Máxima que se puede cercar.

A = 31250m2

7-10 Hallar el Á rea (A ) Máxima del Rectángulo que puede inscribirse entre : y = 4 - x2 con el Eje de abscisas.

A = 32 C/9

Hallar el Área (A) Máxima del Rectángulo a inscribirse entre : y = e-x2 con el Eje de abscisas.

7=12 Hallar la Mínima Distancia (d) del Origen a la Parábola: y = x + I

7-13 Hallar la Mínima Distancia (d) entre r3(I.2) a la Recta: 3x + 4y = 5 d = 6/5

T=14 Hallar el punto (x.y)de la Parábola y = 2x2: más cercano al punto P(9.0) (I.2) : d = 70

T- I S Hallar la Mínima Distancia (d) entre la Parábola: y = 6x al punto: (3.2) d = 1.76

Hallar el punto de: x2 + Y2 = 1 que tenga Máxima Distancia al Vértice: (0.-b)

a2 b 2
(a2 a2 2b2/(a2 -b2),b3/(a2 -b2)

En el Triángulo de Área Mínima entre los Ejes coordenados del 1"Cuadrante y una Tangente a la Elipse
anterior. Hallar el punto (x.y) de tangencia (a//, b/.) : A = ab

7- 18 Hallar las dimensiones (a.a.b) del T.'ángulo Isósceles de Área Máxima , que puede inscribirse en una
Semicircunferencia de Radio R : si el Vértice opuesto al lado : b debe estar en el centro de la base.

a = R : b = vR : A = R2/2

T-19 Inscribir en una Semiesfera de radio R un Paralelepípedo de base cuadrada. de manera que su Volumen-

(V) sea Máximo. 4F3 R3/9

T-20 En un río de ancho A se construye en ángulo recto un canal ancho B: cual es la longitud Máxima de

barcos . para que puedan doblar. (A v' + 3J')312
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Un móvil se desplaza horizontalmente de acuerdo a x1r1 = St z + 6t - 1 : hallar su Velocidad

instantánea en: t = 3 seg (x en m) 36 m/seg

El espacio recorrido por un automóvil, sobre trayectoria recta , se da por x(r) = 3t 4 - 44t 3 + 14411.
Hallar el intervalo de tiempo en el cual la movilidad marcha en sentido contrario al original.3 < t < 8

7-30

El ángulo 0 (Radianes) recorrido por un móvil es: 0(,, = 128t - 12t2, hallar su Velocidad y Aceleración
al cabo de 3 seg. 56 Rad/seg : -24 Rad/segz

Un cohete se desplaza verticalmente de acuerdo a y = 24t - 20 : hallar el instante (t en seg) en el cuál
inicia su retorno. - 6 seg

Un gas escapa de un globo esférico. a razón de 20 cm,/seg. hallar la velocidad de disminución de su
radio. en el instante r = 6 cm 0.044 cm/seg

Un líquido penetra a un tanque cilíndrico a razón de: 80 cm3/seg, hallar la velocidad de subida dei nivel.
el radio del tanque es 50 cm. 0,01 cm/seg

Un globo se eleva verticalmente, desde un puntoA de la tierra a velocidad de 25 cm/seg. Un observador
sobre la tierra situado a distancia de 60 m. ocupa el'punto 8. Hallar la velocidad a la cuál se aleja el
globo del punto B. cuando su altura llega a 80 m. 20 m/seg

Al inflar un balón esférico, su Volumen aumenta a razón de 2n cm3/seg A que velocidad se incrementa
su Área, cuando el radio es de 2 cm. 2n cm2/seg

Un muchacho lanza un cometa a una altura de 150 m, sabiendo que el cometa se aleja del muchacho
( Manteniendo su altura) a velocidad de 20 m/seg Hallar la velocidad a la que se suelta el hilo , cuando
el cometa se halla a una Distancia total de 250 m del muchacho . 16 m/seg

Una escalera de longitud 20 m se apoya contra una pared. hallar la velocidad a que baja el extremo
superior, cuando la escalera resbala, desplazándose el extremo inferior a 2 m/seg en el instante en que
este extremo se encuentra a 12 m de la pared. 1.5 m/seg

Un hombre de 1.8 m de estatura se aleja a 3.9 m/seg de un farol de 4.5 m de alto, a que velocidad la
punta de su sombra está alejándose de la base del farol. 6.5 m/seg

Si cae arena sobre superficie plana a 3 m3/min. se forma un montículo cónico cuyo Diámetro en la base
es igual al triple de la altura, a que velocidad crece la altura cuando ésta es de 4 m 0.026 m/min

Un depósito en forma de cono invertido , recibe agua a 600 cm3 /seg, su Altura es 80 cm . Radio 15 cm.
El depósito tiene una fuga , hallar la velocidad a la que escapa el agua , cuando el nivel es de 50 cm,
subiendo a 2 cm/seg. 47 .77 cm3/seg

Dos barcos parten del mismo punto. el Primero sale a las 9 a .m. navegando directamente al Este. a
Velocidad de 10 Km/h: El Segundo sale a las 10 a.m. navegando con un rumbo de: N 30° E : a velocidad
de 15 Km/h. Hallar la velocidad a que a mediodía estarán separándose los barcos. 12.5 Km/h

7-35 Un tren sale de una estación a cierta hora, viajando directamente al N a 60 Km/h. Otro tren sale de la
misma estación una hora después viajando al Este a 40 Km/h. Hallar la velocidad a la que se están
separando los trenes. 3 horas después de la partida del segundo tren. 71.55 Km/h

7-36 Una piscina tiene 100 m de largo, 30 m de ancho y 12 m de profundidad en un extremo. 2 m en el otro.
Si se echa agua a la piscina a razón de 500 m3/min A que velocidad sube el nivel, cuando este se en-
cuentra a 6 m. 0 28 m/min

7-37 Cuando se infla un globo de hule de forma esférica, tanto su Volumen como su Superficie se
ircrementan, determinar: a) ¿Es idéntica la velocidad del crecimiento del Volumen y Superficie?

^^) ¿Cual la razón de variaciones con el tiempo de Superficie al Volumen? No. 21r
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Aplicando la Regla de L'Hopital Bernoulli. resolver los límites:

Lím
x-3

Lím
x-0

Lím
x--

Lím
x--

Lím
x-1

Lím
x-0

x2-9

x2-Sx+6

(1 +x)4-1

x

x

(a + x)x - a x
Lím
x-0 2

x2 - 1 +Lnx

ex-e

Sen 6x

2x

Lím 1 - COS X 2

x-0 x2Senx2

Lím ex-Senx - 1

x-0 1-Cos2x

Lím x2+3x-4

X- 1 X3 - I

x- 2
Lím
r-2 x-2

Lím 8x 2 + 1
x-- X3 - 6x

Lím 6x - 1
x-- 2x - 1

Lím

Lím
x6 - 1

x-1 X3 -

Lím
x-0

(1 +3x)2 - (1 +2x)3

x2

Lím x3+x2+8x+12

x-- x2+4x+4

Lím
x--

Lím

x+ex

(1 +x)1/x-e

6; 5; 2
3

4

2;0;-

0

1 a -e
-;aLna; -
a 2

x-a x-a x-0 x

Lnx - Lna 2 Lnx
LímLím

2
x-a x-^a x-1 x -1

Sen rtx 4:
rT

31 - Cos 4x Lím ;
Lím
x-0 1 - Cos 2x x-1 1 -x2

2

Tan x - Sen x x - Arctan x
Lím

I
32-;

Lím
r-0 x - Sen x x-0 x - Sen x 2

Lím
Ln(Sen x) xex - x

Lím
x-n/2 1 -Senx r-0 Sen `2x 4

Por L'Hopital hallar los límites (Transformar las Indeterminaciones)

I
Lím xS(I )5
x_0 Senx

Lím (1 - x2)TanZ
x•^ 2

Lím( -
1

)
x -0 X ex- I

Lím (Senx)r°nx
x - n/2

Um (x + 2 x)I /x

x--

Lím (n - 2x)c0:x

x-n/2

Senx /x'
Lím (
r-0 X

Lím x2e-x

x--

Lím xe
X-0

Lím (x - Lnx)
x--

Lím x'nx -'1
x -1

Lím (Ln x) "x
x--

Lím (Sen x)x
r-0

e
Lím -
x -0 X

Lím Lnx Ln(I - x)
a -I

Lím Senx Ln x
a-0

Lím (2x 2 + 1 - x)
r--

Lím (1 +x)Lnx

x-0

r-1

Lím (1 - Cosx)tx
x-0

10:0

4/n: 0

1/2; . co

I e:

2.1.1

I: I;

e-i /6; 0:

7-40 Por Newton-Raphson, resolver las siguientes Ecuaciones, usar una precisión de 8 decimales.

2x3+x-4 = 0 xS +x - I = 0

x2 -2x = 0 ex+6x = 0

x-Lnx-2 = 0 Ln(x+l)+x2-4 = 0

e"x2-x 0 e"x7
-Senx = 0

xx-5 = 0 Senx+x-1 = 0

1.12817390 : 0.75487767

2. 4. -0.76666469 -0.14427495

1.55714560 .1 73073123

0.65291864: 0.6805981 7

2 12937308 0 51097343
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Hallar el Punto de Equilibrio entre las siguientes Ecuaciones de Demanda y Oferta respectivamente (x
es el Número de unidades. y es el Precio)

36-3x y = 18-2x-x2 xrzy = y = 32e (8.6)2 3+x
16 + x y= 2 y = 3 +e' (3.3)

Y
4 (2.94.7.35)

Hallar los Costos Promedios y Marginales , a partir de los Costos Totales:

C = 6x2+8x

C = 18x4 + 16x2 + 32

C=64(1-e-x)

6x+8: 12x+8

18x3 + 16x + 32/x : 72x3 + 32x

64(1 -e `)/x : 64e -x

Hallar los Ingresos Marginales y los Ingresos Mínimos, si las Demandas son:
y = 18-3x

y = 12-4x-x2

y = 64e -x(8

7-45

Hallar las Máximas Ganancias, si las Demandas y Costos Totales son:

18-6x,27

12 - 8x - 3x 2 . 7.03

8e -^"8(8 - x) . 188.3 5

y = 56-3x C = 32+14x 115

y=42-Sx:C=18+2x 62

y = 18-2x-x2 : C = 16+x2 1.04

Una fábrica de lápices, vende 50 de ellos, a 210 $ c/u. pero por cada lápiz adicional fabricado. puede
bajar el Precio de venta en 3 $ c/u. Cuantos lápices (x) debe fabricar, para un Ingreso (R) Máximo

x=60;R= 10800 $

7-46` Un carpintero ofrece 300 mesas a 90 $ c/u, con una rebaja de 0.25 $ por cada mesa adicional, arriba de
300. Hallar el número de mesas (x) que le producen un Ingreso (R) Máximo.

x = 330 : R = 27225 $

Se venden libros a 24 $ c/u: ofreciendo una rebaja de 0.4 $ por cada libro arriba de 50. Cuantos libros
(x) deben venderse para un Ingreso (R) Máximo x = 55 ; R = 1210 $

A los usuarios de una Agencia de Servicios, se les cobra 50 $/mes; este precio te reduce en 0.5 $ por
cada usuario arriba de 40. Cuantos usuarios (x) le producen un Ingreso (R) Máximo,

x=70: R = 2450 $

Si se plantan 25 árboles limoneros por acre, en cierta región. el Rendimiento será de 370 limones/ árbol.
Por cada árbol adicional plantado por acre, el Rendimiento se reduce en 10 limones por árbol. Cuantos

M

árboles deben plantarse para Rendimiento Máximo. x = 31 R = 9610

7-50 Un fabricante de anillos los vende en lotes de 1000. cobrando 2 $ por c/u, ofrece una rebaja de 0.05 $
por cada millar de anillos que le compren. Su Costo de Producción es de 1 $ por c/u de los anillos.
Cuantos millares (x) debe vender para Ganancia (G) Máxima. X = 100 : G = 50000 $

7-5 I Hallar el incremento y el Diferencial en:
y=5x'-6x:Si: x=2;Ax=0.1
y=e`+ 1 : Si: x=0:Ax=0.3

1.45:1.4
0.35:0.30

Hallar los Diferenciales de:
y = x2(x- 1) y = xex (3x 2 - 2x)dx : e x(I * x)dx

x' - I
y = y = Ln(e 2x 5)

8x 3

5 dx t
( X X

7-53 Calcular aproximadamente por Diferenciales:

39 : 119 : Cos 62 ° : 2
6.25:492.047:8.55
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wVivi. o k' 4.4. corn

Las Integrales se clasifican básicamente en: INTEGRALES INDEFINIDAS e INTEGRALES DEFINIDAS.

Analizando previamente a las INTEGRALES INDEFINIDAS

Si la Función f(X) es la Derivada de la Función F(x) . Es decir: F' (X) = f(x) . Entonces F(x) se llama la Integral o
Función Primitiva de fi.)

Lo antericr s- simboliza por las siguientes expresiones:

I`I iesl ,111 c t

El símbolo de la Integral es: f . entonces la Integral afecta a la Función f(x) que se llamará el INTEGRANDO, dx
es el Diferencial de x, que indica que la variable de la integral es x. El resultado es la Función: F (x) Función
Primitiva. que se llamará INTEGRAL INDEFINIDA. Suele anotarse una constante: c al final en la Integral
Indefinida. para indicar que todas.las Funciones de la forma: F(x) + c satisfacen.la definición.

Ei 8-1 Usando los anteriores conceptos , se calculan las siguientes Integrales Indefinidas:

f 2x dx =x2 +c

f (6x2 + 35x') dx = 2x3 + 7x5 + c

Porque: (x2 + c)' = 2x

(2X3 + 7x5 + c)' = 6x2 + 35x4

f Cos x dx = Sen x + c (Sen x + c)' = Cos x

Según se observa, integrar la Función f(x) significa, buscar su Función Primitiva que es F(X), la cuál al derivarse,
nuevamente presenta a la Función fax).

Al ser cero la Derivada de una constante, ésta no afecta a la forma general del resultado.

TEOREMAS DE LAS INTEGRALES

De acuerdo a la definición de las Integrales Indefinidas, se cumplen los Teoremas:

T8-1 (f /,x) dx]= (c=
►J la Derivada de la Integral de una Función, es la

misma Función.
T8-2 d (f f,X) dxJ = fax) dx

El Diferencial que se aplica, se anula con la Integral.

T8-3 f d F(x) = Fax) + c La Integral se anula con el Diferencial.

La integral de una constante (a) por una Función.
T8-4 f a J)X) dx = a f f1,1 dx es la constante por la Integral de la Función.

La Integral de una Suma es igual a la Suma de las
T8-5 f VcX) + g(x)j dx = f f1x) dx + f g(X) dx Integrales.
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Todos los Teoremas de las Integrales Indefinidas, pueden demostrarse usando la definición de las Integrales In-
definidas. En el proceso de cálculo de la Integral Indefinida o búsqueda de la Función Primitiva, se usan todos
los anteriores Teoremas. Note que al calcular la Integral Indefinida de una Función se obtiene otra Función.

11JOU100101,¡mi 1,0
Si u es la variable: a, b, c son constantes: m. n son Números Naturales.

INTEGRALES ALGEBRAICAS Y EXPONENCIALES

1) f umdu=
U m.1

m * -1 3) f e" du = e"
m+l

au
2) f au du

Ln a

INTEGRALES TRIGONOMÉTRICAS

5) f Sen u du = - Cos u

6) f Cos u du = Sen u

7) f Tan u du = -LnICosuI = LnjSecuj

8) f Cot u du = LnjSen u¡

9) f Sec u du = Ln1Sec u -Tan u¡

10) f Csc u du = Ln1Cscu-CotuI

C. m-' C 1

4)' f du = Ln juj
u

11) f Sec 2u du' = Tan u

12) f Csc 2u du = -Cot u

13) f Sec u Tan u du = Sec u

14) f Csc u Cot u du = -Csc u

.15) f Sen 2u du = 1 (u - Sen u Cos u)
2

16) f Cos 2u du 1 (u + Sen u Cos u)
Z

17) f Sen mu du = - en u os u + m - f Sen m-2u du
m m

18) f Cos mu du = Cos '-' u Senu + m - 1 f Cos m'2u du
m m J

19) f Tan mu du = Tan"u - f Tan"- 2u du : m * 1
m-1

INTEGRALES HIPERBÓLICAS

20) f Senh u du = Cosh u

21) f Cosh u du = Senh u

22) f Tanh u du = Ln1 Cosh u¡

23) f Coth u du = LnlSenh u¡

24) f Sech u du = Arctan(Senh u)

25) f Csch u du = Ln Tanh u 1
2

INTEGRALES DE FORMAS CUADRATICAS

26) 21 2 du = Arctan u = - _' Arccot u
fa+u a a a a

27) f du = 1 Lnl a + u l = ^ Arctanh u
a 2 -u2 2a a -u a a

28) f
u

1 du = L Ln1 u -al L Arccoth
2 -a2 2a u +a a a

29) f 1 du = Ln1u + u2 +a21 = Aresenh u
a 2+u2 a

30) f 1 du = Aresen u Arccos -

a2 -u2 a a

3 1 ) j 1 du = Ln j +F 72- 72,1 rccosh
J u2 -a2 c

r
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32) r a2+uI du = i u al+u2 + 2Lnlu+ a2t
J 2 2

1

33)

34)

35)

36)

faz -uz du = az uz + 1 a2Aresen u
J 2 2

( 5
-i-:-

du = L u uz az - a?Lnlu + uz -azl
1 2 2

2u a+uz - 1 a4 Ln1u
fu z az+uz du = u (az+uz)3 a

4 4 8 8

( u 2 a z - u z du = - 4u (aZ-u2)3 + $a^u a 2 -

21

3 7 ) (uz uz -az du u (az -uzy3 + -$ a2u uz 2 - a4Lnl u+ uz -12

i 8

z+ a+ az+uz
38) f a du = a7+u2 - aLnl

uu

39)

40)

41)

42)

43)

f u u

z a
u 7° 4,, = F,,-2 - a z- Aresec u u z- a z - Arccos

f u

f

f

I du1¡a2 -u2

r

z z 2z_ a+ n u
a u 4. = a u z- a L n 1

Ln1 u 1
a Cl + az +uz

1 Lnl u
a a+ a2_u2

Ln
I
a a2+u2^

a u

= - 1 Lnla + az -uz

a

du = -LAresec u = Arccos a

uyu

+ - a 4Aresen u
8 a

u

a

z_a2 a a a u

INTEGRALES DE RECURRENCIA

1 m
44) fume °" du = - u

m e au - - f u
m-1 e au

du 47) fLn mu du = u Ln mu - m f Ln `u u du 1
a a

46) fumCosu du = umSenu - m fum'Senu du

45) fu m Sen u du = - u Tos u+ m f u m-' Cos u du 49) f u m Ln u du
= um.l Lnu

m+I (m+l)z

u m ' Ln mu _ n fu m Ln " - ' u du m, n * - I
48) fumLn"u du = m + 1 m + I

NTEGRALES DE OTRAS FUNCIONES

50) f Ln u du = u Lnjul - u e°" Sen bx dx = e" (a Sen bx
- b Cos ax)

53 f az + b2

51) f Arctan u du = u Arctan u - 1 Ln l I+ u 212 e °" (a Cos bx + b Sen bx)
54) f e°"Cosbx & = 2 2

52) f Aresen u du = u Aresen u + I- u z a + b
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111 011011[Mi~, 111110Ñ~
Para integrar una Función , pueden usarse las INTEGRALES INMEDIATAS o los MÉTODOS DE INTEGRACIÓN.

Se llaman INTEGRALES INMEDIATAS, a aquellas que pueden calcularse en forma directa o a partir de una
TABLA DE INTEGRALES, como la vista anteriormente.

Se llaman MÉTODOS DE INTEGRACIÓN a aquellos procedimientos o artificios que permiten expresar una,
Integral cualquiera como una INTEGRAL INMEDIATA. (Ver Cap. VIII-4)

INTEGRACIÓN DE POTENCIAS

Tome en cuenta que la fórmula es válida para toda potencia m. excepto para m = -1

EL U x5 ' Xa

f xsdx= +c=-+c
5+1 6

Por la Fórmula . donde la potencia es: m = 5 .(m debe ser un
Número Natural , luego puede generalizarse la Fórmula para:
m Número Real)

Integrar por la Regla de Integración de Potencias:
4

fx3dx=X
4

+c

X 46
I x45 dX = -_

46
+ c

f xdx = X
2

+c
2

n.i

rr + I

y dx = f x 1/2 dx

1

IX dx= fx -'dx

X 3/2
+c

Los radicales y
potencias en el

3/2 3 . denominador

X-6

+c= ? X3

se reordenan
1 de manera que

+c=--+c
-6 6z6

vs 5s
= f x-ladX

x
= -- + c - X 4 + c:
4/5 4

.1

INTEGRACIÓN DE CONSTANTES Y CONSTANTE POR FUNCIÓN

Ei 8-3

i

f 2x6dx =2 fx6dx =.2X +c

se pueda apli-
car la Regla de
Integración de
Potencias.

Las constantes pueden salir libremente de una Integral

Luego de sacar la constante, se integra la Función, de
acuerdo a sus Reglas.

1': Integrar usando las Reglas de Integración de constantes:

f 9dx=9x-c 3
-

4/3
X 3

^ d d =8 +c = 6 4f 8 x x=8 x x + c

X
4/3

f2dx=2x+cf Z
_1

f 5 dx=5
X 5

x - 2 dx = 5 - + c = -- - c
f dx =x - c x2 -1 x

r

.7

7

:V
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INTEGRACIÓN DE SUMAS

Ei 8-4

!i1f il4i' (I ^'1^11 .I ^ ^ÍI^1 ^!^l

f
f (x' + 9x2) dx = f X1 dx + J f 9x2 dx = X + 3X3 + c

8

X^ X2
f(x2-x+I)dx=- 3 - 2 +x+c
J

8`3J Integrar las siguientes Sumas de Funciones, por la Regla correspondiente:

X7 x4
f(x°+ x')dx=-+-+c
J 7 4

INTEGRACIÓN DE EXPONENCIALES

lii lMl4NN^l

Eí 8-5 x
f 3xdx = 3 +c
f Ln 3

ti HT Hil i

La Integral de una Suma es igual a
la Suma de las integrales.

LI

En lugar de la constante: a se posee el valor conocido de: 3 el cuál se
reemplaza en la Fórmula.

21 Integrar las siguientes Funciones Exponenciales:
x

f (7x+ex) dx = ? +ex +c
Ln 7

f 1 dx
J 4x

((4 ' )x dx = (4 -' )x

J Ln (4-')
+c

INTEGRACIÓN DE OTRAS FUNCIONES

,1^

IIIII

62- '
dx = f6 2 6x dx = 62

6x +
cf Ln 6

f 3x e x dx = f ( 3 e)x dx = (3 e)x + c

1 Ln(3e)

ll^1 +1
11

11

Ordenando
los expo-
nenciales.
para aplicar
la Regla.

Estas son las Integrales de Funciones Trigonométricas y el caso particular de I/x (Que no admitía el uso de la
Fórmula (1) de la Tabla de Integrales)

E£-66 Se calculan las Integrales de Funciones Trigonométricas y el caso de: 1/x

f (7 Cos x 3) dx = 7 f Cos x dx + 3 f L dx La Integral de una Suma es la Suma de lasx J x
= 7 Sen x + 3 Ln;xi + c Integrales, se sacan antes las constantes.

8=5 Calcular las siguientes Integrales de Funciones diversas:

f (Cos x - 1) dx = Sen x - x + c

f ( 2 • Sen x) dx = X 3x - Cos x + c
3

1.(Cosx.1
) dx= ^Senx +x +c

S 5

f(x+ L)dx=X +Ln;x +c
x 2

f Sen 2 dx = (Sen 2)x - c

2

f (^ + Sx) dx = Ln1x; X * c
Sx 5 2
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Para integrar en forma inmediata son convenientes las siguientes Reglas:

O Antes de integrar se debe observar cuidadosamente a la Función a integrar, procurando ordenarla o
simplificarla en forma previa.

O La Función algebraica a integrar se debe simplificar a su mínima expresión, efectuando las operaciones
de producto. cociente o potencia requeridos (Ver P-8-6-c o d).

O Se deben identificar plenamente a las constantes , procurando aislarlas del resto de la función a integrar
(Ver P-8-6-b, o el P-8-5)

O Si una Fracción no es Propia (Es Propia cuando el grado del numerador es menor al det denominador), en
forma previa se debe dividir (Ver P- 8-6-d, P-8-19-b)

g=i. Usando Reglas de Integración y algunos artificios algebraicos, integrar:

a)
f (7x + x 1 + 1 + 7

1
+ 7x + 7) dxx JX

J
r (7x + x 1 + X- 7 +

7x x a x_ 6

Ln7 8 -6

7x xa 1

Ln 7 8 6x6

x 'n + 7x + 7) dx

xsa x2
+-+7-+7x+c
8/7 2

b)

J

f
(f + 1) dx = f (x 1n + x -1n) dx

x J
x3n x"2

3/2 112

d)

e)

f)

Los Términos algebraicas se deben expresar en forma po-
tencial.

+ 7 7 xa + 7x2 + 7x + c Ordenando el resultado.

8 2

= 3 x' 2 + c luego de integrar se reordena el resultado

+ 3) (Sx - 2) dx

= f (5x2+ 13x-6)dx=5x+ 13X - 6 x + c
3 2

f (XZ + X2 + x 12) dx = f (x1 + x3 + x'2) dx

Observando a la Función que se debe inte-
grar, se aprecia que varios Términos precisan
de una previa ordenación.

Expresando en forma potencial al 3er y Co
Términos

Integrando por reglas anteriormente indicadas

Al existir un producto indicado previa-
mente se debe multiplicar . para luego
recién integrar.

Al observar cocientes, toda vez que sea posi-
ble, antes de integrar se debe efectuar la
división.

Dividiendo, ordenado e integrando.

xa x° x-` xa x4 1 Reordenando el resultado.

8 4 -l 8 4 x

f(x+3)2dx

Se observa una otencia indicad l f ióp a en a unc n
x3 x2

= f (x 2 + 6x + 9 ) dx = -- + 6 _X2 + 9x + c a integrar.
1 7

x3+3x2+9x+c
3

-Sx dx = f ^-5 ^x- dx = C f x`' dx =

_ J5? x' +c =? >15x3 +e
3

Se debe desarrollar el Binomio, para luego
integrar término a término.

xin - c

V

r

, 312 ,!Z
Se debe procurar siempre, que las
constantes se encuentren fuera de
la Integral.
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INTEGRACIÓN POR TABLAS DE INTEGRALES

Analizando la Función que se debe integrar , puede elegirse , una de las Fórmulas de la Tabla de Integrales, para
así integrar, adaptando las constantes a su forma

x

El 8-7 ( 9 + x z dx = ? De acuerdo a la forma de la
Función, se busca en la Tabla de

li
f az + uz dx = u aZ + uz + aZ Ln1u + az + u 2 1 ntegra es una expresión equiva-

J 2 2 lente

9 +xz dx = ( 3z +xz dx
Se usará la Fórmula 32 de la

f Tabla de Integrales.

1 3z LnIx
+x

3
+ xz

3z77 1
+ c

Ordenado la Función para apli-
+2 car luego la fórmula.

Fg'",7; Utilizando la Tabla de Integrales . integrar:

a) f ¡' 3' ` dx = ?

au

Si: f a " du = -
J Ln a

f 3'-xdx= f 373-zdx

= 37 (3 -')x

Ln(3'')

b)

c)

= 37 f (3 -')x dx

+c=37 3
z

+c=-
37-z

Se usará la Fórmula 2 de la Tabla de integra-
les anteriormente indicada.

Se debe ordenar previamente por leyes de
exponentes.

El valor de a que se emplea en la Fórmula es
a=3''

(-l)Ln3 Ln3
+c

f 7-xzdx=?
6

S i : f a z - u z du = u a z- u z+ -a Z Aresen u
2 2 a

7 - x dx I f cY )Z
6 61

f

xz dx =

Ordenando la Función para aplicar la
Fórmula 33 de la tabla.

6 2 X (Y ! )z - x z 2 (F7) 2 Aresen x+ c

C

f Ln 3x dx = ? Si: f Ln mu du = u Ln mu - m f Ln `u du

Ln3xdx =xLn3x -3 fLnzxdx = xLn3x-3 (fLnzxdx)

= x Ln 3x - 3 (x Ln zx - 2 f Lnx dx) = x Ln 3x - 3xLn2 x + 6 (f Ln x dx)

= x Ln 3x - 3xLn2 x + 6(x Ln x - f i dx)

= x Ln 3x - 3x Ln zx + 6x Ln x - 6x + c

En este caso debe usar-
se una Fórmula de Re-
currencia, la que se
aplica en forma reitera-
da, hasta lograr el re-
sultado final.

No todas las Funciones poseen Funciones Primitivas, es decir que no todas las Funciones pueden integrarse, en
términos de Funciones conocidas, ni por Integración Inmediata ni por alguno de los Métodos de Integración. Por
ejemplo:

f e -= dx = 7 fSenxdx

X

f ► +x 3 dx=?

1
1: dx = ?- dx = ? x d ? ff
X

f x x =
1 +x3

Sin embargo se puede calcular en forma aproximada, recurriendo a otras técnicas, no pertenecientes a CÁLCULO
I. tales como Series de Potencias o Integrales Dobles cuando las Integrales son definidas.
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VI I¿bikil"
Los Métodos de Integración son procedimientos generales, que se aplican de acuerdo a las características de la
Función a integrar, permitiendo así su integración.

El objetivo de los Métodos de integración puede resumirse en el
esquema adjunto:

Si se busca integrar la Función / , su Función Primitiva seria 1(11),
sin embargo asumiendo que no es posible obtenerla directamente;
Entonces se debería transformar /LX) en g(X) , para así hallar su co-
rrespondiente Función Primitiva CjIX).

Luego a partir de G (X) se determinará f(X) , obteniendo así el
resultado requerido.

g

Los principales Métodos de Integración son:

MÉTODO DE SUSTITUCIÓN MÉTODO DE TRIGONOMÉTRICAS

MÉTODO DE POR PARTES MÉTODO DE SUSTITUCIONES TRIGONOMÉTRICAS

MÉTODO DE CUADRÁTICAS MÉTODO DE SUSTITUCIONES ESPECIALES

MÉTODO DE FRACCIONES PARCIALES MÉTODO DE INTEGRALES BINOMIAS

De acuerdo a la Función que se debe integrar, se elige el método adecuado, cada uno de los métodos posee
reglas específicas, que se deben cumplir para su aplicación.

1
Se considera que derivar es una simple técnica, en cambio integrar es un arte, por ello siempre se procurará
integrar en la forma mas rápida y elegante, eligiendo el adecuado Método de Integración.

El Método de Integración por Sustitución , consiste en efectuar un Cambio de variable , de manera tal que la
Función a integrar se simplifique , para luego integrar directamente.

El Cambio de variable debe efectuarse con una expresión que posea a su Diferencial , dentro de la misma Integral.
puesto que necesariamente tras un Cambio de variable , debe calcularse el Diferencial para así poder expresar la
Integral en términos de la nueva variable.

2=W f(x-3)8dx=? La Integral, presenta un binomio a la octava potencia. Por tanto es
conveniente un Cambio de variable.

9

f uedu = u +c
9

(x - 3)9 C

9

Reemplazando la expresión dentro del binomio. La nueva variable
será: u

Derivando la expresión del Cambio de variable. Despejando luego el
Diferencial: du (Este Diferencial puede calcularse directamente).

Volviendo a la Integral y reemplazando todos sus términos con la
nueva variable y Diferencial calculados.

Se resuelve la sencilla Integral que queda. retornando luego a la
variable original.

La integral inicialmente presentaba por variable a x. por tanto el resultado final deberá mostrar como
variable a x.
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g:g Para los siguientes Cambios de variable, determinar directamente sus Diferenciales, usar las relaciones:
Si: u = u(X) du = u' (x) dx (Ver Cap. VII-2)

a) u =x-3

b) u = x° - 6x2 + 1

c) u =eX+Lnx

3
f Ix'+1 3x2dx=? Si: u =x3+1

d) u = Arctan x du = 1 dx
x2+1

Una vez que se ha efectuado un Cambio de
varia-ble, para calcular directamente el Diferencial
de tal
Cambio, se procede de la siguiente manera:

Se deriva y coloca al final el Diferencial : dx . según
las definiciones vistas en : VII-2.

La derivación se efectúa de acuerdo a -Reglas
conocidas.

j, Aplicando el Método de Sustitución, integrar:[in,

a) (S+x)3dx=? Si: u =5+x du=dx

J = fu3du

u4
+ C = (5 +x)4 + C
4 4

b) 2x dx = ? Si: u = x 2 - I du = 2x dx
f x2-l

=f du = ( ú du

= Lnlu^ + c = Lnlx2-11 +c

c)

u 4' 3
=J aTdu= ¡'u'ndu=-+ c=- u4+

1 4/3 4
(x3 + 1)41' 3 3 3 4

4/3 4

d)
dx =?

du = dx

du' = (4x3 - 12x) dx

du = (ex+ ^) dx
x

Si: u =x3-1

du

r 3 I j 1 du
1 u 3J u

du = 3x 2 dx

=
1 L n l u l + c = 1 Lnlx3

- I l +c
3 3

Integrando y retornando a la variable original.

Efectuando el Cambio de variable con el
binomio, se halla luego el Diferencial
directamente.

Se reemplaza en la Integral la nueva
variable. luego se integra.

c

El Cambio de variable
se efectúa con la ex-
presión subradical.

Ordenando e integran-
do. Retornando a va-
riable original.

Luego del Cambio de variable y cálculo de
Diferenciales, se observa que se obtuvo
3x2 dx, pero en la integral solo se tiene
x2dx

Se debe ordenar hasta obtener la misma
expresión existente en la Integral. Solo así
será posible reemplazar
en la Integral las expresio- du 2

- =x dx
nes con la nueva variable. 3

e) rx I-x2dx-? Si: u = 1 -x2 -* du = - 2x dx
Luego del Cambio de variable y
el cálculo de Diferenciales. se

3!I ordena hasta du
I -x2 x dx = )(^

u12

du
c obtener: =xdx

f f 2

I 3R

2 I 2 3/2
Reemplazan-

-2

I (I - X )
+ C x2)3 • C

do. e integrando.
2 3/2 3

du = 3x 2 dx

El Cambio de variable se efectúa con
el denominador, hallando luego el
Diferencial

Se reemplaza, ordena e integra

Retornando a la variable original.
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Aplicando el Método de Sustitución, integrar:

a) f ex

eX+1

b)

c) + Ln x
dx=? Si: u = 1 + Lnx

= r^-udu = u` du =

du
x

u 3/2
+c

3/2

Efectuando un Cambio de variable con
el denominador de la expresión a inte-
grar y calculando el Diferencial de este
cambio.

Integrando y volviendo a la variable
original.

Cambio de variable con el Exponente. cal-
culando Diferenciales y ordenándolos.

Reemplazando , ordenando e integrando,
volviendo a la variable original.

x

(I + Ln x)'R + c = ? ( 1 + Ln x)3 + c
3/2 3

d) ¡ Cos x dx = ? Si: u = Sen x + 3 du = Cos x dx
J Senx+3

El Cambio de-variable es con la
expresión 'su brad ¡cal

Reemplazando, ordenando e
integrando.

Retornando a ' la variable original.

El Cambio de variable es
con el denominador.

Reemplazando, e inte-
grando, para volver a la
variable original.

f d f du =Ln1 uj + c=Ln¡Senx+31+c
u u

e) re°X'bdx=? Si : u=ax+b du=adx

= f eudo = f e"du = 1 eu+c = 1 e^'b+c
a a a a

0 f Sen(ax + b) dx = ? Si: u = ax + b -* du = a dx

f len u d = f Sen u du = (- Cos u) + c
a a a

Cos(ax + b)
(- Cos(ax + b)] + c = - + e_
a a

Caso general de la Función
Exponencial . El Cambio de
variable se realiza con el ex-
ponente . Integrando y vol-
viendo a la variable original.

Caso general de la Función
Seno. El Cambio de variable
es con el ángulo de Seno.

Note que su ángulo es una
Función lineal.

g) f Cos(ax + b) dx = ? Si: u = ax + b ms du = a dx

f Cos u du = f Cos u du = - Sen u + c = `(°" + b)

a a a a

h) r 1

J ax + b

dx=? Si: u = eX+I du =eXdx

du
f ru du = Ln¡u¡ +c

= Lnler+11 +c

f35X=zdx =? Si: u = Sx-2 du = 5dx

ur 3" du =!
r 3" d u= 1 3 + c

.1 S S 5 Ln3
1 35X- 2

5 Ln 3

dx = ? Si: u =ax+b du = a dx

du = -Lnlui +c =
J u a a u a

I du 1 1 1 Ln ! ax + b
a

Caso general
de la Función

+ c Coseno. de
ángulo lineal.

Caso general del Inver-
so de una Función Li-
neal. El Cambio de va.

+ c riable se hace con el
denominador
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L i Aplicando el Método de Sustitución, integrar:

r.,

a) 1

J

= f(u _ 1) r ^u = 3 f (
u 312 - u'n) du

ex + 1

= fx3 I+x3x2dx

f

Antes del Cambio de variable, se ordena el
denominador. Así se obtiene una expresión
parecida a una de las Fórmulas.

El Cambio es con: e , usando la Formula 26

dx Si:

f
e x

dx

Comparando con el Problema: P-
8-11 -a, no se tiene el Diferencial.
para el Cambio. de variable:
u=ex+1 =a du=exdx

Por ello se usa el artificio de mul-
tiplicar y dividir por: e' dentro de
la Integral.

De esa manera se tendrá el Dife-
rencial dei Cambio de variable
efectuador

u=1+e-x > due -xdx

exe -x+e-x

u = I + e - "

> du = -e -x dx

f-du =_ f,l du Lnjul +c
u u

=-Ln11 +e-' + c

b) f e 2x
e

+

El Cambio de variable es con el Exponente,
se debe ordenar el signo menos.

ex du = e x dx

ex dx _ du

=f (e^)2+1 f u2+I

= Arctan u + c _ Arctan(e x) + c

e dx = ? Si: u = > du = - 1 dx
f x2 X X2

= fe' (-du) = -e°+c = -e` +c

d)

1 us/2 usa

3 (5/2 - 3/2) + c
2 usn - 2 u3n

15 9

= 15 +X3)s/2 - 92 (1 +X3)3/2

e)

f xs i + x3 dx = ? Si: U = 1 +x3 du = 3x2 dx

f

+c

+Fcix=? Sí: u2 =x > 2udu=dx

dx = ?

ex
= f ex+1 exXdx

dx=? Sí: u

21 u +u+ u 2u du 2 f du= f
I -u u-1

Vx

-2 ((u

e -x

1 + e -x

Para reemplazar en la Integral el
Cambio de variable antes se debe
descomponer xs = x3 x2 .

En el primer factor (x3), se debe
considerar que:

Si: u = 1 + x3 > x3 = u - I

+ c El segundo factor (x2) se usa
para el Diferencial : du -= x 2 dx

3

2

+ 2 + u 2 - I )du=-2 2(u -2u2Lnlu-II)+c

-2(X + 2f + 2Ln1^-x - II) + c
2

f

=dx =? Si: u x+a du =dx
(X CO" u-"•1

=f-du = fu -"du = +c
u" -n + I

i i

(n(n-I)(x-a

El Cambio de variable es

u se toma u 2 X.
para mayor facilidad en el
cálculo de Diferenciales.

Dividiendo la fracción resul-
tante , ya que tal operación
es posible (Porque la Frac-
ción no es propia).

Forma general de un binomio
de grado n en el denomina-
dor. se resuelve con un Cam-
bio de variable.

3
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El Método de Integración Por Partes, consiste en el uso de la Fórmula:

Esta Fórmula proviene de las Propiedades de los Diferenciales de Funciones:

d(u u) = udu + udu

udu = d(u u) - udu

fudu fd (uu) - fudu

fudu = uu - fu du

Las Primeras son Integrales de Pro-
ductos de Funciones. Las dos últi-
mas son de Funciones que no po-
seen Integral Inmediata.

El Método de Integración Por partes , se aplica para integrar Productos de Funciones de distinta naturaleza, o
Funciones que no poseen Integral Inmediata.

Ei 8-9 las siguientes Integrales pueden resolverse por el Método de Por Partes:

f x Senxdx f x 5 Ln x dx f Ln x dx

f x 2 e x dx f e x Cos x dx f Arctan x dx

E Se calculará una Integral usando el Método de Por Partes:

f x Sen x dx = ?

f [xj [Sen x dxj =

u = x du = Senxdx

du = 1 f du = ¡Senxdx
dx
du dx u = - Cosx

f udu = u u - f u du

f x Sen x dx = x (- Cos x) - f (- Cos x) dx

= -xCosx + f Cosx dx

= -xCosx + Senx + c

Ei 8- I t Se calcula de dos maneras la Integral siguiente:

fxex dx = f [x] (e x dx]

u=x du=exdx
du=dx u =ex

fudu=uu - f u du

fxexdx =xex - exdx

=xex - ex+c

l;l
u;11k H ^ l^lll l;^!

Si: u. u son Funciones , se desarrolla por el Diferencial de producto
(Ver VII-7)

Despejando : u dv de la anterior expresión.

Integrando ( La Integral se anula con el Diferencial).

Fórmula de Integración Por Partes.

La expresión a integrar , se separa en dos Partes,
una de ellas es : u , la otra es: dv (Esta segunda
parte debe contener al Diferencial: dx)

A partir de: u se deriva y calcula el Diferencial: du
(Puede calcularse directamente).

A partir de: dv se integra . obteniéndose : u (Puede
calcularse también directamente'

Aplicando la Fórmula de Integración de Por
Partes, donde se reemplazarán : u. du, u, du

Ordenando, queda una sencilla Integral por
calcular. Integrando se arriba al resultado final.

1 ll

fxex dx = f [e xj [x dx]

u = ex

du = e x dx

f udv =

fexxdx

2

uu - f udu

x
x2 x2

x=e 2 - f 2 e dx

! exx2 - i fx2exdx
2 2

du = x dx

x2
u = --

La 1 `manera de
resolución es la
correcta.

la 2°a por mala
elección de Par-
tes, muestra una
más complicada
Integra! resultan-
te. (Es la Integral
final obtenida tras
reemplazar las
Partes)

1

1

Por tanto para elegir Partes. se deben buscar aquellas que simplifique la Integral resultante.





E2
a)

b)

c)

Aplícando-el Método de integración de Por Partes, resolver las Integrales:

1
1

x2 5x dx

x 2 5x dx = 1(x 2] (5x dx]

u = X 2 du = 5x dx
du =2x rdv=1 Sxdx
dx f

Sx
du = 2x dx u =

Ln 5

X 2 Sx dx = x 2 Sx
-

Sx
2z dxf Ln5 1 Ln5

5x

Ln 5

2

Ln 5

=1 x 5xdx = 1(x] (S'dx]

u = x dv = Sx dx
5x

du =dx u =
Ln 5

(1 xS`

f u du = u u - f v du

x 5 x dx1

1

_ Sx ¡ 5x
dx

x Ln5 J Ln5

5x S`
= x ---

Ln 5 Ln 5 Ln 5

Integral de un producto de Funciones, por tanto debe
usarse necesariamente el Método de Por Partes.

Se eligen las Partes: u, du

Luego a partir de: u se calcula du por derivación o
directamente por diferenciación

A partir de: du se calcula: u por Integración.

dx)

Fórmula de Integración de Por Partes.

Reemplazando, tanto las Partes elegidas como las
calculadas: u, dv, du, u

Se observa que la Integral que queda presenta aún un
producto de dos Funciones, para resolverse requiere de
otra aplicación del Método de Por Partes.

Llamando 1, a la Integral que queda y eligiendo las Partes
para volver a aplicar el Método.

A partir de: u, du se calculan: du, u por Diferenciación e
Integración respectivamente.

Fórmula de Integración de Por Partes

Reemplazando: u. du, u, dv en la Fórmula.

La Integral que queda es directamente resoluble.

El resultado de 1, se reemplaza en la expresión de la
Integral originalmente planteada. obteniendo así la
Solución total.

X 2 5x dx = x 2
S. - 2 x Sr _ i Sx

Ln5 Ln5 Ln5 Ln5 n5

1 x2 Cosx dx

1 x 2 Cos x dx = 1(z 2] (Cos x dxl

u = x 2 du = Cosx dx
du = 2x dx u =Sen x

1 udu=uu- f udu

+ c = X2
5x

Ln 5 Ln25

5x

Ln' S
+c

Integral de un Producto.

Eligiendo las Partes.

A partir de: u se calcula: du por Diferenciación, a partir de: dv
se calcula: v por Integración.

Fórmula de Por Partes. Reemplazando, queda la Integral de un
Producto que podría resolverse por el Método.

f x 2 Cos x dx = x 2 Sen x -1 Sen x 2x dx = x 2 Sen x - 2 (1 x Sen x dx)

=x2Senx -2 (- xCosx + Senx)+c =x2Sen x +2x Cosx-2Senx+c

f Sen y dx = ? Si: z2 = x - 2zdz = dx

= f Sen z 2z dz = 21 z Sen z dz

2 ( - z Cos z + Sen z) + c = 2 ( - ,/x Cos - Sen f) + c

La integral resultante
que queda ya ha sido
resuelta en el Ej 8- 10.
reemplazando.

Resolviendo por Sustitución y
luego en la Integral que quedó
se reemplaza el resultado obte-
nido en el El 8-10
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Aplicando el Método de Integración de Por Partes . integrar:

a) f Ln x dx

f Ln x dx = f [Ln x] [dx] u = Ln x du = dx

f udu=uu - f u du

du = ' dx v = x
x

fLnxdx=Lnxx - fx !.dx=xLnx

Integral de Función que no posee
Integral Inmediata.

Eligiendo Partes : u. du : calculando
luego du , u; Por Diferenciación e Inte-
gración respectivamente.

La Integral que queda es simple.

b) f Arctan x dx

f Arctan x dx = f [Arctan x) [dx] u = Arctan x du = dx

du= 1 dx v=x
x2+1

fudu=uu - fudu

f Arctan x dx = Arctan x x - f x 1 dx = xArctan x - f -
X2 + 1 x2

= x Lnx - x + c

=f x

x2 ' 1
dx=? Si: z = x2+I dz=2xdx

dz/2 I I dz = 1 Ln]z[
_¡ z 2 f z 2

Lnlx2 +I[ +c
2

c)

( Arctan x dx = x Arctan x - Ln [x 2 + 11 + c
J 2

x
dx

f e' Sen x dx

f e' Sen x dx = f [e'] (Sen x dx] u = e' du = Sen x dx

du = e' dx u = -Cos x
fudu=uu - fudu

f e x Sen x dx = e'(- Cos x) - f (.- Cos x) e = dx = - e ' Cosx + f e - Cosx dx

1, = fe Cos x dx = f (e 9 (Cos x dx] u = e' du = Cosx dx

du =e'dx u =Senx
fudu=uu - fudu

f e'Cosx dx = e'Senx - f Senxe' dx

f e x Sen x dx = - e' Cosx + [erSenx - f e' Sen x dxl

2 f e'Senx dx = - e'Cosx + e'Senx

f e ' Sen x dx = - e
Cosx e Sen x + c = e (Sen X - Cos x) + c
2 2

Integral de Función
que no posee Integral
Inmediata.

Se aplica el Método
de Por Partes.

Eligiendo partes y
reemplazando.

Ordenando la expre-
sión.

Queda una Integral
que debe resolverse
por el Método de
Sustitución.

Llamando I, a esta
Integral , resolviendo.

Reuniendo resulta-
dos.

Resolviendo Por Par-
tes.

Así queda una Inte-
gral: I, cuya resolu-
ción necesita de una
nueva aplicación del
Método.

Reiterando la Inte-
gración Por Partes
sobre 1,. Reempla-
zando sus partes.

Lo obtenido se
reemplaza en la Inte-
gral que se estaba
resolviendo.

La Integral que que-
da o resultante, es la
misma que la Inte•
gral original.

Ordenando y despejando algebraicamente esa Integral original . se obtiene el resultado final.
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8-14

a)

Aplicando el Método de Por Partes, Integrar:

f Sec'x dx

f Sec 'x dx = f [Sec x] [Sec 2x dx] u = Sec x

J du = Sec x Tanx dx

f u du = u u - f udu

f Sec'x dx = SecxTanx - J'TanxSecxTan x dx

= SecxTanx - f Tan2x Secx dx

= Secx Tan x - f (Sec 2x- 1)Secx dx

f Sec'x dx = Sec x Tan x - fSec'x dx + f Sec x dx

2 f -c , dx = Sec x Tan x + fSec x dx

2 f Sec'x dx = Sec x Tanx + Ln l Sec x + Tan x

f Sec'x
dx = Sec x Tan x + Ln 1 Sec x + Tan x1 + c

2

b) ¡ef dx =

f e' dx = ? Si: z 2 = x

= fe'2zdz = 2 fzezdz

= 2(zez -eZ) + c = 2(ref -e`) +c

f Arctan dx

f Arctan / dx = ? Si: Z 2 = x 2z dz = dx

du = Sec 2x dx

u = Tan x

Se descompone la Función a integrar, para
luego elegir las Partes.

Aplicando el Método.

Ordenando y simplificando se obtiene la
misma Integral original.

Operando algebraicamente , se traspone
de miembro y se suma . Tal como en P-8-
13-c

La Integral de: Secxes conocida, reempla-
zando su resultado.

Despejando la Integral requerida.

Para integrar, previamente se aplica el
Método de Sustitución.

Así queda una Integral, que al ser un
Producto de Funciones, requiere del Mé-
todo de Por Partes. Usando los resulta-
dos del Ej 8 - 1 1 .

= ('Arctan z 2z dz = 2 f. retan z z dz = 2 1
1

1 = f [Arctan z] [z dz] u = Arctcn z du = z dz

du= 1 dz uz

f udu=uu - fudu
Z2+1

Arctan z z dz = Arctan z z - Z 2 1 dz
- f 2 f 2 Z2+I

2

Arctan z - 1 f (1 - 1 ) dZ
2 2 z2*I

2

= Z Arctan z - Z (z - Arctan z) + c

f Arctcn f dx = 2(1^) = 2(Z Arctcn, z - Z Arctan z) + c
2 2 2

= xArctan Vx - Vx- - r-rctan C - c

Previamente se aplica el Méto-
do de Sustitución.

Queda así la Integral 1,. que
requiere del Método de Por
Partes.

Eligiendo Partes y aplicando el
método para resolver: 1,

Queda una Integral de una
Fracción, que requiere de una
división previa a su resolu-
ción.

Efectuando la división y orde-
nando

Integrando.

Reemplazañdo resultados en
la Integral original.

Retornando a !a Variable origi-
nal.
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FÓRMULAS DE RECCIRRENCIA

Las Fórmulas de Recurrencia son Fórmulas reiterativas , permiten disminuir el grado de una expresión , para así
luego permitir el cálculo de la Integral. Usualmente estas Fórmulas se deducen usando el Método de Integración
de Por Partes.

81.8- 2 f Ln mx dx

f Ln mx dx = f [Ln mxj (dx) ; u = Ln mx dv = dx

du =mLnm-'x - dx u = x

fudu=uv - fudu

f Lnmx dx = LnJmx x - f x mLnm'x 1 dx
x

= xLn mx - m f Lnm-'x dx

Efl
a)

La expresión tiene un grado
general : m integrando Por
Partes

Queda una Integral donde
el grado de Ln x es: m- 1

La Fórmula se usó en: P-8-
7-b

Usando el Método de Por Partes, deducir las Formulas de Recurrencia de: -

f Sen mx dx

f Sen mx dx = f [Sen m-'x] (Sen x dx) u = Sen m-'x dv = Sen x dx

du = (m - 1)Sen m-2x Cos x dx u = - Cos x

fudu=uu - fudu

1 = f Sen mx dx = Sen m-'x (- Cos x) - f (- Cos x ) (m - 1) Sen m -2x Cos x dx

1 = -Senm-'xCosx + (m - 1) f Cos2xSenm'2x dx

1 = - Sen `x Cos x + (m - 1) f (I - Sen 2x) Sen 1-2 x dx

1 = - Sen m- `x Cos x + (m - 1) f Sen m-2x dx - (m - 1) f Sen mx dx

1 = - Sen m-'x Cos x + (m - I) f Sen m-2x dx - (m - l)1

1 = -Senm''xCosx + m - 1 ¡Senm-2 dx
m m J

b) 1

f (a 2 + X 2)m
ax

f
1 1 (a 2+ x 2) - x 2

d x
(a2 + X2)m

11 = f dx = f x dx
(a z + X 2)m (a 2 + X 2)m

x2

(a +X )

Luego de descom-
poner la Función:

-Sen mx

Se aplica el Méto-
do de Por Partes.

Como se obtiene
la misma Integral
original 1. se la
despeja algebraica-
mente.

1 I x2 )
dx - f (

a 2 + x 2)m
dx

X = a 2 (f (a 2 +x2)" -¡

u= f
2
x dx=? Si: t=a2+x2

2 m

= a2 f (a2 +X2)m

8
2)m-, de Sustitución.

1
x

dx = x2
= f (a 2 x

2)m (2m - 2) (a 2 +X 2)m-` 1 f (2m - 2)(a12 + x 2)m - I
dx

f (a2 + x 2)m

1
dx =

a2
f (a2+X2 m-i dx -

((2m-2 ) (a2+x 2 )m
-' f (2m - 2)(a2+ x :)T

-'
dx)

= a2

2(m - I)zm-1 (2m - 2)(a2 +

x

x

u = x dv = X dx
du = dx

dz = 2x dx
Al aplicar el Método se re-
quiere el cálculo de: u Se

1 1 lo efectúa por el Método

x 2m - 3 1

(2m - 2)(a 2 + x 2)m -'
dx

2m - Z (a 2 + X 2)m-'

(a 2 + X 2)m
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El Método de Expresiones Cuadráticas, consiste en la aplicación de las siguientes Fórmulas Generales de
Integración.

41

I Í^Qjcx1l^^Í ; i

ll^Il^x^,,
l
l

j
l

i
^l l^^^ll ii 11 !^!((!I

1 ^ I z¡ W '

I I,

^ ct á

El Método de Expresiones Cuadráticas, se aplica fundamentalmente sobre Funciones Algebraicas, que poseen
Expresiones Cuadráticas en su denominador.

S i : f g - X ) dx = Ln (g(X) )
J g(X)

Si:
f

I g_(X)[Ln [g(X)] r = g'(X) _
g(X) 9(X)

1 2 dx = 1 Arctan X= 11 Arctan
XI,

1 = 1 1 1=+a a a a a a x 2 + l ax2
(-)
a

f x3+1

E18-13 3x2
dx En la Función que se va a integrar, el numerador es la Derivada

f x-3 + 1 del denominador.

3 2

8'='I

a)

f x2-5
dx = LnIx -51 +c

b) ¡ Cos x dx

J Senx+3

Cosx dx = Ln Senx+31 +c
f Senx+3

Resolver las siguientes Integrales usando la Primera Fórmula del método.

a)

b)

+I1+cdx=LnIx
Por tanto se satisface la Fórmula, luego su resultado se puede
determinar directamente.

La verificación de
estas Fórmulas se
efectúa por sim-

1 ple derivación:

2 +a2

Aplicando la Fórmula 1 del método de Expresiones Cuadráticas, resolver:

2x

2

f x2 - 5

x
3

dx

x 2

xr
dx

x°+ 1

f x
r

dx= I f
8x> dx

x° + I 8 x° + 1

I
= 1 LnIx°+II +c

8

f
xs
- dx

x°+1

xs
dx =

1 6xs dx

6 f x6+1

I=1LnIx°+lI+c
6

Verificando que la Derivada
del denominador se en-
cuentra en el numerador,
se aplica la Fórmula corres-
pondiente. (Otro modo ver
P-8-9. P-8- 10)

1

11

i

La Derivada del denominador no está exactamente en el
numerador (Falta la constante: 8)

Multiplicando y dividiendo por 8 : La multiplicación dentro de
la Integral, la división fuera. (O operación correcta por tratarse
de una constante ). Aplicando la Fórmula correspondiente.

c) x

X2 + a 2

dx
f x2

x
+a 2

1

f
2x

2 x2+a
dx

I
= 1 Ln Ix2+ a 21 +c

2

El 8-1 Aplicando la Segunda Fórmula del método de expresiones Cuadráticas se integra:

f I dx

fx 2. 32

1 X - c-Arctan
3 3

Para aplicar la Fórmula 2 del método de Expresiones Cuadrá-
ticas, se considera: a = 3 . Esta Fórmula se llama también la
"órmuia del Arco Tangente.
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dx-dx=5f
(x2

I
+

dxf
+I 212 3 4) 3 x22

= 5 1 Arctan X+ C= 5 Arctan Xx + c
3 2 2 6 2

Para tener la Forma General requerida por la
Fórmula, se precisa efectuar el proceso de COM-
PLETAR CUADRADOS en el denominador.

En ese proceso : Se forma un Binomio al cuadrado
entre la variable y la mitad del Coeficiente lineal,
luego restando el cuadrado de esa mitad . (Ver Ej-4-
16). Aplicando luego la Fórmula.

g_-jg Usando las Fórmulas del Método de Cuadráticas, resolver las Integrales:

a) f

2

x

x+8x+17

dx= f dx= f dx=?
x2 • IOx-21 (x•5)2-52.21 (x•5)2-22

7r+R
+ ) ax

+8x+17 x2+8x+17

1 1

x2 + 10x+21

Se busca la forma de la Fór-
mula ¡.(Derivada del nume-
rador en el denominador)

Se multiplica y divide por 2:
Se suma y resta 8. se des-
compone en dos Fracciones.

La I ` Fracción se considera
resuelta . Se completan
Cuadrados en la 2°' Frac-
ción. Se integra cada Frac-
ción con Fórmulas del Mé-
todo.

Dividiendo la Frac-
ción por no ser Pro-
pia.

Multiplicando, divi-
diendo por 2 en la
Fracción . Sumando,
restando 4. Des-
componiendo en
dos fracciones.

Así la 1°' Fracción
tiene a la Derivada
del denominador en
el numerador.
Completando cua-
drados en la 2°i.

Al completar Cuadrados,
queda una Diferencia de
cuadrados en el denomi-
nador. Por lo que no sir-
ve el Método (Ver P-8-
31 -b)
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Off, 4W11 ¡ 0,0
Son Integrales trigonométrica,. aquellas que contienen Funciones -rigonométricas. Se presentan los siguientes
tres tipo principales:

Las Potencias: m.n son Números Naturales (En algunos casos, se generalizan a Números Reales).

Cada Tipo de Integral Trigonométrica a su vez tendrá 4 casos característicos, de acuerdo a la-paridad de las po-
tencias: m,n (Cuando sean pares o impares). Existirán entonces diversas Técnicas de Integración, para cada caso.

TIPO A i
Séri ^zI 4 " 1) Si: m es Par : n es Impar

II) Si- m es Impar : n es Par
:II) 51 m es Impar n es Impar
IV) St: m es Par n es Par

CASOS: 1. H. III.- En estos 3 primeros casos para integrar , se api :ca la Regla:

"Se reserva para e¡ Diferencial un Término He la Función de potencia impar, llevando el resto a términos
de la Función de potencia par con la que se efectúa un Cambio de variable '. (En el caso III. se hace el
Cambio con cualquiera de las Funciones indistintamente)

Ei 8-15 Se calcula una integral Trigonométrica del Tipo A. Caso!) m Par, n Impar

f Sen 2x Cos'x dx

f Sen 2x Cos 3x dx = ? Si: u = Sen x du = Cos x dx

= f Sen 2x Cos 2x Cos x dx

f Sen 2x ( I - Sen 2x) o x dx

= f u 2(I - u 2) du = f (u 2 - u') du

u 3 u s Sen'x Sen'x_
- +c = - -c

3 5 3 5

Cambio de variable con la Función de
potencia par (Sen x)

Se reserva para uso del Diferencial del
Cambio de variable, un Término de la
Función de Potencia impar (Cos x dx)

Se lleva el resto a términos de la Fun-
ción de potencia par. Resolviendo
luego por el Método de Sustitución.
(Usando el cambio de variable ante-
rior u = Sen x)

1 8-20 Aplicando la correspondiente Regla , integrar:

a) f Sen 'x Cos °x dx = ? Si: u = Cos x du = - Sen x dx

= f Sen 2x Cos °x Sen x dx = f (I - Cos 2x) Cos `x Sen x dx

= f ( I - u2) u° (-du) = f(u° - u°) du

u 9 u' Cos 9X Cos 7x
- - - + c =
9 7

b)

Caso: ii) Donde : m Impar: n Par.

El Cambio es con la Función de
potencia par . Llevando el resto
a Términos de esta Función. lue-
go de reservar un Término de la
de potencia impar para Diferen-
cial.

Sen 2x

8 lO 12 8 lO 12

fu'(I -u2)2du = f(u'-2udu

u° u'o uSen°x SeniOx

9 7
+c

f Sen'x Cos'x dx = ? Si: u = Sen x du = Ccs x dx

= f Sen'x Cos'x Cos x dx = f Sen'x . i - Sen 2x)2 os x dx
En este caso el
Cambio de varia-
ble se efectúa
con cualquiera
de las Funciones
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CASO IV Si, m es Par ; n es Par; En este caso , para integrar, se usan las Fórmulas del Ángulo Medio: ( Estas
Fórmulas se emplean tantas veces como requiera la Integración)

Ei 8-16

f Sen 2x Cos 2x dx

f Sen 2x Cos 2x dx

Se calcula una Integral Tipo A. caso IV (Donde ambas Potencias son Pares)

= f(1 -Cos2x) I +Cos2x

2 2

_ ' f (I - Cos 22x) dx
4

-
1 + tos 4x

f (l ) dx

f (I - Cos 4x) dx

$ Sen 4x) +
8(x- 4 c

Aplicando las respectivas Reglas de Integración, calcular:

a) f Sen 2x dx

f Sen 2x dx = 1 - Cos 2x dx = 1 1 - Cos 2x) dx
f 2 2f (I

1 lx - l Sen 2x+c
2 2 2 4

b) f Sen 2x Cos'x dx

f Sen 2x Cos'x dx =

a

Caso IV , se asume Potencias 2 y 0

Potencias pares . aplicando las Fór-
mulas del Angulo Medio.

Integrando.

`Integral del CASO
(1 - Cos 2x l

í
1 + Cos 2x l2 dx W.f

Il 2 1 2 J
Us

1 f (1 - Cos 2x)(1 + 2 Cos 2x + Cos 22x) dx
8

= f I I + Cos 2x - Cos 22x - Cos 32x ] dx
8

8 (f dx + f Cos 2x dx - f Cos 22x dx -

1 - Cos 4x 1 Sen 4xf (

2

f (I

ando las Fórmu-
las del Ángulo Me-
dio las veces que se
precise.

Reordenando que-
dan Integrales del

f Cos 32x dx Caso IV como Caso
III.

Jdx= (x +
- 4

= Sen 2xu- Sen 22x) Cos 2x dx •
du = 2 Cos 2x dx

Se integran separa-
damente aplicando
las Reglas que co-
rresponden a cada
caso.

a ) _ (Sen 2x - Sen 32x) Reuniendo todos= f (I - u 2) du = 1 (u - u
7 2 3 2 3 los resultados ob-

f Sen 2x Cos'x dx = 1 x , Sen 2x - 1 (x + Sen 4x) - I (Sen 2x - Sen 32x) + c
8 2 2 4 2 3

- 1 Sen 4x Sen'2x - c
16 64 48

tenidos.

Caso IV; Las Potencias son: 2 y 2 (Ambas
son pares)

Aplicando las Fórmulas del Ángulo Medio.

Efectuando el Producto que queda (Produc-
to de Suma por Diferencia)

Nuevamente queda una Potencia par.
donde se generaliza la Fórmula del Ángulo
Medio. (Se duplica el Ángulo).

Note que: Ser, ax
f Cos ax dx =
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TIPO B 1 ) I 2

m,. PY SIfi
1) Si: m es Par : n es Impar

II) Si: m es Impar n es Par
III) Si: m es Impar n es Impar
IV) Si: m es Par : n es Par

CASOS II : IV ( La Función Secante es de Potencia Par) En estos dos casos, se efectúa un Cambio de variable con
la Función: Tan x ; Separando previamente el Término: Sec2x para el Diferencial, expresando el
resto de la expresión a integrar en términos de: Tan x

E'' 8-17 Se calcula la siguiente integral Trigonométrica de tipo: B

(Tan )x Sec 4x dx

rTan 3x Sec 4x dx = ? Si: u = Tan x du = Sec 2x dx

f Tan 3x Sec 4x dx = f Tan 3x Sec 2x Sec 2x dx

= fTan 3x (Tan 2x + 1) Sec 2x dx

J u3(u2 + 1 )du = f (u 5 +u) du

j

u 6 u 4 Tan 6x Tan 4x+c = + +c
6 4 6 4

8-22 Aplicando las correspondientes Reglas de Integración, calcular:

f Tanex Sec 6x dx = f Tan ex (Sec 4x) Sec 2x dx

f Tanex Sec 6x dx

f Tanex Sec6x dx = ? Si: u = Tanx du = Sec2x dx

f u 8 (u 2 + j)2 du
= f (U

12 + 2 u ' ° + u 8) du

u17 + 2 u " + u9 + c Tan "x + 2 Tan"x + Tan 9x +
c

13 II 9 13 II 9

Separando para
el Diferencial la
expresión: Sec2x

Llevando el res-
to a términos
de Tan x . fun-
ción con la que
se hace un
Cambio de va-
riable

CASO III (Si: m es Impar: n es Impar ) En este caso se efectúa un Cambio de variable con la Función: Sec x :
expresando el resto de la Función a integrar en términos de la Función : Sec x : reservando previamente
para el Diferencial del Cambio de variable la expresión : Sec x Tan x

E¡ 8- 18 Resolviendo la Integral Trigonométrica del caso: IIi)

f Tan 3x Sec 'x dx

f Tan 3x Sec 5x dx = ? Si: u = Sec x du = Sec x Tan x dx

f Tan 3x Sec 5x dx = f Tan 2x Sec 4x Sec x Tan x dx

= f (Sec 2x - 1) Sec 4x Sec x Tan x dx

= f(u2 - 1)u4 du = f(u° - u4) du

u' u 5 Sec'x Sec sx

7 5
- *c

7 5

Caso II). donde: m Impar, n Par

Cambio de variable con la Fun-
ción: Tan x, calculando además
su Diferencial.

Separando para el Diferencial la
expresión: Sec2x

Llevando el resto de la expresión
a términos de: Tan x

luego se resuelve la Integral por
el Método de Sustitución.

Caso III) , donde: m y n
son Impares.

Cambio de Variable con
la Función: Sec x

Separando: Sec x Tan x
para Diferencial, el resto
se lleva a términos de'
Sec x luego se resuelve
por Sustitución
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CASO 1 (Si: m es Par, n es Impar) En este caso se lleva tcda la expresión que se debe integrar , a Términos de

la Función Sec x, integrando luego con el Método de Por Partes.

Ei 8-19 Se resuelve la siguiente Integral Trigonométrica Tipo B Caso 1:

f Tan 2x Sec 3x dx

f Tan 2x Sec 3x dx = f (Sec 2x - 1) Secx dx
f

= fSecsxdx - fSec3xdx=11 -12

12 = f Sec3x dx = 1 (Secx Tanx LnISecx +Tanxl)

Se lleva toda la Integral a Términos
de la Función: Sec x

La Integral 12 se resolvió anterior-
mente en: P-8-1 4-a

Resolviendo 1, Por Partes.

1 = f Secx dx = f [Sec 3x] [Sec 2x dx] u = Sea 3x du = Sea 2x dx

du = 3 Sec 2x Secx Tan x dx

fudu=uu - fudu

11 = f Secx dx = Sec 3x Tan x - f Tanx 3 Sec 2x Secx Tanx dx

= Sec 3x Tan x - 3 f Tan 2x Sec'x dx

= Sec3x Tan x - 3 f(Sec 2x- 1)Sec3x dx

= Sec 3x Tan x - 3 f lec 5x dx + 3 flec 3x dx

u =Tanx

Se reemplazan las Partes y se
simplifica.

Se observa que como Integral
resultante se logra la misma 1,

Corresponde entonces despejar
algebraicamente a I,

1^ =See3xTanx-311 +312 =Sec3xTanx-31o +32(SeexTanx+LnlSeex+Tanxl)

411 = See 3x Tanx + 3 (Secx Tanx + Ln ISec x + Tan xl)

11 _ -Sec'x Tanx + 8 [Tanx Secx + Ln lSecx -Tan x1 1

fTan 2x Sec 3x dx = 11 - 12 = Sec 3x Tan x - ! Tanx Sec x - 1 Ln lSee x +Tanx[ + e
4 8 8

TIPO C
If^l,li11'111I li 11111 ;i

1) Si: m es Par ; n es Impar
11) Si: m es Impar n es Par
III) Si: m es Impar n es Impar
IV) Si: m es Par : n es Par

Para todos los casos de las Integrales de este Tipo, se aplican las Reglas de Integración correspondientes a las
Integrales del TIPO B (Se deben identificar: Tan x Cot x: Sec x -+ Csc x)

los Casos II: III pueden resolverse también llevando a Términos de: Sen x : Cos x

E^8-20 Se resuelve la siguiente Integral Trigonométrica del Tipo: C : Caso IV

f Cot 2x Csc'x dx

f Cot 2x Csc'x dx = ? Si: u = Cot x - du Csc 2x

f Cot 2x Csc'x dx = f Cot 2x Csc 2x Csc 2x dx

= f Cot 2x (Cot 2x + I) c 2x dx

f u2 (U2 , 1^ du) f ¡u' • u2) du

u 3 u 3 Cct 'x Cot'x

Esta Integral es equivalente
al Caso IV del Tipo B.

Se efectúa un Cambio de
variable con la Función Cot
dejando el Término Csc2x
para el Diferencial del Cam-
bio de variable.

El resto de la expresión se
lleva a términos de la Cjtan•
gente.
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TIPO D

Este tipo de Integrales Trigonométricas, comprende a Productos de Funciones Trigonométricas,
diferentes ángulos, se resumen en los casos indicados.

Para resolver estas Integrales, se usan las siguientes Fórmulas Trigonométricas:

Sen ax Cos bx = 2 [Sen(a + b)x + Sen(a - b)x] (1)

Sen ax Sen bx = 2 [Cos(a - b)x - Cos(a + b)x] (2)

Cos ax Cos bx 2 [Cos(a - b)x + Cos(a + b)x] (3)

Ei 8-2 1 Se calcula la siguiente Integral Trigonométrica del Tipo: D

r Sen Sx Cos 3x dx
J

8-23

c)

Sen 5x Cos 3x dx = (1 [Sen(5 + 3)x + Sen(5 - 3)x] dx

f I J 1 - Cos 8x - Cos 2x
= 2 f [Sen 8x + Sen 2x] dx = 2 8 2 ] + C

1 Cos 8x - Cos 2x + c
16 4

Aplicando la respectiva Regla de Integración , calcular:

f Sen x Sen x dx
2 3

que poseen

Integral Trigonométri-
ca, donde los Ángulos
de las Funciones son
diferentes entre sí.

Aplicando la Fórmula
£11. Note el uso del
Prob. P-8-1 0-f

= 1 f (Cos 1 x - Cos 5 x)
2 6 6

1 l Sen(x/6) - Sen(5x/6) 1 + c = 3 Sen x - 3 Sen 5x
2 1 /6 5/6 6 5 ., 6

f Sen 2 Sen 3 dx = f 2 I Cos (Z - 3) x - Cos (- + 3) x

b) f sen 23x Cos 2x dx

f Sen 23x Cos 2x dx = f Sen 3x [Sen 3x Cos 2x] dx

= f Sen 3x (1 (Sen 5x + Sen x)] dx = 1 f [Sen 3x Sen 5x + Sen 3x Sen x] dx
2 2

= 2 f [ z (Cos(-2x) - Cos 8x) 2 (Cos 2x - Cos 4x)] dx

I 1 Sen 2x Sen 8x Sen 4x
f (2 Cos 2x - Cos 8x - Cos 4x) dx = - (2 - - )
4 4 2 8 4

Sen 2x - Sen 8x - Sen 4x + c
4 32 16

f Cos 3x Cos 2x Cosx dx

Note : Cos(-a)
= Cos a

f Cos 3x (Cos 2x Cos x) dx = f Cos 3x C
os x os 3x dx = 1 f (Cos 3x Cos x + Cos 3x Cos Dfj
2 2

= 2 f [L(Cas 2x + Cos 4x) • (Cos 6x - Cos Ox) J dx = 4 f (I + Cos 2x + Cos 4x + Cos 6x) dx
2 2

I Sen 2x Sen 4x Sen 6x

4 2 4 6

+c

dx

Sen2x se des-
compone.

Luego se aplican
las Fórmulas en
dos ocasiones.
hasta eliminar
los Productos.
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Si una Función a integrar, contiene Radicales, se usan las siguientes Sustituciones, para cada Forma General de
Radical.

Si: f ((r) dx

x

Las indicadas Sustituciones Trigonométricas, permiten la eliminación de los Radicales, llevando la expresión a
integrar a una Forma Trigonométrica.

0~ Se calcula la Integral de la Siguiente Función, que contiene Radicales:

Xf dx

22 x2

1

J

3
dx = ? Si:x=2Sen8

22 -x2

f

dx = 2 Cos8de

(2 Sen 8)3 2 Cos 8 8 = f 16 Sen 36 Cos 8 d8

22 - (2 Sen e)2 22(1 - Sen 2e)

6 Sen'e Cos e de = 8 fSen 38 de
2 Cos 8

8 f Sen'e d8 = ? Si: u = Cos e du = - Sen 8 de

= 8 f Sen 2 e Sen e d8 = 8 f (1 - Cos 28) Sen 8 d8

3
8 f(I _ U 2) (- du) = 8 f(u 2 - 1) du = 8 (3 - u) + c=

8 u ' - 8u + c = 8 Cos 3e - 8 Cos 8 + c
3 3

Sen 8 = X
2

partir del Cambio de variable.

Si: x = 2 Sen 8 Del Cambio de variable se despeja la Fun-

Integral de Función que
contiene a un Radical de
la primera forma.

Por la forma del Radical
se usa la Sustitución
indicada. Se toma a = 2

Reemplazando y simpli-
ficando por propiedades
trigonométricas.

Así se obtiene una Inte-.
gral Trigonométrica. Que
es del Tipo A. caso II

De acuerdo a este tipo se
asume en la Integral que
la Función Cos posee Po-
tencia : cero, luego de la
Sustitución se integra
directamente.

Para retornar a la Variable original, se conforma un Triángulo rectángulo, cuyos lados se obtienen a

f

ción trigonométrica. Según su definición x
será el cateto opuesto , 2 la hipotenusa.
Luego por Pitágoras se determina el valor
del restante lado.

x 3 dx = 8 2 2 - x2 1'
- 8(

2 2 -x21 *c

22 - x2 3 2 2

x = a Sen e

x=aTan8

x =aSece

La Función Coseno del resultado se deter-
mina a partir del Triángulo según su
definición, reemplazando en el resultado.

f 1

2

f
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dx=? Si: x=Sene ' dx=CosOd8
I-x

= 8 • c = Aresen x

dx = f I Cos 8 de = f Cose de = f de
I -Sen'8 Cosa

•c

En esta Integral, luego
de resolverla. es posible
volver directamente a la
variable original



Aplicando la correspondiente Sustitución Trigonométrica, integrar:

a)

b)

Csc

La forma del Radical requiere
de la Sustitución con la Fun-
ción: Tan x

Desaparece el Radical.

Queda una Integral
Trigonométrica. Se lleva a
términos de Sen x, Cos x

Efectuando el Cambio de va-
riable correspondiente (Tipo
A, Caso III)

La Integral resuelta en tér-
minos de e. debe volver a la
variable original, se requiere
del Triángulo del Cambio de
variable.

Por tanto reemplazando la

Fx232 _ I x2+3z
3

+ cdx =
x4 27 x

dx=? Si: x=4Sec8 dx=4Sec9Tdn0de

dx ¡ (4 Sece)2-424Sec8Tan8de
1 4 Sec e

= f 4 Tan e 4 Sec e'Tan e de = 4 f Tan 2e de
4 Sec e

= 4 f(Sec28 - 1) de = 4(Tan e.- e) + c

la forma del Radical re-
quiere de la Sustitución
efectuada (Con la Fun-
ción: Sec 0)

Por Identidad Trigonomé-
trica . Formando un Trián-
gulo de acuerdo al Cam-
bio de variable.

Si: x = 4 Sec e Por tanto. reemplazando:

Sec e= x x 42 x 2-4 2 Ix 2- 42
4(= -resec X+ cA J

x 4 4

c)

1

2z
x-1 3 dx
x4

1

xz+3z
dx = ?

x4

¿3 Tan 8)2 + 32

(3 Tan e )4

Si: x = 3 Tan 8 dx = 3 Sec28 d8

3 Sec 28 de = f 32 (Tan 2e + 1) 3 Sec 28 d8
34 Tan 48

3 Sec 8 z 1 Sec'8 1 Cos 8
f 3Sec8d8 =f de=- de

34 Tan 48 9 Tan 48 9
f
J Sen 48

I Cos 8 de = ? Si: u = Sen 8 de = Cose d8
9 f Sen 4e

1 du -1 c Csc'e + c
9 f u4 27 u' 27

Sí.x=3Tan8

Tan e=X
3

- 1 LnJSece+Tan61 +c
8

f Sec 28 Sec 28 - 1 Sece Tan e d8 = f Tan 28 Sec'8 de La Integral Trigono-
métrica co resolvió

Si.- x = Sec 8

Sec8 = x
1

? Si : x = Sec 8 dx = Sec 8 Tan 9 d8

1 Sec'8 Tan e
4

- 1 Sec 8 Tan 8
8

`x2 x2 - 1 dx = 1 x' x2 - I -
J 4

Efectuando el Cam-
bio de variable co-
rrespondiente.

en el Ej-8-19

Se arma el Triángulo de acuerdo al Cambio de
variable , del mismo se obtienen Funciones
Trigonométricas a reemplazar en el resultado.-

8x x21 - $Ln¡x* 2-11 +c
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MI
Por el Método de Sustitución Trigonométrica, calcular las Integrales:

a) f 1 dx

J

X +4x+I3

dx
(x + 2)2 + 32

x + 2 = 3 Tan 8

=* Tan0 = x+2
3

b) I
f (x2 + 22)2

dx

f (x2 + 22)2
dx = ?

Tan8=X

Si: x = 2 Tan 8 De acuerdo al Cambio de variable, se arma un
Triángulo rectángulo , cuyos lados provienen del
despeje de la Tan.

A partir del Triángulo se obtienen las otras
Funciones del resultado.

2

Si:x+2 =3Tan8 dx=3Sec26d8

= f 1 _ 3 Sec 28 d8 = f
3 Sec 2

e d8
(3 Tan 8 )2+32 J 3Sec8

= f Sec 9 d8 = Ln jSec 0 + Tan 01 + c

Si:

x+2 f

x = 2Tan8

3
x+2+ 1 + c

3

Si bien la Integral no contiene
radícales , por la forma del de-
nominador puede resolverse

dx = 2 Sec 28 d8 por Sustitución trigonométri-
ca.

I
f 2 Sec 28 d8 = 1 f 1 d8 = 1 f Cos 28 d8

[(2 Tan 28 )2 + 2212 $ Sec 28 8

I I
8

+ Cos 28 d8 = 1 (9 + Sen 28 + c = 1 (8 + Sen 8 Cos 8) + c
2 16 2 16

1 1 x
=d A d +

x
x -( r an -

f (x2+22 )2 16 2 x2+22

c) x
dx

f -(1 7P

x x
Si:

f dx = dx
(1 -x °)3

f
(I -(x2)2)3 -

Cos 8 d8
f

(I - (Sen 8) 2 J 3 2

+c=-(Ardan-+ ) +c
x2+22 16 2 x222

x2 = Sen 8

2x dx = CosB d8

= f
I Cose d3 = 1 Iser28de='- rana +c

Cos 38 2 2 2

Sí: x2 = Sena

Sen8=X2

1 Sen8 1 x2/1 1 x2

2 Cosa 2 I- x4/1 - 2 I- x4

Para retornar a la variable original se arma el Triángulo a partir del Cambio de variable.

luego de Completar
Cuadrados en el deno-
minador , se efectúa el
Cambio de variable.

Se conforma el Trián-
gulo, para volver a la
variable original.

dx = Ln, (x + 2)2 + 32

x2+4x+13

2 1 x 2x

Para resolver la Integral, de-
be reordenarse la expresión
subradical , hasta que pre -
sente la forma de los Radica -
les sobre los cuales se aplica
el Método.
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11 I (j ! I ,

El Método de Integración de Fracciones Parciales, consiste en la integración de una Fracción algebraica.
descompuesta como una suma de Fracciones simples.
El Método se aplica sobre Fracciones Algebraicas Racionales Propias, de la forma:

N
((X) = D

(x)

(x)

Donde: N(X) : D(X) son Polinomios

Un Teorema del Álgebra indica: 'Un Polinomio: D(x) puede descomponerse como un producto de factores
lineales y cuadráticos de coeficientes reales'

De acuerdo a ese Teorema, toda Fracción Racional Propia, podrá descomponerse como una suma de fracciones
simples. (Se llama Fracción Propia si el grado del numerador es menor al grado del denominador).

Se registran los siguientes cuatro casos

i) FACTORES LINEALES

N(X) __ - N(Xl

D(X) (x -a )(x - a2) ... (x - a")

B N

x - a, x -a 2 x -a"

D(x) que es el Polinomio del denominador, se descompone en Factores todos lineales. que no se reiteran,
por tanto en cada numerador se emplea una sola constante : A, B..... N .

ii FACTORES LINEALES REITERADOS

N(X)

D(X)

N(X)
A B C +... + N(x - al)m

(x-a,)m(x-a2 )"... (x - a,) (x-a,)2 (x-ai)3

+ P 2 +...+ S +....
(x - a2) (x - a2 ) 2 (x - a2)"

D1X1 se descompone en Factores todos Lineales, los cuales se reiteran m o n veces . en cada numerador se
emplea una sola constante : A. B. C. ...N. P. R, .... 5, ... . El grado del denominador es creciente hasta m o n

iii) FACTORES CUADRÁTICOS

N(x) N(x) Ax + B Cx + D

D(x) (x2+b,x+cyx2 +b2xsc2)... x2 +b,x +c, x2+b2x+c2

D se descompone en Factores Cuadráticos, los cuales no se reiteran . Por tanto se emplean dos constantes
Donde: A. B. C. D..... son constantes. Se asume que los Factores Cuadráticos del denominador: x2 + bx +
c son irreducibles (Ya no pueden factorizarse)

ivM FACTORES CUADRÁTICOS REITERADOS

N(x) N(x) Ax + B Cx + D

D(x) (x2+bi x+c,)m(x2-b2x+c2)"... (x2 +b,x +c,) (x2 +b,x +e1)2

+ Cx+H Ix+l

(x 2 + b2x + c2) (x 2 + b2x - c2)2

D,x, se descompone en Factores todcs Cuadráticos, los cuales se reiteran m o n veces. Donde. A. B. C. D.
Q. H. I, l.... son constantes . los Factores Cuadráticos del denominador son irreducibles.
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E' 8-2 Las formas generales de descomposición en Fracciones simples son las siguientes

5x - 12

(x + I)(x - 2)(x + 3)

3x - 1

(x + 2)3(x - 5)2

5x

(x2
+x +

I)(x2
+4)

1

A B C

x+I x-2 x+3

A B C D E
(x + 2) (x + 2)2 (x + 2)a

Ax+8 Cx+D+
x2 +x + 1 x2 +4

Ax+B Cx+D Ex+F
.+ +

(x - 5) (x - 5)2

(x2+1)2(x2+x+3) (x2+1) (x2+I)2 X2+x+3

Descompo-
niendo por
las reglas co-
rrespondien-
tes a cada
caso.

Una vez descompuesta la Fracción original, como una suma de fracciones simples . para hallar sus correspondien-
tes numeradores (Las constantes : A, S. etc .), se efectúa la suma de las Fracciones Simples , para luego igualar
numeradores entre sí.(Esta Ecuación se conoce como ECUACIÓN FUNDAMENTAL). A partir de esta Ecuación
existen dos modos de cálculo de las constantes.

POR SUSTITUCIÓN DIRECTA

Consiste en asignar valores arbitrarios a la variable, de manera tal que se obtenga directamente el valor de las
constantes.(Método adecuado para el caso: i)

POR SISTEMA DE ECUACIONES

Consiste en igualar los Coeficientes de las mismas potencias de la Ecuación Fundamental, conformando así un
Sistema de Ecuaciones, cuya solución determinará a las constantes. (Método adecuado para todos los casos)

Este modo se basa en el Teorema "Dos Polinomios P(x). Q(x) sí son iguales para todos los valores de: x, excepto
tal vez para un número finito de ellos, entonces los coeficientes de P(x) . 9(x) son iguales entre sí para cada
potencia"

Ei 8-25 Una Fracción Algebraica se descompone en Fracciones Simples

8x - 1 1

x2-3x+2

8x- 11 Bx- 11

x2 - 3x + 2

(x- I)(x-2)

Fracción Racional y Propia (Porque el grado del denomina-
dor es menor al del denominador), se descompone como
suma de fracciones simples.

Factorizando el denominador, se tienen Factores lineales
que no se reiteran, Caso: i

B Descomponiendo de acuerdo a Reglas. son dos los Facto-
x - 1 x - 2 res en el denominador, entonces existen dos fracciones.

A(x - 2) + B(x - 1) Sumando. Tomando la igualdad entre Numeradores se

(x - 1)(x - 2)

8x-II =A(x-2 )+ 8(x-1)

POR SUSTITUCIÓN DIRECTA

obtiene la : ECUACION FUNDAMENTAL. A partir de esta
Ecuación se hallan los valores de A. 8.

8x-11 =A(x-2) +B(x-I)
Sí. X 1 -3 =A(-I) +0 A = 3

Si: x=2 50+8(I) 8=5

POR SISTEMA DE ECUACIONES

8x-II =A(x - 2)+8(x-1)
8x-11 - (AB )x+(-2r-B)

Para z 8= r^ * 8 n= 3
Para 1 -11 =-2A-8 9=5

8x-II 3 5

x2-3x+2 x'1 x-2

Se reemplazan valores que permitan eliminar
alguno de los Términos. así se calculan direc-
tamente las constantes: A. 8

Se ordenan lbs Términos para cada potencia.

Igualando los coeficientes de potencias iguales
(1 representa a los términos independientes o
constantes). queda así un Sistema de Ecuacio-
nes, cuyas incógnitas son las constantes A. 3
que van a los numeradores.



g;b Descomponer en Fracciones Parciales, la Fracción:

2x3-9x2-56x+195

8-`i777

x3- IOx2+ I7x+28

2x'-9x `- 56x+195 - 2 + 1lx`-90x+139 - 2 + A

x+x3- IOx2+I7x+28 (x+I)(x-4)(x-7)

Ec. Fundamental

Antes de des-
componer, se
divide la Frac-

B C ción, ya que

I x-4 x-7
tal operacion
es posible.

2 + A(x-4)(x-7)+B(x +I)(x-7)+C(x+I)(x-4)

(x+I)(x-4)(x-7)

En la Fracción que queda se aplica la descomposición en Fracciones Simples.

1 I x 2 - 90x + 139 = A(x - 4)(x - 7) + B(x + I)(x - 7) + C(x + I)(x - 4)

Si:x=-1= II(-I)2-90(-1)+139 =A(-1-4)(-l-7)+8(0)(-I-7)+C(0)(-I-4)=A=6

Sí: x = 4 I l(0 - 90(4) + 139 = A(0)(4 - 7) + B(4 + l)(4 - 7) + C(4 + l)(0)

Si: x = 7 1 l(7)2 - 90(7) + 139 = A(7 - 4)(0) + B(7 + l)(0) + C(7 + l)(7 - 4)

2x3-9x2-56x+195 - 2 + 6 + 3 + 2

x3-IOx2+I7x+28 x+1 x-4 x-7

. B = 3

' C = 2

Note la necesidad de división por que
la Fracción inicial no era propia.

Aplicando el Método de Fracciones Parciales , calcular las Integrales:

a) ( Sx - 14 dx
f x2-Sx+4

5x-14 = Sx - 14 = A + B

x2 -Sx+4

b)

(x-I)(x-4) x-I x-4

A(x-4) +B(x-I)

(x-I)(x-4)

5x-14 =A(x-4) +B(x-I)
S i . X = I -9 =A(-3) +B•0 A =3
Si: x=4 6= A-0+B(3) B=2

Sx-14 3 2

x2-Sx+4 x- 1

Considerando la Fracción Racional Propia.
Buscando su Descomposición.

Factorizando el denominador, expresando
como suma de Fracciones Simples.

Sumando las Fracciones Simples

La Ecuación Fundamental es la igualdad
entre numeradores . Las constantes se
calculan por Sustitución Directa.

Luego se expresa la Fracción dada como
Suma de Fracciones Simples. La Integral se
aplica luego sobre la Suma de Fracciones
Simples.

+2LnIx-41 +c

48 48 A -8 C D

x-4

f Sx-14 dx = r( 3 + 2 )dx=3LnIx-11
x2-Sx+4 J x - I x -4

f 48 dx

x4-IOx2+9

x,-I0x2 + 9 (x+I)(x-I)(x + 3)(x-3) x+I x -1 x+3 x-3

A(x- I)(x+3 )(x-3)+B(x+ I )(x+3)(x-3)+C(x+ l)(x- I)(x-3) +D(x - I)(x- I)(x+3)

(x + I)(x - I)(x + 3)(x - 3)

48 =A(x-I )(x+3)(x-3)+ B(x+I)(x+3 )(x-3) C(x+I )(x-I)(x-3) •D(x-I)(x-I)(x+3)

Si: x = - 1 48 = A(- 2)(2)(- 4 ) • 0 + 0 A = 3

Si: x - 1 48 = 0 + B(2)(4)(- 2) - 0 + 0 8 =-3

SI: x = - 3 48 = 0 - 0 + C(- 2 )(- 4)(- 6) • 0 C = - I

Si: x = 3 48 = 0 • 0 + 0 - D (4)(2)(6) D = I

j 48
&

= r( 3 • -3 + -t •
I ) dx

xIOx2.9 x+I x - t x+3 x-3

= 3LnIx+11 -3LnIx-1 ¡ - LnIx-3 ; LnIx-3 ¡ - c = Lnj(x-1
)3(x-3)I - c

x-l x•3
1
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El 8-26 Se integra una Fracción que contiene Factores lineales Reiterados.

1 2

12

f

4

x3-5x2+7x-3

4 dx
" x3-5x2+7x-3

4

4

4 A B

(x - I)2(x - 3) x - 1 (x - 1)2

C

x-3

A (x - I)(x - 3) + B(x - 3) + C(x - 1)2

(x - I)2(x - 3)

= A(x- 1)(x-3) + B(x-3) + C(x- 1)2

= (A + C)x 2 + (- 4A + B - 2C)x + (3A - 38 + C)

Para: x 2: 0= A + C A= - 1

Para : x: 0 = -4A + B - 2C B -2
Para: 1: 4 = 3A - 38 + C C = 1

4 -I -2 1

x3-5x2 + 7x-3 x-1 (X j)2 x-3

f 4 dx = f ( -1 + -2 + 1 dx
x3-Sx2+7x-3 x - I (x-I)2 x-3

_ - LnIx - 11 + 12 + LnIx -31

f-2 dx=? Si: u = x - 1 du=dx
(x- 1)2

= f-2du
u2 f

-l

u -2 du = -2 u -i 2 = 2.
-1 u x - I

4 dx -LnIx-I1 + 2 +Lnjx-31 +c
x3-Sx2+7x-3 x-1

128 Calcular la Integral de Fracción con Factores Lineal¿ Reiterados.

,4x3*7x2t2xi-1

dxx°- 2x2+ 1

4x3+7x2+2x+ I 4x3+7x2+2x+1 A 8

x4-2x2+1 (x+I)2(x-I)2 x+I (x+I)2 REITERADOS.
se descompo-
ne con las Re-
glas del Caso
i

Al Factorizarel denominador.
se obtienen 3 Factores, dos
de ellos iguales entre sí.

Se descompone de acuerdo
al Caso ii de FACTORES LI-
NEALES REITERADOS. Note
la potencia en el segundo
denominador

Se determina la ECUACIÓN
FUNDAMENTAL, por la
Igualdad entre numeradores.

Se hallan las constantes por
el Método de : Sistema de
Ecuaciones . Que en este caso
es el modo adecuado.

luego se calcula la Integral
de la Suma de Fracciones
Simples.

Queda una Integral pendien-
te (12) se resuelve separada-
mente por el Método de
Sustitución.

Luego se reemplaza esta In-
tegral en el Resultado Final

La Integral
posee FACTO-

D RES LINEALES

(x- I)2 -

A(x + 1)(x - 1)2 + B(x - j)2 + C(x + I)2(x - 1) + D(x + 1)2

(x + I)2(x - 1)2

4x3+7x2+2x+1 = (A+C)x3+(-A+B+C+D)x2+(-A-28-C+2D)x+(-A+8-C-D)

Para: x 3: 4 = A + C A= 1

Para: x2:

Para: x:

Para: 1:

7 = -A+ 8 + C + D

2 = -A-28-C+2D

I = -A+ B-C+D

C

x-1

8 = I
C=3
D=4

4x3-7x2+2x+1 dx 1 - 1 3 4 dx
x4 - 2x2 + I f (x + (x + 1)2 + x - (x - 1)2)

= LnIx+ 11 - + 3Ln;x- I^ - 4 + e
xI x-I

La integración se
realiza directarnente
y usando métodos
empleados en la
anterior Integra!



Ei 8-27 Se integra una Fracción de Factores Cuadráticos:

f 4x - 2
dx

(x2 + 1)(x2 -2x+2)

4x - 2 Ax+B Cx+D

8-29

(x2+1)(x2-2x+2) x2+1 x2-2x+2

(Ax+B)(x2-2x+2) + (Cx+D)(x2+I)

(x2+I)(x2-2x+2)

4x-2 = (Ax+8)(x2-2x+2) + (Cx+D)(x2+1)

= (A+C)x2 + (-2A+8+D)x2 + (2A-2B+C)x + 28 + D

Para : x': 0 = A + C

Para: x2 : 0 = -2A + B + D
Para : x: 4 = 2A - 213 + C

Para : 1: -2 = + 2B + D

J

A =0
B =-2
C=0
D = 2

La Fracción es Racional
y Propia.

Descomponiendo de
acuerdo al Caso iii de
Factores Cuadráticos en
el denominador (Dos
constantes en el nume-
rador)

Determinando la Ecua-
ción Fundamental.

Las constantes se pue-
den hallar únicamente
por el Método del Siste-
ma de Ecuaciones.

4x-2 dx = -2 + ; 2

(x2+1)(x2-2x+2) J x2+I x2-2x+2

_ -2 1 dx + 2 (I dx
1x2+I 1 (x-I)2+12

= -2 Arctan x + 2 Arctan (x - I) + c

Las Fracciones resultan-
tes se integran por el
Método de Expresiones
Cuadráticos (Ver VIII-8)

Calcular la siguiente Integral de Fracción

-
dx

x3 + I

I - I

x3+1 (x*1)(x2-x+1) x+I

1 =A(x2-x+I) +(Bx+C)(x+I)

= (A+B)x2+(-A+B+C)x+(A+C)

x2-x+I

Para:

Para:

Para:

f 1 = (
1/3 + (-I/3)x + 2/3

dx f dx =
x^ + ► x+ I x2 - x+ i

1

A(x2 -x+ I) + (Bx+C)(x+ 1)

(x+l)(x2-x+1)

x2: 0= A + B 1/3

x: 0 =-A+B +C B =-I/3

1: 1=A +C C=2/3

11 I x-2dx-
(

3^1x+1 3J

x-2 dx = I 2x-4 dx = 1 I
2x - I -3

dx
- z+I J2 x2-x + l 2 x2-x+I

I 2x-1

2 x2-x+I

z2-x+1

-3 dx - 1 2x - I

x2 -x+ I 2 I x2-x+ I

_ 1 ^Ln Ix2-x+ l1 - 3 1 Arctanx-I/2
2 3/43/4

+

dx

-3
r-2

I 1
+ I dx 3 (Lnlx + I1) - 3^Z (Lnx 2-x +I1 - 3Arctan2x-1

X , F3 r3 1 +C

3LnIx+11 - 6LnIx2-x•I^ + Arctcn2x-1 +C

la integral contiene a un Factor Lineal y otro Cuadrático. descomponiendo de acuerdo a sus Reglas
que la segunda Fracción obtenida se calcula :or el Método de Expresiones Cuadráticas.

dx

Note
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Se integra una Fracción de Factores Cuadráticos Reiterados. Caso iv

2x3+3x2+x+2J (x 2 + I)2(x - 1)
dx

2x3 +3x2+x+2 Ax+B Cx+D E

(x2+I)2(x - I) x2+I (x2+I)2 x

(Ax+6)(x2+ 1)(x- 1) + (Cx + D)(x - 1) + E(x2+

(x2 + I)2(x - 1)

2x3+3x2+x+2 = (Ax+B)(x2+1) + (Cx + D)(x - 1) +E(x2+I)2

_ (A+E)x4 - (-A+B)x3 + (A-8+C+2E)x2 = (-A+B-C+D)x + (-B-D+E)

Para : x4: 0 = A + E A = -2
Descomponiendo de acuerdo a
las características del Caso iv

Para: x 3: 2 = -A + 8 B = 0

Para : x2: 3 = A - 8 + C + 2E C = 1 Se hallan las constantes por
Sistema de Ecuaciones

Para: x : 1 = -A + 8 - C + D
.D =0

Para: 1: 2 = - B - D + E E=2 Al resolver la Integral, la I`
F ió l P 8 bracc n se resue ve por - -9-

2x3+3x2+x+2 -2x x 2

j (x2 + I)2 (x - 1)
dx _

j

+

x2 + 1 (x2 + 1)2

+

x-1
dx

f (X2 + 1)2
dx = ? Si: u =x2+1 du = 2x dx

j du/2 I j u - 2 du
u

u2 2 2 - 1 2u 2(x2 + 1)

+ + +2x ' 3X 2
x 2 dx = - Ln{x2+I{ - I 2Ln{x- + c

(x2+I)2(x- ) 2(x2+I)

8 .o Resolver la siguiente Integral de Fracción con Factores Reiterados:

16
dx

x 2(x 2 t 4 )2

16 A 8+ Cx+D Ex+F

x2(x2+4)2 X x2 x2+4 (x2+4)2

Ax(x 2 +4 ) 2 + 8(x 2 +4 )2 - (Cx + D)x 2(x 2 +4) + (Ex + F)x 2

x2(x2 +4)2

16 = Ax(x 2 +4 )2 + B(x 2 +4)2 + (Cx + D)x 2(x 2 +4) + (Ex + F)x 2

16 = (A + C)x 5 + (8 + D)x 4 + (871 + 4C + E)x 3 + (88 + 4D - F)x 2 + 16Ax + 168

Para: x 5: 0 = A + C A = 0
Para: x 4: 0 = + 8 + D B = 1

Para: x 3: 0 = 871 + 4C + E C=0
2 D =-1Para: x . 0 = +8B +4D + f

Para: x: 0 = 1671 E=0

P F = -4ara: 1: 16 = 168

16
1

-1 -4+dx = ( r ) dxjx2(x2 +4) 2 x2 x2+4 x2.4)2

- - -Arctanx -4(1 Arctcnx + 1 x c
x 2 2 16 2 8x2 *4

x Queda pendiente la
2°' Fracción, que se
resuelve por Susti-
tución.

La 3` Fracción es
de resolución inme-
diata.

Descomponiendo
de acuerdo a las
características del
Caso ii y también
del Caso iv

Planteando la
Ecuación Funda-
mental como, la
igualdad entre el
numerador de la
Fracción inicial y el
de la suma de las
Fracciones simples.

Para verificar la
Integral de la 3"'
fracción Ver P-8-
25-b -
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Aplicando el Método de las Fracciones Parciales, integrar:

1

a) r IJ dx
x4 +

1 Ax+B Cx+D

x4 +1 (x2+yix+1 )(x2-fix+I) x2+fix+I x2-fix+l

2 X - fix+ 1) + (Cx+D)(x2+V2x+ 1)

(x2+fx+1 )(x2-fix+1)

= (Ax+B)(x2-rx+1) + (Cx+D)(x2+ fix + 1)

(A +C)x3 + (-fA +B + fiC+D)x2 + (A - fiB +C+ f D)x + (B +D)

Para: x3: 0 = A + C ^2/4

Para : x2: 0 =-fA + B + V2C + D B = 1/2

Para: x : 0 = A - fiB + C + CD C = -F2/4
Para: 1: 1 = B + D D = 1/2

Factorizando el de-
nominador.

Queda una Fracción
del Caso iii ( Factores
Cuadráticos)

Hallando las cons-
tantes por Sistema
de Ecuaciones.

I Q_2/4)x + 1/2 (-C2 14)x + 1/2
( dx = (( + Jdx =1, +12
x4+.1 J x2+fix+1 x2-fix+l

f(fi/4)x + 1 /2 dx = fi x + f dx2 4 f 2 r lf x + Zx + l x + x +

ff[
2x+fi + f ] dx

8 x2+fix+1 x2+fix+1

8 [ f 2x+y dx + Y` f I
dx]

x 2 + r x + 1 J F 2 / 2

= 8 [Ln Ix2 + fix + 11 + YL 1 Arctan x + fi/2]
I/2 1/2

= 8 (Ln Ix2 + fix + 11 + 2Arctan (fix + 1)J

r
4x +1

LnIx +V x+ I1 + 2 roan( 2x+ 1)J + 8 (nIA - x+ II +2 rctan (V¿x- I)I + c
8 ll
rr

J

v` Ln1X

2

+
r
V`x+ I + Arctan 2x + c

8 x2 - fix+ I 4 1 -x2

b) f I

J (x - a)(x - b)
dx

1 A 8 A(x - b) + B(x - a)

,Quedan dos Fracciones de de-
nominadores cuadráticos.

Se resuelve la Primera Fracción
(1,). Usando el Método de Expre-
siones Cuadráticas (VIII-8).

Se divide y multiplica por 2. des-
componiendo 2 fi. Aplicando
las Fórmulas de ese Método.

La Integral 1, se resuelve por
simple comparación , ya que es
semejante a 1,

Obteniendo así el resultado de
toda la Integral.

Por las fórmulas de suma de
Logaritmo y Arcotangente se
simplifica el resultado.

dx F2 2 A f-- L 2 r A .
I

(x-a)(x-b) x-a x-b (x-a)(x-b)

1 = A(x - b) + B(x -a)
Si: x = a 1 = A(a -b) + 0 A = 1/(a -b)
Si: x = b 1 = 0 + B(b -a) B = -I/(a -b)

dx

)LnIx - al - (—L) Ln Ix - bl + c = 1 Lnlx- aI
a-b a-b a-b x-b

1 dx = (( 1/(a - b) + -1/(a -b)1

f (x-a)(x-b) 1l x - a x -b JI

Se deduce una Fórmula Gene-
ral de Integración para el caso
de dos Factores Lineales en el
denominador.

Note que se aplican las Técni-
cas del Caso i (FACTORES LI-
NEALES)

+c
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El Método de Integración de las Funciones Racionales Trigonométricas, se aplica sobre Fracciones Racionales
Trigonométricas, mediante el Cambio de variable:

A partir de la Sustitución, se forma un Triángulo para obtener otras Funciones:

Sen-x =
2

Cas-
x

=
2

z

f I +Z Z

Usando conocidas Fórmulas Trigonométricas, se obtienen las expresiones:

Sen x= 2 Sen ' X Cos X= 2 z 1 = 2 z
2 2

Cosx = Cos2X - Sen2X =
2 2

I +z2 I +z2

x 2

Si: z = Tan x-
2

Tan x Z
2 . 1

1 +z2

z=Tan - x=2Arctanz dx= dz
2 I +Z2

E Por el Método de las Racionales Trigonométricas, se integra:

f dx
J 5-4Cosx

f
1

dx = ? Si: z=TanX
5-4Cosx 2

1 +z2

2 Arctan z + c = 2 Arctan 3z + c =
9 1/3 1/3 3

Luego se retorna a la Variable original.

J
1 2 dz = f 2 dz =

5 4 1 -z2 1 +z2 9z2+1
dz

la Función es Ra-
cional Trigo-
nométrica.

Se reemplazan
todos los Térmi-
nos de la Susti-
tución. Simplifi-
cando.

2 Arctan (3 Tan x) + c
3 2

8-32 Aplicando el Método de las Fracciones Racionales Trigonométricas , integrar:

1
f
J 4Senx - 3Cosx - 5

dx

1
dx=? Si: z=Tan

4Senx+3Cosx+5

f
4 21

1 -Z2

dz= f dz
+ 3 1 -z2 5 1 -z2 z2 + 4z + 4

1 +Z2

= f 1 dZ = - 1 +c = -
(: 2)2 z ' 2

2

f

t

9 Z2 + (1/3)2

1 +z2

1- Z21
2 z 2

(
=))

I +z2 I +z2

1

1'a n - - 2
2

x

2

+c

1

Se aplican los Mé-
todos de Integra-
ción: VIII-8

Aplicando el Cambio de
Variable de : z = Tan x/2

Reemplazando las Fun-
ciones Trigonométricas.

Simplificando e integran-
do por el Método de Sus-
titución.

Retornando a la variable
original.

74
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3" Aplicando el Método de Funciones Racionales Trigonométricas, integrar:

a) ¡ Cos x + Sen x - 1 dx

J Cos x + Sen x + I

Cos x + Sen x - 1
dx - I + -2( (( ) dx

J Cos x + Sen x+ 1 J Cos x+ Sen x+ 1

= x - 2 f

dx= f

=x-2 f 1 dz = x - f 1 dz
J 2z+2 Z+ 1

x - LnIz +11 + c = x -LnlTanl +11 + c
2

b)
dx

dx = f 2z + 2z

1 +Z2 -Z2

1 (Ln I z 1 - ?) + c = 1 Ln Tan l1 - ^ Tan 2 - + c
2 2 2 4 2

Al reemplazar se considera Tan x = Sen x/Cos x

c) 1

1

Previamente se divide
la fracción. ya que tal
operación es posible.

Luego se aplica la
Sustitución del Método
de Racionales Trigo-
nométricas.

2 dz
1 -Z2 + 2z + 1 l +z2

I +zz I +zz

4 1 -z2 - 5 2z + 5 1 +z2

1 +Z2 I +Z2

2
f z 2 - l Oz + 9

dz = f dz
(z - 9)(z - 1)

Se aplica la Sustitución y
el resultado de P-8-31 -b

Ya que la Integral resul-
dz tante contiene dos Fac-

tores lineales en su de-
nominador.

Entonces debe aplicarse
el Método de Fracciones
Parciales Caso 1

x
Tan--9

z2 Ln1 1 +c = - Ln1 I + c
9-1 Z-I 4 Tan! -I

2

d) 1 dx
f Sen 2x + 4 Cos zx

Si todas las Potencias son Pares , se aplica la Sustitución: z = Tan x

f 4Cosx - 5Senx + 5

J 4 Cos x- 5 Sen x+ 5
dx

1 1 2

Sen2x + 4 Coszx ( Z )2 - 4( 1 )z 1 +z2

I +Z2 I +z2

Arctan Z + c = Arctan Tanx) c
Z2+22 2 2 2 2

-9 1 2

Simplificando e inte-
grando.

Retornando a la varia-
ble original.

2 dz= (1-z
z

dz= L (I z) dz
1+z2 J 2z 2^ z

z
1

dx = dz
I +z2

dzf dx = f

Sen x =
z

I +z2

Cos x = 1

I

A partir del gráfico del
Triángulo se determina
la sustitución.

Obteniendo otras Funcio-
nes trigonométricas a par=
tir del triángulo.
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z2iIgunos Tipos de Integrales para su evaluación requieren de sustituciones especiales a cada caso , entre estos

;e tiene:

LA SUSTITUCIÓN INVERSA

partir de las siguientes relaciones generales (Algunas de las cuales ya han sido demostradas)

Mediante estas relaciones pueden resolverse Integrales de la forma:

f

3-x

Imx+n
dx

ax2+bx+c
mx +n

u

a

La Segunda Integral es equivalente a la Primera , mediante la Sustitución indicada , llamada SUSTITUCIÓN

INVERSA.

E

_f

dx

_ f 4- 2x dx + 2 f

2 2 2 2

du = Aresen

2) f 1 du = Lnlu + P-1-0, ^ 4) f g du = 2 F
u2 -a2

1) f 1 du = Lnlu + a2+u2I

Fa 7_+7

3 - x dx

5+4x-x2

f
dx-I f 6-2x

f

3)

(mx + n) ax 2 + bx + c

5+4x-x2 2 5+4x-x2

= 1 f 4-2x 2

2 5+4x-x2 + 5+4x-x2

5+4x-x 3 -(x-2)

2 2 5+ 4x - x 2+ 2 Aresen x 3 -- + c

5+ 4x - x 2 + Aresen x
_ 2

+ c
3

8-34 Usando la Sustitución Inversa , integrar:

f

f

(3x - I) 4x-9x2

dx
- _ ? z = 1 x =

(3x - i) 4x 19 X2

dx

1

a2-u2

1

dx

Integral de la Forma 1.

Operando algebraicamente.
se busca que la Derivada del
subradical en el denomina-
dor se presente en el nume-
rador.

En la segunda fracción se
completa cuadrados dentro
del radical.

Usando las Fórmulas
anteriores . (4 y 3 respectiva-
mente) en las dos Integrales
en que se descompone la
Integral original.

Integral de la Forma
I + z _dz 2. Usando el Cambio

d ibl
3x - 1 3z

dx

(- dz)
f 2I 4(I +z) - 9(I +z)

z 3z 3z

_ I dz Ln 1(z - 1)
V' f (z - 1)2 - 22 Y

-
3

Ln
3x - 1

3z2

f

Y9

e vana e aconsela-
3z 2 do.

dz Despejando x y cal-

i
3z -

+ (z-1)2-

+ c

6z - 9

221 + c

culando su diferen-
cial.

la Integral que que-
da se ordena para
aplicar la Fórmula 2

Retornando a la va-
riable original.
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010111 11011111 ,

Estas Integrales pueden integrarse solo en caso de que se cumpla alguna de las siguientes condiciones:

i) Cuando: p es un Entero

ii) Cuando: q + 1 es un Entero, se usa : z' = a + bx' (s es divisor de p)
r

iii) 'Cuando: q + +p es un Entero, se usa : z' = ax'' + b (s divisor de p)
r

E9 8-31 f x3(I +2x2)-3n dx

p=- 3 q= 3 : r = 2
f x3(I +2x2)-3n dx = ? Z

J Z 2 = 1 + 2x' 2z dz = 4x dx

f [ Z2-
1

]3n
(Z2)-3n 2Z dz = 1 f (I -z-2) dz

1 2 4[(z2 - l)/2]'n 4 J

= 4(z-zI')+c4(.2x2+ 1I )+c

+2x

8'`.:35 Aplicando el Método de las Integrales Binomias. calcular:

a) J dx

x -1-7

dx

f x4 1 +x 2

= f x -4(I +x 2) -In
dx

b) dx
4x 3 I +x3

dx =
f x 3n (l + x 3'4) '^ dx

3 4
x3 I + x3

Se cumple la condición: ii)

q+I
= 2 (Es un Entero)

r
Entonces se debe realizar
la Sustitución indicada
para este caso.

Note que:
x = (22-1]i,Z

2

Se cumple la
condición: iii

q+1 +I = -2
r

Se efectúa la Sus-
titución del caso.

3 3

2 4

z3=I x-314
3z2dZ =

-3x-i/1dx

J [(z3 -
I)-413]-312

[l ((z3 -
I)-4/3] 3/4]-1n (-4Z2

(Z3 - 1)-2n dz)

1 4z dz = -2 Z2 c = - 2(I + x-314)21 + c

4

Se cumple la
iii; Condi-
ción, se efec-
túa la Susti-
tución del
caso.

Tras simplifi-
car se inte-
gra directa-
mente. -

Note que las Integrales Binomias al obedecer a una característica de las inicialmente requeridas se
reducen a Integrales Algebraicas simples.

q = -

1 ((z2 - I)-112]-4 (1 + [(z2 - I)-11]2]-1n (Z2 - I)-312 z dz

r(I -Z2)dz = Z - Z3 +C = (I +x 2),n _ L (I +x 2)in +c

f 3 3

p= -
I
Z : q = -4 r=2

Z 2 = 1 +X-2 2z dz = -2x -3dx
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INTEGRALES DIVERSAS

Las siguientes Integrales, se resuelven usando cualquiera de los distintos Métodos de Integración, en algunos
casos se requiere de dos o mas Métodos.

8-36

a)

Aplicando el Método de Integración que corresponde , integrar:

b) f s^x-
+ 3r-

Vx

f dx1
J ,

dx

dx = f (x-3/ 1o + x-116) dx

x 7/I o xsi6 l0 Io

7/10 + 5/6 + c 7 x7 +

c)

J

Ix

f

-x

+xdx=
x

+xdxf x dx
-x I -x I +x x2

dx

x+1
) dx

Se trata de una Fracción no propia. donde la
división es posible, necesariamente ésta debe
efectuarse antes de integrar.

Luego se integra Término a Término.

_ -+- +Ln Ix +II
4 3 2

dx = r(xa - x2 + x +

x4 x3 x2

dx

x

I -x2 I -x2

d) dx

e)

3

f + 3

f
dx

_ ? Si: z6 = x

6zs dz W
f
.l Z6 3 Z6 f Z3 + Z2

dx = Aresen x -

6zs dz = dx

3

dz = 6 f z dz
Z+I

+c

Se usa la Notación Poten-
cial para luego simplificar,
o realizar la división alge-
braica.

Antes de integrar se debe
siempre dividir, si esta ope-
ración es posible.

Se racionaliza el denomi-
nador

Descomponiendo en dos
fracciones. Se usan los
resultados del Ej 8-23, La
2°i Integral se resuelve
por Sustitución.

= 6 ((Z2 - Z + 1 - I ) dz = 6(Z' - Z2 + z - Lnlz+ II)
Z 3 2

= 2z3-3z2+6z-6Lnlz+11 +c =

J dx

-ix + I

f
x

xlis + x113

x1 2

Si: Z2 = Vx + 1

+c

2^x- -33>x+66Vx-6Ln16^-x +11

2z dz = dx dx = 4z(z 2 - I) dz
+ I

4z(z2-1 ) dz =4 f(z2-I)dz=
J Z2

4j + 1)32 - 4(f - 1)'í2 + cV'x_ =

2 y . .

4. z -z) + c
3

Cambio de
variable.

Dividiendo,
para luego in-
tegrar término
a término.

Finalmente se
retorna a la
variable origi-
nal.

c

Para el Dife-
rencial, se
despeja x del
Cambio de
variable.

Reemplazan-

do. slmplifi-

car,dc e inte-
grando.
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8=37

a)

b)

Aplicando el Método de Integración correspondiente integrar:

J

X8

f

Si:
U = I +X3 du = 3x 2 dx

x8 dx - j (X3)2 X2 dx = J Y
(u -¡-I)2 du

I +x3 J -
1- x3

u 3

1 3.^ u 2
- 2u + 1 du = 1 (u 3n - 2u ' n + u-1n) du
u 1n

= S (1 +x- s3) - 9 (1 +x3)3 3 +x3

3 5/2 3/2 1 /2 15 9

1 usn u3' u11 2

J

f

4 u3

+c

2

e dx

e dx = ? Si : z = fx = dz = dx
V; 2>x

= f eZ 2 dz = 2 f ez dz = 2 eZ + c = 2 e` a

b) Arctan
x dx

x2+I

Arctan x d
x2 + 1

c)

dx = ? Si: z = Arctcnx z = dx
x2+1

2
= f z dz = 8+ c= Aretan 2X _ c

dx
f

X

x4+1

f x'
dx = ? Si : z = x dz = 2x dx

dz12 1 Arctan z + c = - Arctan(x2) + c
= fZ2 +I = 2 2

+c

Efectuando un Cambio
de variable con la expre-
sión subradical.

Reordenando la Función
a integrar, de manera que
se pueda pasar a la nueva
variable u.

Desarrollando, integran-
do y retornando a la va-
riable original.

Integrando por el Método de
Sustitución

El Cambio de variable es con
el exponente.

Resolviendo por Sustitución.

El Cambio de variable es con el
denominador.

Resolviendo por Sustitución.

El Cambio de variable luego
permite el uso de la Fórmula
de Arctan x

d) f x'Lnx dx
Si: u =Lnx du = x' dx

f x ' Ln x dx = f [Ln x]
(x' dxl du = dx u

- X8

x 8
f u du - uu - f u du

S 8

dxfx'Lnxdx=LnxB - f 8 1X

e e e

Lnx fz'dx=X Lnx- x .
8 8 8 8 8

xa x8
Lnx --- c
8 54

c

Aplicando el Método de
sustitución.

Resolviendo Por Par-
tes

Conviene previamen-
te cambiar el orden
de factores.

Reemplazando las partes.

Simplificando y terminando de integrar.
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i

g`3$ Aplicando el Método de Integración correspondiente integrar-

a) j Aresen x dx
u = Aresen x ' dv = dx Aplicando Por Partes

1f (Aresen x] [dx] = ? du = dx u = x

I -x2

fudu=uu - fudu

f Aresen x dx = Aresen x x - f x 1 dx
I-x2

=xAresenx+ I-x2+c

b) f Sec " x dx

f Secn-2 x Sec 2 x dx

fudv=uu - f u du

Usando luego el Método de Sus-
titución, para la integral restante.

Tomando: z = 1 + x2 puede
terminar de resolverse la Integral.

u = Sec "-2 x du = Sec Z x dx

du = (n-2)Sec"-3X Secx Tanx dx u = Tan x

1 = f Sec " x dx = Sec "-2 x Tan x - f Tan x (n - 2)Sec 11-3 x Sec x Tan x dx

1 = Sec "-2 x Tan x - (n - 2) f (Sec 2 x - 1)Sec ` x dx

1 = Sec "-2 x Tan x - (n - 2) f Sec " x dx + (n - 2) f Sec"-2 x dx

1 = Sec'-2x Tanx - (n-2)I + (n-2 ) f Sec` xdx

1 = Sec 1-2 x Tan x+ n- 2 Sec"- 2 x dx

n- 1 n- I f

c) dx

f x2 4x+5

dx

f x2+4x+5

=f

dx

= f (x+ )(x+ )

dx
(x + 2)2 + 1 2

1 Arctan x +2 + c = Arctan(x + 2) + c
I I

d) f dx

x2+4x-3

dx

f x2+4x

dx

f (x + I)(x + 3)

Ln1x+1^ + c = Ln1X+1
-I -(-3) x+3 2 x+3

dx

1 (x + 2)2 - 12

Debe deducirse una
formula de Recu-
rrencia. ya que es
grado n.

Reordenando la po-
tencia e Integrando
Por Partes.

Llamando 1 a la Inte-
gral original.

Ordenando y despe-
jando la Integral 1.

Fracción Racional , como primer paso se
debe probar de factorizar el denomina-
dor

Al verificar que no es posible la facto-
rización . se deberá aplicar el Método
de Expresiones Cuadráticas. Para ello
se completa cuadrados en el denomi-
nador.

+c

Fracción Racional , probando
de factorizar el denominador

La factorización es posible
por tanto debe aplicarse el
Método de Fracciones Par-
ciales . (Ver P- 8-31-b)

Note que si se habría completado cuadrados ene! denominador se obtendria una diferencia de cuadrados.
donde no es aplicable el Método de las Expresicnes cuadráticas

j1)



8=39

a)

Aplicando el correspondiente Método de Integración, calcular:

Cos x
dx

Sen 2x + 6 Sen x + 34

u = Sen x du = Cos x dx

Cos x dx u

Sen2x +6Senx +34 J u2 + 6u + 34

du 1 Arctan
u + 3

(u + 3)2 + 52 5 5

Senx+3
= Arctan

5

b) f a2 x2 dx

f a2-x2dx =?

+c

+c

Si : x = a Sen 8 dx = a Cos 8 d8

Previamente aplicando el Mé-
todo de Sustitución

Se obtiene una Fracción racio-
nal de variable u. se aplica
luego el Método de Expresio-
nes cuadráticas.

No se usa el Método de Frac-
ciones Parciales porque no es
posible la factorización.

Completando cuadrados, inte-
grando y retornando a la va-
riable original

= f a 2 - (a Sen 8)2 a cos s d8 = f a 2(1 - Sen 28) a cos e d6

= f (a Cos 8)a Cos 8 d8 = a 2 f Cos 2 8 d8 = a 2 f 1 + Cos 28 d8

2

- I a2(8 + Sen28) + c - -102(6 + Sen8 Cos8) + c

2 2 2

Se usa el Método de Sustitución Trigonomé-
trica,

Luego del Cambio de variable se conforma el
Triángulo para retornar a la variable original.

c)

f 2
2 I 2 x x a2 -x2 a2 x x 2 2

Fa - x dx = - a (Aresen - + + c = - Aresen - + - a _X + c
2 a a a 2 a 2

1

f

dx

(x2)(x+ x2+1)
dx

(x2+I)(x* x2+1)

_ ? Si: x = Tan 8 dx =Sec 2 8

f
Sec 2 8 d8

(Tan28+I)(TanO+ Tan28+I)

Resolviendo por una Sus-
titución Trigonométrica.
Por la forma del radical se
emplea la Tan x

Llevando a Sen. Cos luego
aplicando una Fórmula del
Método de Cuadráticas.

Sec 2 8 d8 d8_ Por la Sustitución.
Sec 2 8(Tan e + Sec e) f Tan 6 + Sec e Si' x = TanB =* TanB

Cos 8 d8 = Ln ¡Sen 8 + I + c1 Sen e +1

1
dx x

= Ln I c

(x2 + I)(x + x2 + l) x2

d

z
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34f1 Aplicando el correspondiente Método de Integración , calcular:

a) ¡ ex+ 1 dx

f ex+ I dx = ? Si: z2 = ex+ 1 2z dz = ex dx = (z2- 1) dx

z 2 2z dz = 2 f z 2 dz
=2 f ( 1 + 1 dz

-Z2 - 1 Z2 - I Z2 -

b)

=2(z+ I Ln1z-1+ c=2 ex +I +
Lni ex+I - II +c

1-(-1) z+I ex+I + I

J

f

dx

2x

dx = f 2 + 1 dx =
J 2x + 1

f(2x - 1 + 2 ) dx =

J 2x+1

2x

-x+2f
2

2-x dx =?x - x +
Ln 2 1 +2-x Ln2 -Ln 2

c)

x

2 - x - 2 Lnll+2-xl+c
Ln 2 Ln 2

2x

Ln 2

Se integra por el Mé-
todo de Sustitución

Se usa el P-8-3 1 -ti

Dividiendo y usan-
do directamente
una Fórmula dedu-'
cida en el método
de Fracciones Par-
ciales.

- x + 2x 2 dxj
J 2"x 2x+1

-2-x Ln2dx

Previamente se divide la Fracción . Para integrar la fracción se multiplica y divide por 2"x

f
x2dx

f

(x Cos x - Sen x)2

X 2 dx - (' x x Sen x dx

(x Cos x - Sen X)2 J Senx (x Cos x - Sen x)2

x
U =

Sen x

du = Sen x - x Cosx dx

Sen2x

u = f = f x Senx dx Si: z = x Cos x - Sen x

J J (x Cos x - Sen x)2 , dz = - x Sen x dx

1

z2 -I z xCosx - Senx
¡' -dz = - f z-2dz = - z-1 = 1 =

f

x2dx

(x Cos x - Sen x) 2

Para resolver se multiplica y divi-
de por: Sen x

Luego se integra Por Partes

Por la complejidad del cálculo de:
u, se resuelve separadamente por
el Método de Sustitución.

Luego de reemplazar en la Fór-
mula de Por Partes se simplifica.

1

Senx x Cos x - Sen x x Cos x - Sen x

x 2

Sen x - x Cos x

Sen2x

= + fLsc x dx
(Sen x) (x Cos x - Sen x)

x x Senx + Cos x
- Cotx+c = +

(Senx) (x Cos x - Sen x) x Cos x - Sen x

d) f eslnx dx

f eslnx
dx = f eln(x) dx

= f (x s)dx=

x

c

1
x

C

Se usa la siguiente Propiedad de las Funciones Exponen-
ciales:

etnr = f

luego de crcenar el exponente, para aplicar la propiedad.
la integrac`cn es inmediata.
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Si: f(x) es una Función Continua en el Intervalo: a s x s b, este Intervalo se divide en: n subintervalos
comprendidos entre: a = k0 < k, < k2 < ...... < kn = b

La Longitud de cada Subintervalo será : dx = k( - k.-1

Dentro de cada Subintervalo se toma : xr (x1 , x2, ...), No necesariamente en forma simétrica. Lo anterior se
muestra en la gráfica:

xn

b = km

Conformando la Suma:
$^ = f (x) t x + f(x=) A2x + ... + f(x jnknx = L I(za L1 x

Existen n Subintervalos, por tanto se tienen n Términos, a medida que aumenta n disminuye la longitud Ax
de cada Subintervalo. En el límite:

Así se obtiene la Integral Definida de : f(x) entre los Extremos desde : a hasta: b

TEOREMAS

Si f(x) , 9(x) son Funciones Continuas, entonces se cumplen los Teoremas:

T8-6) faf(x)dx =0
a

T8-7) fab c f(x) dx = c f b f(x) dx

T8-8) f b f(x) dx = - fti f(x) dx

= fa f(x) dx
b

+ fQ g(., dxT8 -9) f.
b
[/(x) + g(x)] dx

b

T8-10) f b f(x) dx = f ` f(x) dx + fcb f(x) dx : Si: a <c <b

T8-1 I ) f b f (x) dx = (b - a) f (xd Si: a s xo s b
a

u d
T8-12) F(.) = f a f (x) dx - ^u F(-) = f(^)

T8-13) f' f(,) dx = F(x)
a

b

= F(b) - F(a) Si :
a

(x) = f (x)

Los extremos de la integral Definida son
iguales , determinan un resultado de cero

Una constante puede salir de la Integral

Al cambiar el orden de los extremos.
cambia el signo de la Integral.

La Integral de una suma es la suma de las
integrales

División del Intervalo de integración.

Teorema del Valor Medio.

Teorema Fundamental del Cálculo o
Regla de Barrow.

Usando la definición de la Integral Definida, como Límite de una sumatoria. se demuestran las anteriores
Propiedades, como se realizará en P-8.40. P-8.41. donde se suponen implícitas las condiciones de existencia-
de los límites.

En cuanto a las condiciones que se deben cumplir. para que se pueda integrar en forma Definida a una Función
se tiene el Teorema que expresa: "Una Función es In;egrable en: a sx sb, si es Continua en ese intervalo"
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E'I 8-32 Por la definición respectiva , se calcula la siguiente Integral Desunida:

J,

T8.6

T8.1

5 6x dx

n

f b f (x) dx = Lím E f(x.) Éx
n- i^i

Se toman idénticos L1x

= F (6 Ax(a - 1 áx) + 6t 2x i]

f(x) nx=E 6x.áx= E6(a+ - MAX
2

2 2

n n n
2-I

X = x = ... = X... _ AnX = L1x Ax = b - a
n

x, =a+ 1t.x: x2 =a+3.x :...: x. =a+ 2i-I Ax

fs 6x dx =

2

n

XR45
Onx divide en n

= 6 .x (a - -Ox) E l+ 6 !x E i
2 r., ;•i

= 6 .x (a - &) n + 6 &x n(n + 1)
2 2

=6b-a (a -I b-a)n+6(b-a)2 n(n+I)

n 2 n n 2
n

Lím f(x) tx
n-- i-i

Lím 6b-a(a_ I b - a)n + 6(b-a)' n(n-I)

( n 2 n n 2

6(b2 -a2 ) - 6(52-12) = 72

2 2

Demostrar los siguientes Teoremas de las Integrales Definidas

f.

b=k„

El Intervalo
entre a: b se

subintervalos.
de longitud Ox

Se elige el punto de x; exacta-
mente a la mitad de cada subin-
tervalo.

Se calculan los valores de x

Se conforma la sumatoria

Ordenando la Sumatoria en tér-
minos de: i (Variable de la suma-
toria)

Se usan los resultados de las su-
matorias para cada caso (Apén-
dice A)

Reemplazando Lux por su expre-
sión inicial.

Integral dada por definición

Reemplazando el valor de la Su-
matoria y el de .x

Resultado fin'aI, para comprobar
ver Ej-8-34

Si: b = a => ¿N =0, Por tanto la
° f (x) dx = 0 Si: f.' f (x) dx = Um E [(x,) tx Sumatoria y la Integral son 0

f.b f (x) dx = - f ° f (x) dx
b

La Integral es Definida, donde se tiene: foXl = 6x : a = I

b=S

Usando la definición de la Integral Definida.

Tomando así los Intervalcs : E f (x.) (-1 .xj = -E f (x.) D.x

T8,8 f b c f (x) dx = c f b f (x) dx Por Propiedad de Sumatcrias:
° a

c f(x) o;x = c E f (x) A;x

TI 9 f.' f+ gj dx = f' f dx + f b g dx
a

E Íf +g)áx =E j 0x+E gáx

Al definirse . a Integral Definida como el límite de una Sumatoria, las propiedades de Surnatorias y Limites.
determinan a su vez Propiedades de las Integrales.

n
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T8-10

Demostrar los siguientes Teoremas de las Integrales Definidas:

f b f dx = f c f dx + r b f dx Un punto que subdivide el Intervalo es: c
a a

a <c <b
n c n

LfmF fzx =LímF fAix+LímE fO)x
n-- i•l X-- ¡-i X-- ¡.c

T8.1 1 f b f(x) dx = (b - a) f (x,,) Si M. m son el Máximo y Mínimo Absolutos de f(x) en el
a Intervalo: a sx -< b. Operando algebraicamente:

a s xa s b m < f (XI < M

mOx<f(.,)tx<MOx

M

f (XIX

m

Y

X

T8.12

a X. b

f(u) = f (u)Ftu) = f .u f(,) dx
du

u•eu u
F(u • au) - f(u) = f a f(.) dx - ra f(X) dx

La Propiedad de Límites y las Sumatorias
permite la Propiedad de las Integrales.

Teorema del Valor Medio de las Integrales.

A partir de F(u) se determina F(u + tau)

Se efectúa la diferencia, ordenando los extremos. por
Propiedades ya demostradas.

Por el Teorema: T8-6 donde:
u<ua<u +Du '"

a u•eu
= fu f(X) dx + fa f(x) dx

= fu - eu
u f(,,) d X = f, . , AU

T8-13

F(u • bu) - f m _

Lu - f(uJ

dF Lím F(° • eu) - f(°) =
Lím

du e„.o Au ea - o f(°^ = f(°)

S i: f(X) = f
a

f (X) dx F /(X) = t:)

a C

f

a

b .
f (X) dx = F(b) C = F(b( - F.a,

¡b

fXf(X)dx=F(t)*C
a

f°f(X)dx=0 =F(a)'C
a

f b m dx < b f(Xl dx < (' b M dx
a J a a

m (b - a) < (b f(XI dx < M (b - a)

1 b
m < f(X) dx < M

b-a a

a af

b
f,.,)- dx

F(a)

Aplicando luego la definición de la Derivada.

Teorema Fundamental del Cálculo Integral.

Por el Teorema T8-12

Tomando: x = a (En el Extremo superior)

Tomando: x = b

Se aprecia que las demostraciones se basan en los Teoremas y Propiedades cocccidas de las sumatorias
y de los Límites.
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TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL 0 REGLA DE BARROW

Como consecuencia de los anteriores Teoremas de las integrales Definidas , se obtiene la llamada Regla de Barrow
que dice:

^1 PI (X

La Regla de Barrow indica que una Integral Definida se puede calcular, mediante procedimientos de las Integrales
Indefinidas. para luego reemplazar en el resultado los Extremos (Previamente el Superior después el Inferior).
Luego se restan entre si tales reemplazos. .

Ei 8-33 fa

ra

x2 dx

3
4

3 I,
13 ) )(3

Calcular las siguientes Integrales Definidas.

3

E-18-3 16 6x dx

z
J' 6x dx=6 z

2

= 3(5)2

8.43

a)

b)

f' (xa - 1)dx
0

r^(ex-x)dx = (e"
Jo 4

(o'(xa-I)dx=(5 - x)

c) f "R Cos x dx
a

f n/2 Cos x dx = (Sen x)
0

d)

5 - 3) - (35 -0) 258

fi (e - x) dx
0 2 li

I2

2

Integral Definida, donde la Función es: f z^ = x2 El
Extremo Superior es: b = 4 : el Inferior es:
a = 1. Se integra la Función por Reglas conocidas.
vistas anteriormente en las Integrales Indefinidas.

Reemplazando en el Resultado los Extremos (Primero el
Superior luego el Inferior). El Resultado final es una
constante

(eo-22 ) = e - Z

(Sen Ti) -2 (Sen 0) = 1 - 0 = 1

'(2x- i)5 dx = ? Si: u = 2x-1 du = 2 dxf
3

f3
' (2x - i ) 5 dx =

= - = 213

s 5

Integral Definida, que se calculó en el Ej 8-33 usando la
definición como Límite de una Sumatoria.

= 3x2 Integrando por Reglas conocidas. reemplazando Extremos.

2

Resultado final, idéntico al obtenido anteriormente en el Ej
8-32

= 72- 3(1)

5 3

f
5 d u- u'

u
2 12

Se aplica el Teorema Fundamen-
tal. O Regla de Barrow.

= (2x - 1)° _ (2.4 - 1) - (2.3 - l)'
= 8502

12 3 12 12

' (2x - l ) 5 dx = f r u 5 du Si: u = 2x - 1 x = 3 => u = 5
s 2 x= 4 u= 7f3

ue

6

76 5'

7 - = 8502
6 6

Integrando por Reglas cono-
cidas

Integrando por Reglas
conocidas.

Para integrar se usa el
Método de Sustitución.

Retornando a variable
original, se reemplazan
sus Extremos.

Otro modo es cambiar
los Extremos de integra-
ción. de acuerdo al Cam-
bio de variable.

Reemplazando esos nue-
vos extremos para la va-
riable u.
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be
I I ^^

I Í ^1 i r l t ^^ 11,01r

w
i 1 iiiltl

Calcular las siguientes Integrales Inmediatas:

a) (6(x5+ 5X+ 5x+ 5)dx

a
c) f x dx

1 +x2

b)
(60(s^+ 1 +5+X)dx
f x5 x 5

d) j f + /X dx
J x

dx

ex 3X

Ln3 + 1

3 ax' , n nf

Aplicando el Método de Sustitución , calcular las siguientes Integrales:

a) f (x - 5)' dx

c) f lox dx

3 + 5x 2

e) f e'Cos x dx

g) f xex - dx

f Cos f dx
i)

Vx

k) f

e +

e x I

m) x

f 1 + X 8

o)

f

'4

dx

dx

dx

b)

d)

f)

fX4(1 +x5)8dx

x
dx

3 +x2

Lnxf
dx

x

h) 6 Sen x dx
f 5-2

j) e zz

f

1)

dx

sf eX+ 1

f Tanx Ln(Cosx) dx

n) f Senx

1 + Cos 2x

p) dx
f

8-3 Aplicando el Método de Integración de Por Partes , calcular:

a) f x Cos x dx b) f Ln x x' dx

c)

e)

d) f x Sec 2 x dx

x3eX dx

x6+6 SX/Ln5+15x2+30x
s

50 x 6 I Sx -a + 300Ln x + 6x 2

^ -
9x+3x3 ; 2fx+3

3
/

2x3+3x2+6x+6Ln^x-l

8(x-5)8 45(1 +x5)9

2 3+5x2: 3+x2

esmx Ln 2x

2

LerZ 3LnI5 -2CosxI
2

-(ex+ l)32 -2(ex+ 1)1n2Sen x 2

3

x+2LnIl -e-x1 ; -Ln2_Cosx_
2

Arctan x a : -Arctan(Cos x)

2 x+I -2Lnk x+I +I1 ;

(x+ 1)3r2 +(x- )3 rz

3

xSenx+Cosx : -xSLnx--xe
8 64

Xesx-! esx xTan x + LnlCosxl
5 25

-x2Cosx+2xSenx+2Cosx er(x3-3x2+6x-6)

X 2 Arctan x - x - Arctan x e 2x(3 Sen 3x + 2 Cos 3x)

g)

i)

k)

h) f e 2x Cos 3x dx

f x m Sen x dx

1)

2 2 13

Cosen -'xSenx m - 1 fCosm-ZZdx
m + m

-x mCosx + mxm -' Senx - m(m - I) fxm -'5enx dx

f x2exSenx dx ex7(x2 - 1) 1 e%X2 - l)Senx - (x - l)2Cosxj
2
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8-4

a)

c)

e)

g)

i)

k)

Aplicando el Método de Expresiones Cuadráticas . integrar:

1

4x 3 dx

x°+I

b)

X6

S dx

+II

dx

1
2x dx

1 + 4x

Cos x dx

1 + Sen 2x

Lnjx4+11: Lnjx9-11

6Lnlx5+ 11 2Ln1xz +6x+ 1

5 5 3
1 Arctan X : 7 Arctan X

Y5-

1 Arctanx+2 1 Arctanx-3
4 4 5 5

1 Lnlx2 +6x +S8) -!Arctanx+3
2 7 7

Sx - 9 Lnlx2 + 6x + 341 18Arctan x + 3

Aplicando el Método de las Integrales Trigonométricas. calcular:

a) f Sen °x Cos x dx b) ( Sen 4x Cos 3x dx

c) f Sen 3x Cos 2x dx

e) f Sen 4x Cos 2x dx

g) f Sen 3x Cos Sx dx

fTanxSec2xdx

3

f Cos x Cos 22x dx 1) f X dx
Cos °13x

k)

m)

I)

h)

1)

1)

d) f Sen sx Cos 3x dx

f) f Cos 4x dx

h) f Sen- Cos? dx
3 3

1)

9x 8 dx

X9- I

(x + 3) dx

2+6x+1

1 (5x2 + 12x + 26)dx

x2+6x+34

J

f Tan 2x Sec 4x dx

Sen 2x Sen Sx _ Sen'x

7 5 7

Cos sx - Cos 3x Sen °x _ Sen 8x

5 3 6 8

x - Sen 32x _ Sen 4x 3x Sen 2x Sen4x

16 48 64 8 + 4 32
Cos 2x - Cos 8x 3

Cos
x _ Cos x

- -
4 16 2 3 2

Sen x + Sen 3x + Sen Sx ; 3 Cos - '3x + ! Cos snx
2 12 20 5

Tan 2x Tan sx Tan 3x

+2 5 3

- Cot sx + Cot 3x _ Cot x - x : LnlTcnx l
_ Csc 2x

5 3 2f Cot°x dx n) f Secx Csc3xdx

o) f Tan 3x dx p) f Sec Sx dx Tan2x +LnlCosxl Sec3xTanx + 3SecxTanx + 3LnlSecx+Tanxl

2

1 Arctan (2x) Arctan(Sen x)
Ln2

4 8 8

Por el Método de Sustitución Trigonométrica, integrar:

b) 3 d 22 2 ` 3
x x -x2 (a -x ) 2 z 2

f c2 _X2 4x
-a

3
a x

d)
f 2-a2 dx

22 +x2 x X_a2 - 22LnIx+ x -c2

4x 2 2 a

1 2 dx 1 x X+
2- 2

1 X 2 - 1 - Arccos- - 1Íx2_a2 + á Ln!

a

YXI ' a 2 x 2 2 a

h) 54 dx -x
A

2
2;rctanx+ 2 3x+6

f (x2+4x+13)2
resen

2 3 x2+ 4x • :3

5
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Aplicando el Método de las Fracciones Parciales, integrar:

a) f 3x - 9
dx

x2-5x+4

c)
x2

r dx
J x2-3x+2

e) (2x2+41x-9I)dx

x'-2X2-1Ix+12

(5x2 + 6x + 2)dxg)

i)

x3 +2x2 +x

(4x2 + 7x + 30)dx

f (x+3)(x2 + 4x + 8)

k) f (3x4 +Sx'- 2x+2)dx

(x2+I)2(x-1)

m) (3x 2 + x + 3)dx n)

x4 + 2X2 + 1

o) f dx
x°+-I

d) dx

f 4Cosx +3Senx+5

d)

2(x2+1)

1
: x+ - Ln I - -Arctan x3 Arctan x -

2'(x 2+ I) 4 x+ 1 2

2
1 Arctanx + 1 Ln 1 X + 3 x+ 1 + Arctan x
3 4^ x2-fx+1 .6 1-x2

8-8 Aplicando el Método de las Racionales Trigonométricas, integrar:

a dx b) 2 -Senx I x x
f dx Ln 1 (Tan + ^)/(Tan - ^)

1 2 + 3 Cos x 2 + Cosx ^ 2 2

c) dx

f 2 -Senx

e) 1 + Cot x
dx

f 1-Cotx

dx

f

b)

d)

o

h)

J)

1)

3 -2Senx+Cosx

Por la Sustitución Inversa y otras Sustituciones, integrar:

a) f 1

8x-x2

dx

dx

c)
x x2-2x-1

dx
e) f

x x2+8x+1

f (5x + 2)dx

x -4

(x 2 + 2)dx

f x3+4x2+x-6

J
(x2+3x-3)dx

x3 -x2

(3x 2 + x - I )dx

x3-4x2+x-4

J

(2x2 + 3x + 8)dx

x' + 4x

(x 2 + 10)dx

x4 + 18x2 + 81

f
x 4 dx

x4-

dx

I -4x-x2f
f (x - 3)dx

z2-6x+1

f x5 dx

I -x

Ln1 (x - 1)2(x- 4)f Lnl(x + 2)2 (x- 2)'j

x +Ln1 (x -2)41
: Ln1

(x - 1)"4(x +3)11/41

x- 1 (x+2)2

Ln1 (x - I)4(x -4)'. - 3 + LnIx - I1
(x + 3)7 x

LnIx2(x+l)'1 + 1 ; Ln1(x-4)31 +Arctanx
x+1

Ln Ix+3j
9

- 2Arctan x+2

Ix2+4x+8I512 2
3Arctanx + 2 LnIx1
2 2

1 +6x +3Arctanx+ 1Ln1 (x2+1)(x-I)41

Ln 12 + Cos x1 + Arctan (1 Tan x )

V3 2

? Arctan[ (2Tan x - l )/J] : -2/(Tan -x + 3)

V3 2 2
x

- Aresen (
x +1

x2 - 6x + 1
C2 -x

-Ln^ 1 +4x+ z2+8x+ 1 8 + 4x2 + 3x4 1 -x2

x -I5

8_ 1 o Aplicando el Método de las Integrales Binomias. calcular:

a)

f
dx b)

x (4 + 1)10

c)

-f

b)

f 3
x' 2 - z'

d)

fx I rl 7 2dx

dx

Ln1Senx -Cosxl : Arctan(Tan - - 1)
2

2
1
9 Arctan x + 1 x

54 3 1 8x 2+33

1 z-I

Aresen (x - 4) Aresen(x + )
54

-I 4 -(2 -x3)213

2(4; x + 1) a 9(4/X + l )9

,X2 I (1+x2-1
x 3 x 3

4x2
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Aplicando alguno de los Métodos de Integración

a) f x7 I +x4 dx b) dx

^x 2+3x

c) f
dx

X 2 - x x2 - 1

g) jelx (x3-2x2+5)dx

i) x dx
j2x

e

e+4ex-5

k) f Ln x - 1 dx

Ln 2x

m) Iresen x
j x2

o) j

q) f

dx

x + Sen x dx

1 + Cos x

dx

1 + Senx + Cosx

(x - I)6x-x2_ 5

du) j x

x I +x'

w) f Tanx dx

--.cular:

x + x2 771 - Arccos - -Arctan x
x x

Arctan x - x(I - x) x + 3 Ln 1 x - 3
1 -x x-2

e'x(3
3

x 2+
2x +

19 3e`r(
3 3

P-2-2 f +2)

1 Lnle' -II ; e(x+ I -x2)

6 ex+5 f-2

x'. (2Lnx+1)

Lnx 4x2

2 (Sen f - f Cos f )

X Tan x x+Lnj5enx+Cosx)
-
2 2

Ln I l + Tan X l :. 1 Arctan(Tan x)
2

VL 12

I 5-x F

x+2 x-I

1 Ln I ( 1 + x' - I )2 I -(4 + 3x 3)

3 X3 8x(2 + x 3) 213

1 ,'.n Tan x- 2Tanx + I 1 Arctan 2 Tan x

2Vi Tanx+ 2Tanx+1 C2 1 -Tan x

8-I2 Usando la definición de la Integral Definida. calcular

a) j 3.8x dx b) j 5 6x 2 dx
o 32:250

8-13 Aplicando el Teorema fundamental del Cálculo (Re; a de Barrow ) integrar:

a) 2 9x 3 dx
f

b) 5 (6x + 3)r
fo 2 36:72

c) 3 (6x 2 - 2x + I )dx
j

d) fW3 Tan xdx 46 : Ln2
, 0

e) x ex dx
f

f) + '•'Gxf2 ( -x Ln 9
8

o 0 x23x-2
2 312 - 1 2e'I

^ 2 h 2eg) j x I-x dx ) Lnxrx
j, 3 9

d)

f)

h)

1)

x2-5x+9ax

jx2-5x+6

fe f dx

¡eAmenx dx

f

L
n x dx

I)
i

x3

n) fSen f dx

f dx

p) J 1 +Tanx

Cos 2x

dx
t) f

(x+2) x 2 + 2x

V) dx
j x2(2 +x3)513

(I +x4)51 - (I +X4)31 Ln1 2+3 - V`

V2 2+3x + tL10 6
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191100,0800.
Una aplicación básica de las Integrales Indefinidas, se presenta en las Ecuaciones Diferenciales, que poseen la
siguiente Forma general:

dy =dx Í(x) y = F(r) + C

Donde: F(X) es la Integral Indefinida o Función Primitiva de /x) : c es una constante que.se puede calcular.
usando las condiciones iniciales dadas. la Ecuación Diferencia es de Primer Orden. Primer Grado,

E¡ 9-1 dy 2 Ecuación Diferencial , con una condición dada= 6x Donde : x = t y = 6
dx (Expresada por x = 1 entonces: y = 6)

dy = 6x' dx . r dy = f 6x 2 dx Despejando el Diferencial dy e integrando
ambos miembros de la igualdad.

y =2x3+C : 6 =2.13+C C=4 El resultado contiene a una constante C. para
y=2x3+4 calcularla se remplaza la condición dada.

las Ecuaciones Diferenciales pueden presentarse como modelos matemáticos de situaciones particulares de:
Geometría. Física , Economía. etc.

Ei 9-2 Se busca la Ecuación de una curva, de pendiente: m = 6x' ; si tal curva pasa por el punto (1.6)

dy = 6x' = m
dx

y=2x3+C

y=2x3+4

La Interpretación geométrica de una Derivada. expresa de que ésta es igual a
una pendiente.

Resolviendo la Ecuación Diferencial (Ver Ej 9-1) ; se obtiene la Ecuación de la
curva requerida.

Usando los conceptos de Integral Indefinida. resolver los Problemas:

a) La pendiente de una curva es: m = (-x/ a' - x') pasa por el punto: (a,0)
m = dy = -x ' dy = -x dx

dx
a' - x'

-x
f dy = f dx

J a' -X'

0 = C

y = a'-x'+C

C = 0 F a 7 7 7 i

Por concepto de pendiente que es igual
a la Derivada. Luego despejando el Dife-
rencial: dy

Integrando ambos miembros

Reemplazando la condición dada. para
calcular la constante C.

b) Un Móvil tiene aceleración : a(s) = 8 t: Hallar su Velocidad si: u(0) = 3

ate) = du = 8t du = 8t dt
dt

f du = f 81 dt u,1) = 41' + C u(o) = 3

3 = 4.0' - C C = 3 u(n = 4t'

La Aceleración se define como la Derivada
de la Velocidad. despejando e integrando.

Reemplazando la condición dada. Solución
completa de la expresión de Velocidad.
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Las Integrales Definidas se usan para calcular el Área que se encuentra debajo de la curva de: f(x) ; por encima
del Eje de abscisas, limitada lateralmente por los valores de: x = a : x = b (Tal como se muestra en la gráfica)

Dividiendo el Intervalo: a s x s b, en 4 Subinter-
valos (De longitud Ox)

Tomando: x, . x2, x3. x4 en los extremos infe-
riores de cada Intervalo.

En la Función f( se determinan:

f(x ) ' f(r2) ' f(x3)' 1(x4)' f(x5) ' f(r) >
0

Conformando 4 rectángulos, cada uno de base
O,x, altura G)
El Arca de cada rectángulo será el producto de su
base por su altura.

La suma de las Áreas de los 4 rectángulos, es
aproximadamente igual al Área debajo de la curva

de: f{x)

Y......................................................................

f (x4)¡ ................................................../

f(x3)

f (x2) J .... ............... :

4

S4 = R XI) A1x + f (x2) A2x
+ f (x3) A3x + f (X4) 'N4X f (xi) Ox - A

Similarmente puede conformarse otra Suma para más rectángulos (n Rectángulos)
n

Sn = Ef(xi) Ox - A
Ax=b -a

n

Al tomar más rectángulos, el Intervalo: a s x s b : se dividirá en más Subintervalos. los que a su vez disminuirán
en longitud. La mayor cantidad de rectángulos da un cálculo más correcto del Área debajo de la curva. En el
límite cuando n tienda a infinito se tendrá el Arca exacta (Cada Subintervalo tenderá a longitud cero).

n

L tm E f(xi) Ax = A
n— i-t

El límite anterior es a su vez la definición de la Integral Definida, por tanto:

Li
ftH 1

Interpretando geométricamente a una Integral Definida, se puede concluir, que esta representa al Arca encerrada
por la curva de f(x) : por el Eje de abscisas y lateralmente limitada por los Extremos: a, b

Anteriormente se tomó a x, como el Extremo inferior de cada Subintervalo, se puede tomarlo en cualquier otra
posición. siempre dentro de un Subintervalo. de todas maneras se llegará a las mismas conclusiones.

£L2-3 Se calcula el Arca encerrada por la curva de la Función, dentro del Intervalo indicado:

f(r) x2+1 : 1 s x s 3

r° f(x) dx = r3(x2 + 1) dx

7 J t

x3=(3 +x)

32

_ (3
3

.3) - (133 + 1)
3

3
(Unidades Cuadradas)

...41..... _ ...
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22 En los Intervalos indicados , calcular las Áreas de:9^2.

a) ¡(X) = 4x -x2 1 s x s 4

2 3

A = f b ¡1X) dx = f 4 (4x - x 2)dx = (4 2 - 3 )

42 _ 4' I2 _ 13 9
- (4 2. 3) (4 2 3 2

b) ¡(X) =er Osxs2

f b dx = 2¡r,,) f e X dx = e X

= e2 - eo = 6.39

4 Por defini-
ción de
Área

2 Se calcula la integral,
entre los extremos
indicados porel Intervalo.

El .Área está comprendido entre la curva de la Función, sobre el
eje X, lateralmente se limita por el Intervalo sobre el eje X.

c) 4X) = Sen x: O s x s rr/2

A = r b ¡íX) dx = fo°n Sen x dx = (- Cos x)

_ (-Cos z)-(-CosO) = 1

mn

w

d) x 2 +Y2 = R 2 (Área de un Círculo de Radio R)

Despejando: ¡(X) = y= R 2- x 2

Tomando en cuenta la simetría de la figura . bastará calcular el
Área del 1"Cuadrante, para luego multiplicar por 4

1 R

A= fb¡ dx=4fR RZ-x2dx=4(X R2-x2+R Aresen X)
jo rX) 0 2 2 R

= 4 I (I R R 2 - R 2 + I R 2 A resen R) - (2 0 R 2- O2 + 2 02 Aresen 0)
2 2

= 4((0 + L R2 2) - (0 + 0)) = nR2

e) x 2 + y 2 = 1 (Área de Elipse de Semiejes p. q)
p2 q2

Despejando : ffXr = y = p 5T-1-X2
q

Por la simetría de
la figura. se cal-

A = f b ¡^X) dx = 4 f P P p 2- x 2 dx cula solo en el I-
q Cuadrante y se

I -- 1 x v multiplica por 4.
= 4 q (2 x p2 x2 + 2 p2Aresen q)^

= 4 P (1 p p2 p2 + 1 p2Aresen p) - (1 0 p2 -O2 1 p2Aresen
q 2 2 p 2 2 a

= npq
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ÁREA ENTRE CURVAS

El Área encerrada entre dos curvas (Determinadas por f(x) , g (x)) se calcula mediante la relación:

Calculando: A,. A2 de la gráfica adjunta , por IX-2

A^ = fa fIXI dx

Si: f(x) = x2 - 6x + 13 :` g(x) = x- 1

El Área que se desea calcular es: A (Es el Área encerrada entre las
curvas de f(x) • g(x))

A = A^ - A 2 = .f' b f^XI dx g(x) dx
a a

J b
U(x) -

g(x)) dx
a

EL9-- 4

9=1

a)

b)

En el Intervalo: 2 s x s 5

A = J b
V(.) - g(x )) dx = f.b ((x 2 - 6x + 13) - (x - I )l dx

= f25 (x 2 - 7x + 14) dx = (3 - 7 22 + 14x)

5

2

2 z=(3-7Z+14•S)-(2 -72 +14.2)=IS

A2 = fb g(x) dx

3 2 L

Hallar el Área encerrada entre las curvas (En los Intervalos indicados, o entre sus Puntos de Intersección)

f(x) = - x 2 + 1 Ox - 19 : g(x) = 5 - x

En el Intervalo: 4 s x s 7

A = f b U)x) - g)x)J dx = f47 ((- x 2 * 1 Ox - 19) - (5 - x)jdx

x 3 x2
' (--+ 1I- 2 -24x)(-x2+11x-24)dx =

3
f

4J C
2 3 I7 327

_ (-
7

+ I I - 24.7) - (-
4 + 11

4 - 24.4) =
3 2 3 2 2

f(.) = x * 4 : g(x) = x 2 - 6x + 10

y = x+4 x = I y=5

y =x2-6x+10 x=6 y=IO

Para hallar los Puntos de Intersección, se resuelve el Sistema
constituido por las dos ecuaciones:

............

6 ((x * 4) - (x 2 - 6x + I C.)] dx'' (f(.) -
9,,»

dx = fA = f 12,, ,,

6 2
x3 x2 125

- 6x)7(- 3 Z
6
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ÁREAS NEGATIVAS

Para calcular correctamente un Área, que contenga sectores negativos, donde no se cumple necesariamente que:

3

f(X) > 0 , el Arca debe calcularse por:

1 11
1 011 111

Esta expresión toma como positiva el Área positiva, yconvierte a positiva un Área negativa (La que se encuentra
debajo del Eje de Abscisas)

Ei 9-S ((X) = 4 - x2 ; 1 s x s 3

En la gráfica se observa que parte del Área a calcular es
negativa.

A= fbif,,)1 dx=Lr414-x2Jdx

Desarrollando el Valor Absoluto, en el Intervalo de Integra-
ción, de acuerdo a si la Función es positiva o negativa.

A = f3 14 -x 2 J dx = f2(4-x2)dx+ f3- (4 -x 2)dx
r i 2

x3
_ (4x- 3) - (4x -

X
3 )

2 3

2

J J J

= ((4.2 -?)-(4'l-^ )) -((4'3-3)-(4'2-?)) =(
51

-(-
71

= 4
3 3 3 3 3 3

Halar las Áreas de las siguientes Funciones. en los Intervalos indicados:

a) f(X) = x2 - 8x + 15 ; 2 s x s 7

b)

15x) I - (3 - 8 2 + 15x) L + (3 - 8 2 + 15x)
3 - 8 2 ((„ 3 2 3 23

En la gráfica se observa que el Arca es positiva, luego nega-

tiva y otra vez positiva, desarrollando el Valor Absoluto:

f 2
A =

fb
'f1,,1 dx = f7

Ix2 -8x+ 151 dx

= f 3(x 2 - 8x + 15)dx + f s - (X 2 - 8x + 15)dx +
2 J

+ f7 (x 2- 8x +15)dx

X3 X2 J 3 X2 X3 X2

f,") =
3VX-

: -8sxs8

Si bien se tiene un Área negativa , se calcu ! a solo el
Área positiva , para luego aprovechar su simetría.
duplicando lo calculado . (El Área positiva es igual al
Área negativa)

A = f b f,,, dx = J 1 ^ dx = 2 f ° yx dx

=2(X )
a A!J

= 2(
R,13 0

4/3
) = 24

28
3

s

......:....... ...... ......... ...... ... ñi•i • .....:............... ^.....

... .. ... . . ... ... .. 2 ... .

7

....1..... ... ... . ^....
X

................................

...........;.......;....2 .......... .......................
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ÁREAS SOBRE EL ESE Y

Para el adecuado cálculo de Áreas , en algunos casos es conveniente plantear las Integrales en términos de: y (La
Variable independiente será: y)

1-4 P f^ 1
La justificación de esta relación se basa en que es posible conformar Rectángulos horizontales, para aproximar
el Área de una Región. (Originalmente en la definición se plantearon Rectángulos verticales, para en el límite
determinar el Área)

Si: y=3+ 4-x : 0 sxs4

La Integral es dificultosa en términos de x. por ello se planteará
en términos de y,

y = 3 + 4-x x =g(r) =-y2+6y-5

05x14 1 sy15 Despejando x.
n _ r d _ a.. _ r si ., z \ ,,, que se 'constitu-

Y3 + 6 Yz - 5Y)
3 2

s
32

1 3

ye en la Función
a integrar.

Se determinan los nuevos extremos para y, de acuerdo a los iniciales extremos de x

Mediante el adecuado planteo de las Integrales. hallar las Áreas indicadas:

a) Si: y = x + 1 : y = 2 + x+I

A = d- ldYJ , U (Y) b(Y) y = 2+ x+ I

x=0=> y=I
x=3 = y =4

A = f dU - g)dy = f 4 [(y - 1) - (y z - 4y + 3)ldy

z
= f'4 (y z + 5y - 4) dy = (- 3 - 5 z - 4y)

9

= 2

Se trata de Área entre curvas, su planteo se efectuará considerando que J(r) : g(Y) son Funciones de y.
A su vez c d son los valores de y en las Intersecciones entre las Funciones.

b) y = 4x : 4Y = x : xy = 16 ( I er Cuadrante)

Intersectando de xy = 16 x = 2
dos en dos las curvas y = 4x y = 8

x=4y x=8 y=4x x=0
xy = 16 y = 2 x = 4y y = 0

Todos los puntos están en el 1"Cuadrante. como la
dificultad en el planteo es igual tanto en términos de
y como de x, se calculará en términos de x

A = f b (((x1 - 9(x) 1 dx
a

=
x e 16

f

z
(4x-dx

x
+ fz (X - 4)dx= 32 Ln 2

0
4)

.... .. .. ... .

.....:.......:.......:..................

zy=16
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El Volumen de Revolución generado por: y = j¡x) en: a s x s b ; por Rotación sobre los Ejes X. Y respecti-
vamente se calculan por:

G

K ROTACIÓN SOBRE EL EIE X

Si: y = (I., en: a s x s b rota sobre el Eje X ; Un elemento
de Volumen (Un disco) de espesor : &x, tendrá el Volumen de
un Cilindro:

AV=ny2Ax
El Volumen total en el Límite es:

n n

n-- i-I n-- i-I

.V = Lím '' A V = Lím 7 ny 2 Ax = i b ny 2 dx

E¡ 9-7 Si: y =x2:O s x s 2

s 2

V= n f b y2dx = n f 2(x 2Y
2dx = n x = 32n

a o 5 5

1. 3

....................

.............. ..............1...................................

ROTACIÓN SOBRE EL EIE Y

Si. y = f(x) en : a s x s b rota sobre el Eje Y: Un elemento de Volu-
men (Un disco) de espesor : Ay . tendrá el Volumen de un Cilindro:

AV = nx20y

El Volumen total en el Límite es:
n

V=Lím E 0.V=Lím E nx2Liy = fdnx2dy
n_- i.1 n-- i•I

Usando el Teorema de Bliss, V = n d x2d
y

J = 2n ¡b dx
se obtiene la Fórmula: f^ a

Ei 9-8 Si: y= 4- x 2 ; 0 s x s 2

V = 2n f b xydx = 2n f 2 x(4 -x2)dx
a o

X2 x4 22
(4x -x2)dx = 2n(4 2 - 4 = 8n

9-6 Hallar el Volumen generado por: y = YX : en: -I s x s

=2n f x" dx=2n
0

V =n fby2dx = 2( n fi (,^x-)2 dx1
a o

x sn 6n

5/3 5

Note que la rotación genera dos cuerpos.

Usando la fór-
mula respecti-
va y por la si-
metría de la
figura:

.. ........
... ..

rotando sobre el Eje X

X.

1 11
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Hallar los Volúmenes de Revolución, generados por las siguientes funciones:

2 + y 2 = R 2 (Circunferencia sobre el Eje X)x

Al rotar una Circunferencia , genera una Esfera . Usando la
fórmula respectiva y la simetría de la figura:

V = Ti f b y2dx = 2[n f R( R 2 - x2) 2dx]
0 0

o= 2n fR(R2 - x2)dx = 2n(R2x - 3 ^ )

R

4nR'

3

Note que rotando la Circunferencia sobre el Eje Y, el Volumen
será el mismo.

b) y = Vrx : y = x: O s x s 4 Sobre el Eje X
2

Generalizando la fórmula respectiva , para el caso de rotación
de un Área entre curvas.

V= n f b y 2 dx = Ti f b U12 - g(2) dxx) x)
a a

= n f4( (r)2 -(x 22 dx = n f°(X -

x 2 1 x' 8n

TI( 2 4 3 3

c) (x - 3)2 * y2 = 22 ; Sobre el Eje Y

El cuerpo que se genera es un Toroide: usando la
fórmula respectiva y su simetría.

b
V = 2n f bxydx = 2[2n fSz 22 - (x-3)2dxl

. ^

Para resolver la Integral : z =x- 3 dz = dx . usando
los resultados de P-8-10-e

V = 4n f 2 (z +3) z2 dz
- 2

_Z2

= 4n[ (4 ) + 3 (? 4 - z2 + 4 Aresen Z)]
-3 2 2 2

2

-2

4 .

...........

¢ _-.... .. ..............

d) y = Ln x: 1 s x s e : Sobre el Eje Y

Utilizando la fórmula respectiva e integrando Por Partes ° ° ° -- -° °'2

V= 2 n f b xy dx = 2 n f` x Ln x dx
o ,

2 2

2n(X Lnx- -X)
2 2 2

e

= 2n(e2 + 1)
4

Note que las Regiones de los anteriores incisos
c), d) no inciuyen al Origen de Coordenadas.

•300-

3

1

3

3

3

3



la Longitud de curva de: y = ((X) en: a s x s b: puede calcularse por las Expresiones:

Tm

N

Un elemento de longitud, en términos de: Ax, Ay es:

As (Ax)2 + (Ay)2 (Por Pitágoras)

La suma de estos elementos en el Límite, será la Longitud total de la curva.
n n

s = Lím E A s = Lím (0.x)2 + (A y)2

rt

Lím
n-- ¡-I V

S = f b I +(y")2 dx = f ° I +( x- I)2 dx
a I

Similarmente pueden obtenerse otras expresiones de s Si la
curva está dada en Forma Paramétrica, su longitud es:

Ei 9-9 Longitud de: y = 1 + ? s x s 4
3

= 3 ^ 13 (I"' Forma)= f14 Vx dx x

S

^ I

d .....
Y

... ... ......... .........._

C

Ay

X

: 2 + (dty ) 2(d)= ff` dt

1 g_8 1 Hallar las longitudes de las siguientes curvas, aplicando la respectiva Forma:

a) y I(x2+I) I x s 3
2

Aplicando la I «'Fórmula

s
f b

íI + (y •)2 dx = f3 I + (x)2 dx
a I

_ (X I
+x2 + ! Lnl x + f¡-7x-21) I = 4.5

2 2

b) y2 x :-I sys2

s b j 1 + (x ")2 dy f 2 t + (2y)2 dy Aplicando la 2°a Fór-
mula de longitud.

)2 dx1 + (0x)

2
Ax •

1ab 1dxy

Integrando
luego por la
Integral N°
32 de la Ta-
bla

= 2 f2 (2)
2 + y2 dy

r

Reordenando para
integrar.

y2 6.13
22

Z) 2 y2 r

Z
2-j2 Ln1y + 1 (Z)2

Por la Integral N° 32 de la Tabla.

2

^...^ ^... .<..... i

--- f.... .. .. ..^ ...................

^^ ... .. ... . . :.... ... ..
.......... ....... .......

_-6IY .._....... . ........

4 ......... .:....... ...... .. ... ..... ... ..

.... .. +... .. ... .. ..... .

..2

2 4 6
.......... ... ._ .... ...........
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Las Áreas de las Superficies de Revolución, generada por: y='(x) en: a s x s b ; Por rotación sobre los Ejes
X. Y. respectivamente se determinan por:

ROTACIÓN SOBRE EL ElE X

Un elemento de Superficie lateral de espesor: As

¿S = 2 ny Os (Área lateral de Cilindro)

La suma en el Límite . determina la Superficie: S
n

S = Lím 2nyAs = fs= 2nyds

Ei 9-10 Superficie de Revolución de y = 2x + 1 . Si: 1 s x s 3

5 2 n f12 yds = 2n fb y l (),Pdx
o

= 2n f ' ( 2 x + í 1- - -+ 22)2 dx

= 2n r5 (2 x + x) = 20CS n
2

ROTACIÓN SOBRE EL ElE Y

Un elemento de Superficie lateral de espesor: As

AS = 2 nxLs (Área lateral de Cilindro)

La suma en el límite, determina la Superficie: S

S = Lím E 2nxAs = f 2nxds
fn - . i -1

E Superficie de Revolución de y = 4 x2 en: 0 s x s 2

5 = 2 n x ds = 2n f b x l+ (Y .)2 ^......
......

= 2n f 2 x l + (- 2x)2 dx ...............-

i

2n I (1 -4x2)2
12

n(1 7'n - 1) = 36.18

6

El uso de cualquiera de las formas de ds es indiferente en cualquiera de las rotaciones. se lo elije con el cr::erio de que
la Integral resultante sea más sencilla. Cambiando de ¿s. el anterior Problema podía plantearse así:

a -1 2 Este cálculo es ligeramen-
5 = 2n x ds = 2n ( x 1 + (x')2 dy = 2n f," (4 - y) 1 + ( ) dy te más complicado al an-

1 2 4- y terior. Sin errtargo con
f (17 y)3n - r ^a ) otras Func!cres es mu-

n 4 ¡77: 4y dy = n ( - 4 ) n(i ' - 1 = 36 13 cho mas cc e-.ente pro-
-6 p 6 ceder come e- es-e caso

1
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Hallar las Áreas de Superficies de Revolución siguientes:

La Circunferencia: x 2+ y 2 = R 2 sobre el Eje X

Al rotar la Circunferencia sobre el Eje X, determinará una Esfera, de
Radio R . Usando la correspondiente Fórmula y su simetría.

S=2n fs'yds=2n by^l +(y1)2dx
J°

= 2(2n f R( R2 -x2) I + ( -x )2 dx]
o R2 _x2

R

= 2(2n RRdxj =4nRx =4nR2f
o

b) La Semionda: y = Sen x : sobre el Eje X

S = 2n (S' y ds = 2n rbY I +(y')2 dx

= 2n (n Sen x I + (Cos x)2 dx
0

= 2n f -' V I + u 2 (-du)

u = Cos x
du = -Sen x dx

Usando la Formula
N° 32 de la Tabla

_ -2n(2-u l + u2 + Ln1u + 1 u2J) = 14.42

c) La Cicloide: x = a(t - Sen t) : y = a(l - Cos t) Sobre el Eje X : 0 T. t s 2n

Usando el respectivo ds en Forma Paramétrica

S = 2n y ds = 2n , Y
(x)2 +(y )2 dt 2aY ...:.........

s , ,

= 2n f 2n a(l - Cos t) (a - a Cos t)2 + (a Sen t)2 dt
0

= 2n F2 a 2 f 2n (1 - Cos t)"2dt = 8na 2 f 2n Sena t dt
0 o 2
t r len f, dn 2n

-lit? ..................:

La Cicloide es una curva que se forma por la trayectoria de un punto fijo de una Circunferencia al rodar ésta.

= 8na2 (- COSa-
3 2

d) Astroide: x = a Cos 3t : y = a Sen 3t Sobre el Eje X

S = 2n y ds = 2n y (x/)2 + (y)2 dt

= 2[2n f 2n a Sen 3t(3a Cos t Sen t) dt]
0

= 2(2n3a 2 Sen't) = 12a 2n

S 5

la Astroide es una curva que posee cuatro vértices donde se
presentan Puntos Angulosos.
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CENTRO GEOMÉTRICO

El Centro Geométrico de una Masa ( llamado también Centroide, Centro de Masas . Centro de Gravedad), que
ocupa un Área , es un punto en el cuál se supone concentrada toda su Masa ( Se supone que el espesor del Área
es uniforme ). Si: y = flx) en : a s x s b : El Centro Geométrico se calcula por:

MOMENTOS

El Primer Momento (O simplemente Momento) de una Masa qué ocupa un Área , con respecto a una Recta, es
el producto del Área por la distancia de su Centro Geométrico a tal Recta.

Si Mx MY son los Momentos con respecto a los Ejes X , Y ; siendo C x, y) el Centro Geométrico , se tiene
respectivamente para:

M
Distribución Discreta: Mx = y A My = x A : x = y

M
d - XM b= - b 2 xy x :Y = fDistribución Continua: Mx f y dx :

2 a a

El Arca puede determinarse, mediante una Integral Definida: A = f b y dx
a

Ei 9-12 Si : y = x2 ; 0 s x s 2

fbydx= f2 x2dx= x = 8
a o 3 3

M = 1 = 1b 2 db (x2)2 dx = 1 x5 = 16f y x

2
fa

f 2 5 5

42
MY = fab xy dx = f2 x(x 2) dx = 4 = 4

- M 4 3 - Mx 1615 6Y
x = - = - = - . _ - _ _ -
A 8/3 2 A 8/3 5

Hallar el Centro Geométrico de la Semicircunferencia: x 2 + y 2

A = fbydx = fR R2-x2dx
a R

(X R2 -x2
2

f, y dx f R x yR2 -x2 dx = 3 (R2 _ x2)3/2

R I
=-nR2

-R 2

3

Mx= - fby2dy = - fR( R2-x2)2dx= -(R2x-X )
2 a 2 R 2 3

N.,1 =
7

X 2 - _
- M

1 R 2 Aresen X )
2 R

0

R 2, calculando el Arca y los Momentos:

R 2R3
e

-R 3

R

=0

-R

=0
- Mx =2R'/3 -4R

A rTR 2/2 3nA nR 2/2
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Diversos conceptos muy importantes en Física como ser : La Fuerza , El Trabajo, etc, se definen en términos de
Integrales: puesto que toda vez que se trabaja con Distribuciones Continuas, se requiere de Integrales.

PRESIÓN

La Fuerza ejercida por Presión, de un líquido sobre una Superficie Plana se calcula por:

6 Pl ir

Una columna de un líquido de altura: h de Peso específico
determina una Presión: P = y h

La Fuerza F sobre un Área A de esta Presión es:
F = PA = yhA = Yh(xy)

Si el Área está sumergida, un elemento de Fuerza es:
n n

F = Lím E A f = Lím F Yyx n,iy = J d Yyx dy
n— i•I r i-

{ r

En el límite la suma de los elementos de Fuerza. determinan la Fuerza Total por Presión, note que la variable
básica es y . La Presión varia con la altura.

Ei 9-13 Una Placa rectangular de altura 8 y lado 6 está vertical-
mente sumergida, en un líquido de Peso específico: y = 1

Se calculará la Fuerza por Presión (Se toma y como posi-
tiva al descender de nivel)

F = f d yxy dy = .8 1 •6•y dy = 6 Y f = 192
c o 2 b

La variable es y. en cambio x trabaja como una constante.

17-77-1
9-LI Hallar la Fuerza debida a la Presión ejercida por un líquido de Peso específico y. sobre Áreas que están

verticalmente sumergidas.

a) Triángulo Isósceles , base 30 , Altura 20, y = 1 . la base del
Triángulo está sobre el Nivel,

Se toma el Origen de coordenadas , en el centro de la base,
por simetría se calculará solo sobre una mitad.

La Ecuación de Recta entre : (15,0) : (0,20)

y-0 = 20-0 x=- 3y+15
x- 15 0-IS 4

F = Icd Yyx dy = 2(r =0 y(15 - ! y)dyj = 200

b) Semicircunferencia de Radio 2 con base sobre el nivel.
tomando un peso específico y = 6

Ecuación de Circunferencia : x' + y2 = 22

F = dyyxdy = 2(f
°

2 6y 22 -y2dy) = 32
r



APLICACIONES DE LAS INTEGRALES INDEFINIDAS

Aplicando los conceptos de VII-6 (Aplicaciones de las Derivadas en Economía)

COSTOS

Si el Costo Total es C(X. • el Costo Marginal : Cm se definía anteriormente como:

Por tanto el Costo Total es la Integral del Costo Marginal. Para calcular la constante de integración c de las
integrales. usualmente se especifica una Condición Inicial (Para x = 0), tal como el Costo Fijo.

EJ^9- I El Costo Marginal es: C. = 16 - 2x : Hallar el Costo Total, su Costo Fijo es: 50

Ct.)

Ceo)

CIX)

= f Cm dx

= f (16 - 2x)dx = 16x - 2 X 2 +
,1 2
16x -x2 +c

16.0-02+c=50 ' c=SO

16x-x2+50

Ecuación del Costo Total (Sc asume que los Costos
están en Unidades Monetarias).

Reemplazando el Costo Marginal e integrando.

Calculando la constante c o Costo Fijo, cuando: x
=0

Ecuación final del Costo Total.

1

Cp

Si el Costo Marginal es: C. = 18 + 8x - 6x2: el Costo Fijo es 32. Hallar el Costo Total y el Costo

C)o) = 18.0 + 4.02 - 2.03 + c = 32

C)X) = 18x + 4x2 - 2x3 -32

I8x*4x2-2x3+c

Promedio.

C(X) = f Cm dx

_ f (18 + 8x - 6x 2)dx

CIX) _ I8x+4x2-2x3+32

x

Ecuación del Costo Total

Reemplazando el Costo Marginal e integran-
do.,

Luego se reemplaza la Condición inicial. para
calcular la constante.

Ecuación final del Costo Total.

El Costo Promedio es el Costo Total entre el
Número de unidades.18+4x-2x2+ 32

x

x

c = 32

Ti] Hallar el Costo Total. si el Costo Marginal es:
Costo Total es de 40

C(X) = f Cm dx

= f(60e2x ° - IS)dx

= 60
e2x-e

Cm = 60 e2,,-8 - 15 *. sabiendo que cuando: x = 4 : el

- ISx+c = 30e 2x " 5 - ISx+c
2

C)4) = 30 e"' _ " - 15 - 4 * c = 40

C(X) = 30 e 2r ° - I Sx • 70

c=70

Ecuación del Costo Total

Reemplazando el Costo Marginal

Integrando por P• 8• I I -e

Calculando la constante. mediante el dato
de: C(4) = 40

Expresión de Costo Total.

3

9

9
i
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INGRESOS

Similarmente a los Costos , el Ingreso Marginal Rm ; conociendo el Ingreso Total : R(x), se definió anteriormente
como:

Por tanto El Ingreso Total es la integral del Ingreso Marginal. Para calcular la constante de Integración (c), suele
usarse la condición de que el ingreso es cero cuando la Demanda es cero.

EE 9-15 El Ingreso Marginal es: R. = 12 - 4x - 9x2. Se halla el Ingreso Total y la Demanda, tomando en
cuenta que cuando la Demanda es 0, el Ingreso es 0.

R(x) = (' Rm dx

x2 x3
= f(I2-4x- 9x2)dx= 12x-4--9-+c
J 2 3

12x-2x2-3x3+c

R(0) = 12.0-2 .02-3.03+c=0 c=0

R(x) = 12x - 2x 2 - 3x 3

y =
R(x) 12x - 2x2 - 3x3 = 12 - 2x - 3x2

gte. Hallar los ingresos Totales , de los Ingresos Marginales : Rm = 60 e ' R. = 40 e2x

R(X) = f Rm dx R(X) = f R. dx

R(0)

R (X)

1m

= f 60exdx

= 60e x + c

=60e°+c =0

=60ex-60

e = -60 R(0)

R(X)

4

Ecuación del Ingreso Total (Las Uni-
dades son monetarias)

Reemplazando el Ingreso Marginal e
integrando.

Tomando: R(0) = 0. para calcular la
constante.

La Demanda es el ingreso Total entre
el N° de Unidades.

= f 40 e 2x dx

=20e2x+c

= 20 e° + c = 0 c = -20

= 2x20e - 20

Si: 1 es un indice de inflación . p es una cantidad de pesos impresos , hallar
1 a partir de : (Cuando : p = 0.25 . 1 = 1.8)

1 3F
p*0.24 +

dl = ( 1 + 3 .) dp
p +0.24

f di = f (p + 0.24 )- "2 + 3 p 112) dp

1 _ (p+0.24 ) 12 3R+3P +c

1/2 3/2

11D1 2(p +0.24)^rz + 2p31 + c

11025) = 2 (015 +0 . 24)12 + 2 (0.25)312

e = 0.15

= 2(p 0.24)1/ 2 p v2 0 15

= 2 p+ 0 24 + 2 p 3 0.15

+c = 18

di ►

+
3 p

dp p+0.24

Ecuación de Indice Inflacionario respecto de
la variable p

Despejando di

Integrando ambos miembros de la Ecuación

Ordenando la Expresión de 1(p)

Para hallar la constante se usa el dato cono-
cido de

: 1(0.23) = 1.8

Reemplazando y ordenando..
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APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS

Al igual que las integrales Indefinidas , las Integrales Definidas, brindan amplia utilidad én la Economía , entre los
varios conceptos que pueden determinarse con la ayuda de estas Integrales, se tiene: -

EXCEDENTES DE CONSUMIDOR

Si una Función de Demanda es: y = f(x (El Precio es y . las Unidades
deman-dadas : x)Tiene su Punto de Equilibrio ( Intersección con la Oferta)
en (x0, Yo).

Existirán consumidores dispuestos a pagar un precio mayor a yo - La
Demanda Total del Consumidor se definirá como : EXCEDENTE DEL
CONSUMIDOR. que se representa gráficamente como el Área indicada.

La evaluación del Área puede efectuarse mediante:

Ei 9-1 6 Una Función de Demanda es: y = 18 - 3x Su Punto de
Equilibrio está en: (4.6)

E, _ f x° f) dx - xo ya = f 4 (18 - 3x)dx - 4-6
0

2
_ (18x-3 X )

2
- 24 = 48 - 24 = 24

4

o

EXCEDENTES DE PRODUCTOR

Si una Función de Oferta es y f(K) (El precio es y . las Unidades
ofertadas x) Tiene su Punto de Equilibrio ( Intersección con la demanda)
en: (x0. yo)

Existirán productores dispuestos a vender a un precio menor a y,
Entonces la Ganancia Total del Productor se definirá como : EXCEDENTE
DE PRODUCTOR, se representa gráficamente como el Área indicada.

La evaluación de tal Área puede efectuarse mediante:

IMP1 I7^^i I^I
E Una Función de Oferta es: /j, = 6x2 + 30 . Su Punto

de Equilibrio está en : (5.180)

Ep = X. Y. - r x° (ix) dx = 5.180 - ( s (6x 2 - 30)dx
o 0

900 - (6 X + 30x)
3

_ 900 - 400 = 500
lo

Yo

Otras maneras de calcular los Excedentes de Consumidor y de Productor. usando los mismos conceptos son

^^I,!,( 41f Ilii{i^l^l
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11111111 MNI14.
La Integración Numérica consiste en la determinación aproximada de una Integra:' Definida, mediante Métodos
Numéricos. Los principales Métodos son:

MÉTODO DE LOS TRAPECIOS Este Método calcula una Integral Definida. mediante la relación:

Para una mejor aproximación h debe ser pequeño, para ello se elige n según: h =

1

n

MÉTODO DE SIMPSON Este Método calcula una Integral Definida , mediante la =elación:

¡(b) = ¡(a - nh)

Para una mejor aproximación h debe ser pequeño, para ello se eligen par según: h = b -a : ¡(b) = ¡(a . nh)
n

Ei 9-18 Se calculará:

('' 1 dx
, x2+1

Por Trapecios:

Eligiendo: t = 6

Si: ¡(X)= 21 h_b-a=4-1 =0.5

X 6 6

¡ b ¡(x) dX = 2 [f(.) + 2! (a • h) + 2 fi. • 2h) + 2 ¡(a . 3h) + 2 ¡(a . 4h) + 2 J{o - 5h) + ¡(b)]

I
4 1 dX = 025 U(.) + ¡(.. s ) + ¡(2 ) ± ¡(2. 5 ) + ¡(3) + ¡(3s) + ¡(4 ) ], x2

0-5 (0.500 + 0.615 + 0.400 + 0.276 + 0.200 + 0.151 + 0.059] = 0.55
2

Por Simpson:

f ab ¡(X) dX = h [! (a) + 4 ¡(a . h ) + 2 ¡(a • 2h) + 4 ¡(a • 3h) + 2 ¡(a . ^h) + 4';a • Sh) + ¡(b) ]

'
2
1 dx = 0- 3 5 (¡(^) + «(..5) ' + 2¡(2) + 41(2.5) + 2¡(3) + 4f * ¡(4)]

J^ z+^

0-5 ]0.500 + 1.231 + 0.400 + 0.552 + 0.200 - 0.302 + 0.059] = 0.54
3

El cálculo exacto de la integral , por definiciones previas es:

('
1

dx = Arctan x = Arctan 4 - Arctan 1 = 0.540
t X2 + 1

Comparando resultados. el
Método de Simpson, brinda
resultados mas exactos.

No todas las Funciones pueden integrarse. al menos en términos de las Funciones elementales. sin
embargo los Métodos de Integración Numérica. permiten aproximar con la precisión requerida. La
aproximación al resultado exacto será mayor. mientras mayor sea:

Actualmente las Calculadoras . permiten un rápido y fácil cálculo cc- una alta precisión de cualquier
Integral Definida , para ello usan alguno de los Métodos Numéricos artes indicados.
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La demostración de la Fó: mula de los Trapecios. parte
de la Interpretación Geométrica de una Integral
Definida como Área.

El Arca entre: a sx s b, debajo de la curva de: f(x) se
aproxima con n Trapecios.

El Área de un Trapecio de Alturas: ((x) ; f(x ) de base
h es

- f(x,) (x;,i)

2
h

La Suma de las Áreas de los n Trapecios. es aproxima-
damente el Área debajo de la curva.

El Arca exacta es la Integral Definida:

A = b ( dx - f (x,) + f (x,) h + f (x,) + f (x2)
h + f (x2) + f (X3) h + ... +

(x) 2 2 2

f(x ) + f (X,,) h
2

Ordenando y simplificando: x0 = a : x, = a+h : x2 = a+2h :... xn = a+nh = b

J b
f(x) dx h[f(x,) + 2f(x,) + 2f(x2) + 2f(X3) +... + 2f(xn -1 ) + .f (xn)]

2 [f(a) + 2f(a+h) 2f(a+2h) + 2f(a+3h) + ... + 2f(a+(n-I)h ) + f(b)]

9:=Í6 Utilizando la Regla de los Trapecios, integrar:

I+ x 2 dx Si: ((x) = I+ x a
0

h

= 2
_[f(0) + 2f(0.2) + 2f(0.4) + 2f(0_6) + 2f(0.8) + 1( 1)]

I + x 3 dx - 0=2 [ 1.0000 + 2.0080 + 2.0630 + 2.2054 + 2.4593 1.4142 ]
2

- 1.11499 - 1.1150

Tomando: n = 5

h = ba - 1 0 = 0.2 `.;
.n 5

f b f(r) dx -

2
[ f(a) + 2f(a +h) + 2f(a +2h) + 2f(a +3h) + ... +f (b)]

1 9-1 T Utilizando la Regla de Simpson . integrar:

e -xl dx
Jofo

Si: f(x) = e -x
4 4

J b f(x) d.< 3 [f(c) + 4f(a'h) + 2f(a*2h) + 4f(a+3h) + ... + f(b)]
a

h
3 [f(o) + 4((0.25) + 2((0.50) + 4f(0.75) + ((1)]

e 4x 0.25
3 [ 1.0000 + 3.7576 + 1.5576 + 2.2791 + 0.3679 ] = 0.7468 - 0.747

Jo

Luego de calcular con cuatro cifras decimales . se redondea a tres cifras decimales, para precisamente
evitar los errores de redondeo de las anteriores operaciones.

El Métcc.^ de Simpson usa curvas de Segundo Grado. para aproximar una Integral Defin ca. por ello
posee rrayor precisión que el Método de los Trapecios, que a su vez usa Rectas para aproximar

Tomando n = 4
h = b a = I -0 = 0.25
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Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales:

a) dy = 9x 2 P(1, 5)
dx

c) dy

dx
= e x P(0,0)

b) dy = 6x P(2,8)
dx

d) dy = 6x2 + 1 P(0,0)
dx

Hallar las Ecuaciones de las curvas, que poseen la pendiente m y pasan por el punto indicado.

a) m = 2x : (0,1)

c)

b) m = 4 - 2x : (2,4) y =X2+1

m = 2x - 6 : (7.9) d) m = -bx : (a.0) y = x2 - 6x + 2

4a 2 -x2

9.-3 Hallar las Áreas comprendidas entre las Funciones e Intervalos indicados:

a) y=x2 : Osxs2

c) y= x 2-4x+5 : 0 s x s 3

e) y=2x ; 0 1 x s 2

a)

c)

e)

g)

b) y= 4-x2 : O s x s 2

d)

f)

y = X1 + 1 0 s x s 1

n
y= COSx;O sxs -

2

Hallar las Areas comprendidas entre las curvas de:

y = X2 : y = x+2 b) y=x2-4: y=8-2x2

y = 9 - x 2 : y = x + 3 d) y= ex ; y= e'x :0 s x s 2

y =
1

I +x
:y=0 y=e'xSenx;Osxsn

y =x2:Y =Vx h) y =x2;y =x1/3

i) y 2 + 8x = 16
2y - 24x = 48

j) y = e2x-3 x = 0

y = ex- 1

k)
x2/) y2l1 = a2/) 1) 2

y=x-2 y = x

m)

c)

e)

2 2
X

y
1:x2a n) x2=y2=16

a2 b2 x2 = 12(y- 1)

Hallar los Volúmenes de Revolución, generados por las siguientes Regiones:

Y = 2x 2 Eje X
0 s x s 2

y= Sx:EjeX
Osxs2

y = e Eje Y
0sxS1

b) y = 2x2 Eje Y
0 s x s 2

d) y = 8x : Eje Y
Osxs2

f) x2 x 3
y = 2 : y :EjeX

g) y = 4x -x2 : Eje X h) y = x2 . y2 = x Eje X

y = x2

y = 4x-x2

X2

a2

y2

b2

8/3 : 16/3

6 : 5/4

4.33 1

9 32
2

125
5.52

6

Ti:

2.1 Sab

128. ;1611

5

3 4

32F 1
:Ln4-

3 2

16n

+e -n

6411

5

1 51211
.(I-^) 35

32. 0.311
3
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Hallar las longitudes de curva de:

y.=x'rz:0 sxs 5

c) y 2 =12x:Osxs3 d) y=2y:Osx1 I

e) n n
y = Ln(Cos x) , - s x s -

6 4
y=Lnx;I 1 xsc8

g)
y = a Cosh X;0 s x s b

a

x = t - Sent
Osts2n

y = 1-Cost

h)

j)

(á)
2
n + (b)2^ = I

y = t '

x t 2
0 s t s 4

=

k) x = R(Cos t + t Sen t)

y = R(Sen t - t Cos t)
I) x2 + y2 = R2

Hallar las Áreas de Superficies de Revolución correspondientes a:

a) y 2 = 12x ; Eje X b)

01x13

c) y= L x2 :EjeX d)
3

O s x s 3

e) y =Lnx: Eje Y f)
Isxs7

a)

c)

e)

g)

y3 =x Eje Y
Osy1

y 3x'EjeY

0 sxs 3

y = Tan xEje X
0 sxsn/4

Hallar los Centros Geométricos de las Áreas determinadas por:

y =x2;0 s xs 3

y = 4x-x2 : y = 0

Y"^y- =ra :x20

x=t -Sent
y = 1 - Cos t

yiO

b) y= x2y=9

d) y =Sen 0 s xs n

f) y= 4x - x 2: y= x

h) x=Cos'txi 0
y=Sen't:yz0

n 2 R

2
2nR

137.86: 3.56

258.85 132.56

156.6 3.84

(9.27) : (0.27)
4 10 5

(2•$) : 2$

SS) Z t5
(n 5)256 256

6 31Sn 31 Sr¡

g-9 Hallar la Fuerza , que por Presión determina un fluido de Peso específico y sobre una Superficie verti-

a)

calmente sumergida , que posee la forma de:

y =x2:y = lO

y=4

c) 3x + 2y = 10 : y = 800

b) y=4-x2:y=45

c)

y=0

Semicírculo. Radio 2 base
sobre el nivel : y = 900

9- I 0 Utilizando tres decimales , integrar numéricamente por el Método indicado:

a)
Jo

i
I + x' dx Trapecios

con: n = 5
b) f^ 1 +x' dx

o

c)
I

dx d) nR Sen x
f

Simpson dx
o I +ex con:n=8 io x

335 1 1 5
27

13.77: 4.59

0.33 2.12

aSenhb : 4a
2
+ab+b

2

a a+b

8 : 66.39

Simpson
con: n = 4

Simpson
con: n = 6

256 : 768

7200 : 4800

0614
1.371
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II 1 APÉNDICE A

PRODUCTOS NOTABLES

(a+b)z = az+2ab+bz (a + b)3 = a3+3azb+3abz+b3

(a-b)2 =az-2ab+bz (a-b)3 =a3-3azb+3abz-b3

(a+b)(a-b) = a 2 - b 2 (a + b + c)2 =az+b2+c2+2ab+2ac+2bc

COCIENTES NOTABLES

a" - b"
" z+ a"= a b + a"-3bz + ... + b" - ' Para todo n Natural

an-1 - an -zb + an-3bz - ... + b" -a + b Para n Impar

a" - b" n-I -2" z
a+b

n" + h"

a - b

BINOMIO DE NEWTON

= a - a b + a"-'b - ... - b"-' Paran Par

_ !! (División no exacta) Para ningún n

(a
+
b)"=a+ na" -' b+ n(n-I)an-262 + n(n-1)(n-2 ) an-363+ +bn

1! 2! 31

n
n an+ l

l
(ila" '6 + Zl a"-zbz+ ...+(ñ)b E" _ (n)a"-'b'

JJ ll JJ `̀  r o r J

EXPONENTES (a. b > 0)

aman = am'" (ab)" = a"b"

am
am-"

a"
(ab)

" a n

b"
(a m)n = amn a = a' oa = o

a = a ¡in

n!

(n - r)! r!

nab -nr n^

LOGARITMOS (a. b, N > 0)

Log (a b) = Loga + Log b Loga N Log 0 = -

Log (b) = Log a - Log b Logb N Lo b Log I = 0ga

Log (a " ) = n Log a Log (-a) = ?? .(imaginario ) Loga a = I

SUMAS

n

k ^nz+ 1n k 3= 1n++ 1n3 1nz2 2 k[•..1 4 2 4

kz I n3 + I nz + n k4 = - ns ^ n4 + - nn 3 - - n
k.. 3 2 8 k.1 S 2 3 30

N n

- 313 -



APÉNDICE B

Sen(x t y) = Sen x Cos y t Sen y Cos x

Cos(x t y) = Cos x Cos y ; Sen x Sen y

Tanx ± Tan y
Tanx t y) =

1 ; Tanx Tany

Sen x+ Sen y = 2 Sen x z y Cos x 2 y

Sen x - Sen y = 2 Cos x+ y Sen x-y
2 2

Cos x+ Cos y = 2 Cos x+ y Cos x -y
2 2

Cos x- Cos y = 2 Sen x 2 y Senx 2 y

A
Sen x 1

C Sen x =
Cscx

B
cos x 1C cos x =

S2rx
Tan x

B 1
Tan x =

Cot x =
A

Sec x = C
B

Cscx = C
A

Sen 2x

Cos 2x

C^t x

Sen 2x + Ccs 2x =

Cscx =

Sec x =

1

Sen x

Cos x

Cot x =

1 Tan x =

1.

Tan x

Sen x

Cosx
Tan2x + 1 = Sec2x

Cot 2x + 1 = Csc 2x

= 2 Senx Cos x

= Cas 2x - Sen 2x

2Tanx
Tan 2x =

1 - Tan 2x

Sen x Cos y Senx + y) + Senx - y)
=

2

Cos x Cos y co* + y) + Ccs(x-yy;
=

2

Sen x Sen y =
Cos(x - y) - Cos(x + y)

2

Senx + Sen 2x + Sen 3x + ... + Sc;

Cotx =
Cosx

Sen x

Sen(-x) _ - Sen x

Cos(-x) = Cos x

Tan(-x) Tan x

1 - Cos 2x

2

1 + Cos 2x

2

I - Cos 2x

1 + Cos 2x

Sen[mxl2j Sen[(m + I )x/21

Sen[x/2]

Gradós 0 ° X30°*= ;; 45 T60°y.^

tt/`

0

M

^20°'^
ZrU3 =

, ^3S c r ts0
3rr14L ` 5n/6

1CE0 2T0
. 3TT/2

X360°
2nadunes s 0 tT/ó ^ n/4 ?, ; ;:

O 1 /2 F212 F3/2 1 /5/2 C/2 1 /2 0 1 0

. Cos : 1 C312 F2/2 1 /2 0 - 1/2 - ' /2 - C/2 1 0 I

:, . •^.
:.• e ^f; r•

1 F/3 0 - y/3 - 1 - - °° 0

' rSéc I 2 3 3 C 2 -2 - -2C3/3

':' 2 2 2 3/3 1 2 3/3 2 2 - I

TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS

y = Senx -

y = Cos x

y = Tan x

x = Aresen y = Sen -' y

x = Arccos y = Cos -' y

x = Arctan y = Tan -'y

Aresen x + Aresen y = Aresen(x jI - y 2 + y j1 - x22)

Arccos x - Arccos y = Arccos(xy - I - x 2 I - y 2)

Arccos x = Csc -' x = Aresen 1 /x

Aresec x = Ser -' x = Arccos 1 /x

Arccot x = Cot -'x = Arctan I /x

Aras-: x - Arctan y = Arctan
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APÉNDICE C

TRIÁNGULO
RECTÁNGULO

A = L ab
2

ROMBO

A = di d2
2

CÍRCULO

A = nr2

CUBO

S=6a2
V =a'

ESFERA

S = 4nR 2

V = (4 n R')/3

TRIÁNGULO

A = a2

PARALELOGRAMO

A = bh

CORONA

=n(r¡-r2)

PARALELEPÍPEDO

= 2 (ab + ac + bc)
V = abc

CILINDRO

S = 2nrh + 2nr2
V = nr2h

CUADRADO

A = ab

TRAPECIO TRAPEZOIDE

A = a+b h A= 4(d,d2) 2-(a2-b2+c2-d2)2
2 2

SECTOR CIRCULAR SEGMENTO CIRCULAR

A = nr2
E_° A = nr2 E)' c(r-h)

3600

TETRAEDRO

S = fi a2

V (fia')/12

CONO

S = nrg + nr 2

V = nr2h/3

a

RECTÁNGULO

A = (a h)/2 ; s = (a + b + c)/2

A = s(s-a)(s-b)(s-c)

360 2

PIRÁMIDE --

b

A,

= (P a)/2 +A b

V = (Ab h)/3 1

TRONCO DE CONO

S = ng(r, - r2) +n(r2+ri)

V = nh(r,r2 + r¡ + r2 )l3



APÉNDICE D

LÍMITES

DEFINICIÓN

OPERACIONES CONOCIDAS (a > 0)

0 + 0 = 0 0 Oa = o=0

0.0 = 0 a
a

0° = 0

a - 0 = a a' l
o a<I

0
ao a > I

a•0 = 0 ao =1

INDETERMINA- 0
CIONES -

0

LÍMITES COMUNES

ax - ILím =Lna
x-O X

DERIVADAS Defir,ición:

(u - u)` = u' + u'

(u•u)' = u'u + uu'

L, u'u - uu'

u

(e)' = 0 : (c u)' = c u'

(u u °(u •Ln u + u u')
u

Lím
f(x•h) - f(x)f

(_) h-o h ' (x) dx dx

(X m)' = mXm-1

(a x)' = a°Lna

(e x)' = ex

(Ln x)' = 1
X

^a =ao

Ln oo _ 00

(Aresen x)' _

(Arccos x)' _

I -x2

-I

I -x2

(Arctan x)' _
x2

11 ^
Iii iiiii

1

tito

x- a Í< b Donde: e, b> 0

00 + 00_ 00 0 + 00_ 00

00

a
a

0o

(Sen x)' = cos X

(Cos x)' = -Sen x

(Tan x)' = Sec 2X

(Cotx)' =-Csc2x

(Sec x)' = Sec x Tan x

(csc x)' = -Csc x Cot x

INTEGRALES ¡• f
(x)

dx = F
(a)

- c (F'
(z)

= f
(x)

)J

Lím f(x) =L : Si- Í f(x) - L 1 < e Siempre que: 0 <
x-a

u2

0

x
1 Lím (1 + x)' = e : Lím (1 + -) = e Lím Sen x = 1 : Lim 1 - Cos x = 0

x-o x-- X x -o X x-o X

f(Í -g)dx= ffdx + fgdx

f afdx=a ffdx

f xmdx
xm•I

m•-I
m

I
dx = Ln ¡xi

x

f
a UX

ax

Ln a

J e dx = e x

J Tau °uu - fudu

b^J f(.) dx = F(z)
a

b
= F(b) - F(a)

Sen x dx = -Cos x f Senh x dx = Cosh x

f Cos x dx = Sen x

f T_nx dx =-Ln!Ccsx¡

f Cotx dx = Ln¡Senx1

f Sec x dx = Ln ¡Sec x + Tan x¡

Cscx dx =-Ln!Cscz - Cotx¡f

f Sec 2x dx = Tan x

Csc22x dx = - Cat x

=
d¡(x)=y• dy

f Cesh x dx = Senh x

f Tanh x dx = Ln¡Cosh x!

X
dx = -Arctan -

x2 a' a a

1 x-a¡
dx = -Lr

X2 -a` 2a X -a

a'

dx
a
°(z)

316 -
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