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En este Capitulo se brindan los fundamentos del Sistema numérico. en particular lo relativo a los Nameros
Reales. simbolizado por R. sus Propiedades. Teoremas. Inecuaciones y Valor Absoluto.

Lo NOMER S RE L

El Conjunto de los Nimeros Reales R, comprende a los NGmeros Racionales (Q) e lrracionales (Q): por tanto
incluye a los Positivos R™, Negativos R, el Cero (0). Enteros (Z). Fraccionarios (Z'). Naturales (N).

o
A ¥
} e

£ CALCULO |, opera con los Nimeros Reales. de manera que todos los andlisis a realizar se efectuaridn con esta
clase de NUmeros.

Se entiende por Axioma a ura proposicion evidente por si misma. es decir que no precisa de demostracion ni

argumentacion alguna. Un Teorema es una proposicion que para ser aceptada como verdadera. antes debe ser
demostrada.

£l Método matemadtico para establecer una Teoria consiste en tomar unos cuantos Axiomas, para en base a ellos
establecer Teoremas. la reunion ordenada en forma sistematica de Teoremas constituye una Teoria.

Sin embargo cuando se procura un enfoque prictico. no es conveniente usar directamente el concepto de
Axioma. siendo mejor llamarla Propiedad, en el sentido de que se trata de una caracteristica que cumple un Con-
junto de nGmeros.

Las Propiedades de los NUmeros Reales, que constituyen el sostén bisico de los Teoremas y de la Teoria del
Cliculo de Numeros Reales son:

4 )
Si:a . b.ceR’
Al a+b=b+a Conmutatividad de 1a Suma
A2 a+(b+c)=(a+b)+c Asociatividad de la Suma
A} a+0=a Existencia de Neutro Aditivo (0)
A4 a+(a)=0 Existencia de Opuesto Aditivo (-a)
A5 ab=ba Conmutatividad de! Producto
A6 afbc) = (ab)c Asociatividad del Producto
A7 gl =a Existencia de Neutro Multiplicativo (1)
A8 a(a') = | Existencia de Inverso Multiplicativo (@™').a = 0
A9 ab+c)=ab+ac Distributividad de Producto a3 Suma
A10 a es positivo (@ >0) Ley de Tncotom:a
aes Cero (@=0)
a no es positivo {a < 0)
All a>0.b>0=a+b>0 Clausuradela Suma
L a>0.b>0=ab>0  Clausuradel Producto

Estas Propiedades determinan que el conjunto de los NUmeros Reales, con las operaciones de suma y producto
se constituya en una Estructura algebraica llamada CAMPQO o CUERPO CONMUTATIVO. Sin embargo para una
total estructuracion del Clculo de Nimeros Resles. se debe agregar el Hamado Axioma del Suptemo
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.0s Principales Teoremas de los Nimeros Reales son:

=
Se=
Se==
-

TI) Siia+c=b+c= a=b T7) -(-a) =a Ti3) -a’=(-1a
T2) Sit ac =be = a=b T8) (ab) = (-a)(-b) Ti4) aa =a’

T3) Sii a+x=b = x=b-a 79) a(b-¢) =ab-ac TIS) a®=1.a+0
T4) a-0=0 ‘ TiO) ax=b.a=+»0 = x=§ T16) a'"=#

T5) ab=0=a=00b=0 Ti) @b =a”'b” TI7) @M@ =a™"
T6) a(-b) = -(ab) = (-a)b © Ti2) av+a=2a Tig) @M =a™

Para demostrar los Teoremas de los Nmeros Reales, se deben usar los Axiomas o Propiedades de los Numeros
Reales, indicados anteriormente, también se pueden usar otros Teoremas, previamente demostrados.

)

Ej I-1 Demostracionde Tl Siia+c=b+c.- = a=b
a+c=b~+c : Partiendo de la Proposicién original
(-¢) = (=¢) Por A4 (Existencia del Opuesto)
{a+c)+(-c) = (b+c)+(-c) Sumando (-c) 3 ambos miembros de la Igualdad
a+fc+(-c)] =b+c+(-c)) PorA2 (Asociatividad de la Suma)
a+0 =b+0 . Por A4 (Existencia del Opuesto)
a=>b Por A3 (Existencia del Neutro Aditivo)A :

Asi queda demostrada el Teorema, mediante las Propiedades indicadas. * -

i'~1:] Demostrar los siguientes Teoremas de los NUmeros Reales:

) Sii a+x=a=x=0 Este Teorema es una generalizacién de T1 ., .
a+x=a Por la Proposicién original
(-a) = (-0) Por A4
@+x) ~{-a) = a +(-a) Sumando (-a)
(xoa)*(-a)_—.a,(_a) PO!AI
x+(a-(-a)] = a~(-q) Por A2
x+0=0 = x=0 Por A4 y por A3, queda demostrado el Teorema.
b) Demostrar: 0+0 =0
Usando A3, considerando que el Nimero Real: a, puede ser igual a
a+0=a cero.
0+0 = Reemplazando. queda demostrado el Teorema.

¢) DemestrarT2: Si: ac =bc, c»w0=a-=2>

ac=bc Por |3 Proposicion original
etz Por A8, existe el Inverso de: c. es ¢
@c)e™) = o l)‘ Multipticando por ¢”' ambos miembros
elce™"y = blce™") Por AS
e(1) = b(1) Por A8
a=b Por A7. queda demostrado el Teorema.

|
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Demostrar los siguientes Teoremas de los Nimeros Reales

a)

9]

d)

Demostrar: T4 a0

0

+ 0

a(0 +0)
a0 +a0
(-a-0)
(@0+a-0) + (-a-0)

a-0 +[a-0+(-a0)]

a0 +0

Demostrar: T6

0

a (0)

ao

(-a-0)

a-0 + (-a-0)
a0+ (-a0)

0 = a0=0

(-a)b = -(ab) = a(-b)

W

Se inicia la demostracion a partir de una ldentidad
Por la consecuencia de: P-1-b

Por A9

Por A4, yaque: a0€R

Sumando (-a-0) a2 ambos miembros

Por A2

Por A4

Por A3, queda demostrado el Teorema.

(-a+a)b = (-a+a)b Partiendo de una ldentidad
(-a)b + ab =-0b Por AS. A4
(-a)b +ab =0 PorP-1-2-3
(-ab) = (-ab) " Por A8, existe: (-ab) = -(ab)
[(-a)b +ab] + (-ab) = 0 + (-ab) Sumando a ambos miembros: (-ab)
(-a)b + lab +(-ab)} = (-ab) Por A2, A3 ,
(-a)b + 0 = -ab’ Por A4 y por A3, queda demostrada fa 17 Igualcad.
(-a)b = -(ab) la 2 es equivalente. -
Demostrar: T8 (-a)(-b) = ab
(-a)(=b) = (-a)(-b) Partiendo de una Identidad
-(ab) = (-a)b Por P-1-2-a, ya demostrada
(-a)(-b) + (-ab) = (-a)(-b) + (-a)b Sumando miembro a miembro
(a)(~b) + (-ab) = (-a)(-b+b) - Por A9
(-a)(-b) + (-ab) = (-a)(0) Por A4
(-a)(-b)b +(-ab).= 0 PorP-1-1-¢
ab = ab Existe el NOomeros Real: ab

[(-a)(-b) +(-ab)] +ab = 0 +ab Sumando 2 ambos miembros: ab
(-a)(-b) + [(-ab) +ab] = ab Por A2. A3
(-a)(-b) +0 = ab Por A4
(-a)(-b) = ab Por A3, queda demostrado el Teorema
Demostrar: TI0O ax = b = x = -’l . a»0
a
ax’="b Dela Proposicion original -
at =qa" ‘Por M ste: o™\ a » 0
,(cizx)'a"’ =ba Multiplicando ambos miembros por: a ™'
(xa)a ™' = ba Por AS
x(aa’') = ba”' Por A6
x(I)=ba’ Por A8
x = ba" Por A7
Por convenio. g~ = —
X = c
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Para operar con'los signos de desigualdad (> Mayor, < Menor). es preciso definir lo siguiente:

ulillhl G
ifillAib R
i
b iJig!

ajslh ?UT‘:;:EJ [ J»H} |

Los Axiomas o Propiedades de los NGmeros Reales: A10. At 1, Al2, permiten demostrar los Teoremas sobre

desigualdades. de los cuales los principales son:

TO-1 Siia.beR=a>b.a=b.a<b

-2 Si a>b.b>c =» a>c
T0-3 Siia>b = a+c >b+c
-4 Sii a>0 = a’>0
™-5 1 1 >0

TO-6 Sii a>b = -a< -b

T0-7 Siab >0

TD-8 Si: a>b:c>0=>'a&>bc
a>b;¢c<0=ac < be

T0-9 Sii a>b.:c>d = a+c>b+d
TD-10 Si: 0<a<bh = a’<b?
TD-1l Si: 0sa<b:;0sc<d
TD—IZ‘Si:sz=>a’>b-q$;/5.a<-/E
T-13 St b> 0= al<b= -yb<a<yb

Ei 1-2 Demostracionde TD-2 Si: a>b:b>¢c = a>c¢

Para la demostracidn se usan los Axiomas o Propiedades de los NtUmeros Reales, sobre Desigualdades

y 13s anteriores definiciones.

a>b b>c¢
a-b>0 b-¢>0
(a-b)e R’ b-¢c)eR’

(@-b) + (b-c) € R’
{@a-c)e R’
f@a-¢) >0 = a>c

Partiendo de las Proposiciones originalmente dadas.
Por 1a definicién: Def 1 -

PorAtl, Clausura dela Suma
Simplificando
Por la definicidn: Def |

[[1-3] Demostrar los siguientes Teoremas sobre Desigualdades.

a) TD-3 Sii a>b = a+c>b+c
a>b= a-b>0
{a-b)eR"
{@-b=+c-¢c)eR"’
“[{gsc)-(b+c) >R
(@+c)-(b+c)>0= a+c>b

+*C

Partiendo de l2 Proposicidn original

Por la definicion Def 1

Sumando y restando: ¢ (No afecta a la Expresion)
Regrdenando

Pce fa definicidn: Def |

b) Si: a <0 . b<0 = ab >0 Varantec¢2TD-7

a<?o b<O
a £ R’ beR"
a <R’ -beR

=

Partiendo de las Proposiciones originales Por
definicién.
Por A12. Clausura del Producto de Reales.

ab >0 Por P-i-2-b. Teorema vya demostrado
(-a)(-b) = ab

éC‘COC300.@000000000‘00-0000OOO‘0.000COCO00C




\Ei | Demostrar 108 siguientes Teoremas de los Nimeros Reales. sobre Besigualdades.

3)

b)

d)

e)

Demostrar TD-8: S a>b.c>0 = ac > be

a>b.c<0 = ac < be

a>b ., c>0 a>b . e<0
a-b>0 a-b >0 ce R Por la Def |
(@a-b)eR", ceR’ (@a~-b) e R". (-¢) e R’
cla-b) e R’ (-c)a-b) € R Por A12
(@c -be) € R’ (-ac +bc) € R Simultdneamente se de-
muestran ambas Proposi-
ac -be > 0 -ac+be > 0 " ciones.
ac > be be > ac
ac < be

Demostrar; Si: a <0 = a? >0

S a<0 . a<?0 Reiterando la Proposicion original
aa>20 PorP-1-2-bya demostrado. asi se demuestra que todo NUmero Real al
al>0 cuadrado es positivo.

2

Demostrar: a+b*+c? 2 ab+ac+bc Va.b,ceR

(@-b220 = al-2ab+b220 =
@-0?20 = a’-2ac+c?20 = .a’s+c?22ac
=

(b-c)20 = bl-2ac+c?20 bl+c? > 2bc

al+b?y 2ab Por P-1-4-b (Todb
Namero Real al cua-
drado es positivo).

Desarrollando  cada
2a+2b2+2¢? > 2ab +2ac +2bc  binomio y sumando
para cada miembro de

2+ z+ 2 + + H
= a‘+b‘+c’ 2ab+ac+bc la desigualdad.

a+b

Demostrar Si: 0 <a<b = a < Jab < <b
Si: a<b.a>0 a<b = a-b<o0 a<b
aa < ba (@-b% >0 a+b<b-+b
a® < ab al-2ab+b? >0 a+b < 2b
a <ab  al-2ab+b?+4ab > 4ab arb o
al+2ab+b? > 4ab 2
(@ + b)* > 4ab Se usd P-1-4-a. para la
2 demostracion de la 1*?
a+b .
( )y > ab Desigualdad.
v b b Al demostrarse cada De-
a > Jab = \Jab < a- sigualdad. queda demos-
2 . Z trado el Teorema
DemostrarTD-11: 0 <a<b . 0<c<d = ac < db
Sii 0<ec<d = ¢>0 : Sii a<b = ac < be Por P-1-4-a (TD-8)
S 0<a<b = b>0 ;S c<d = cb<db PorP-1-4-a (TD-8)

= Si ac<bc . bc<bd = ac < bd Por consecuencia de TD-2

De simidar modo se pueden demostrar los Teoremas sobre Desigualdadzs. tanto los citsdos
antenormenta. como 10s que se presentardn posteriormente.
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REI TACION GRAKIC

Los Numeros Reales: R, se representan graficamente como puntos de una Recta, llamada Recta Real, l2
asociacion de puntos a NUmeros Reales es biunivoca. (A un punto un nimero. a un nimero un punto)

._t < - N R L ! I | I R ! ! _‘9‘1‘w
5 4 3 2 0 I 3 3 4 3

En una escala adecuada, se representan los Numeros Reales. asi los que estidn a |a derecha del cero son los
positivos (R™), a la izquierda estdn los negativos (R’); el cero no es ni positivo ni negativo. Note que la longitud
empleada entre los nimeros Oy | es la escala que se emplea. para cada par de ndmeros enteros representados.

INTERVALOS
Et Conjunto de puntos x de la Recta Real. tales como: a s x < b se llama Intervalo Cerrado (Incluye a sus
extremos: a, b). se escribe también como: [a. b]

El Conjunto de puntos: x de la Recta Real, tales como: a < x < b se llama Intervalo Abierto (No incluye a
sus extremos: a. b). se escribe también como: ]a, b Pueden presentarse también Intervalos Semiabiertos o
Semicerrados, si es que se incluye a uno solo de sus extremos.

;
+ Para graficar Intervalos se usan los Puntos llenos (®) y los Puntos vacios (©). para representar respectivamente
la inclusiéon o no de sus extremos. :

Ej 1-3 Segraficael Intervalo: -2 s x < 5
-2<$xs85 . (-2.5]
3.2 A1 0 1 2 3 4 S 6 Intervalo Cerrado

[E Graficar los siguientes Intervalos de Numeros Reales:

) 1 <xs56 : I<.xs6=]I>.6]
R OC T I TSI IEOTINIY. ] I .
0 1 2 3 4 H 6 7 Intervalo Semiabierto
o Semicerrado
b) . 3 . : . “
'<X<; ) Y770 ! 0 <x <32 = 103/2]
.0 1 2 3 Intervalo Abierto
) x=3 x23 =2 Jsx< o

) \ w = [3.[ Intervalo Semiabierto

OPERACIONES ENTRE INTERVALOS

Dado que lcs Intervelos son Conjuntos. entre ellos se definen las Operaciones de Conjuntos de: Unidn,

Interseccidn. Diferencia y Complemento:
E[ 1-4 Enlosintervalos: /1 1 s xs6 [ [14<xs 8se efectan las Operaciones:

Unmidn l, U l | sxs 8

Interseccion [, N1, 4sxs6

I\l lsx<4
lz\/: 6 <xs5 8

] ~e < x< | . 6<Xx< >

Diferencia

Complemento

], —e<x<4,8<x< =

.

3@0‘.6C.O‘C0.0CQO.'.O...0.0.0.00400000000000.‘




B INEGUACIONES il

Las Inecuaciones. son Ecuaciones que en lugar de un signo de Igualdad. poseen signos de Desigualdad.

A -

La Solucion de una Inecuacidn estd constituida por uno o varios Intervalos de Nimeros Reales. (Se trabajari
solamente con Inecuaciones de una sola Incognita)

Por tanto toda vez que quede resuelta una Inecuacion se la debe expresar como un Intervalo.

Si al resolver una inecuacion se logra un resultado tal como: x < a se

x <G
sobreentiende que equivale al intervalo -= < x < a, tal como en la gréfica. : -
queeq &l I777 77770
Un artificio es que tras lograr el resultado de a forma x < a, se grafica el a
mismo y observando tal grafica se escribe el intervalo. = -=<x<a
Si al resolver una inecuacién se logra un resultado tal como: x > a se x> a

sobreentiende que equivale a a < x < =, como se aprecia en la grafica.

Similarmente tras obtener el resultado x > a se grafica sobre la Recta Real ’ a

y de la grafica se escribe el Intervalo resultante. = a<x<w

I
Las Inecuaciones se clasifican de acuerdo al grado de su incégnita.

[is INECUACIONES INEALES

Son Inecuaciones que poseen Incégnitas Lineales (De grado: 1)

[r——y
} aumand

Para resolver Inecuaciones Lineales, se aplican reglas equivalentes a las Ecuaciones Lineales. Ademas tome en

cuenta que al multiplicar ambos miembros de una Desigualdad por un nimero negativo. la Desigualdad se
invierte: TD-8

Ej 1-5 Son inecuaciones Lineales: 3x-7 < 11 | l <x-2<8

8-2x2>35-5x - 0s2x-5s17

E{ 1-6 Seresuelve lalnecuacién Lineal: 3x -7 < 11

3x-7 5 1 Despejando la lncégnfta X. COmMO si se tratara de una Ecuacion. se obtiene:
3x s 1L +7 ) xs6
3x s 18 B IRl DI SR S S St s 2y
x < 18/3 = -e<X56 : ]-= 6]

= xs 6

Para obtener el intervalo de solucién a partir del resultado se grafica y a partir
de esta gréfica se obtiene el Intervale de solucién.

La Inecuacidn contiene también a la Igualdad. por ello se deben incluir a los Extremos en el Intervalo de
solucion. Sin embargo se debe tener cuidado de no incluir a3 -=, = ya que no son Numeros Reales. los
Intervalos solo deben contener a Numeros Reales.

Resolver las Inecuaciones Lineales. graficar las soluciones

3) 6x-2<3x+10 Ordenando la Inecuacién y despejando 2 su incédgnita. su resultado se
. : expresa de diversas maneras:
6x -2 < 3x+ 10

6x -3x s 10 +2

ZL ///J///)////]J/////D :
Ix s 12 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

= x4 = = <Xs4 = ]-=4)

X < 4

-1 -




by 11 -2x < | Paradespejarlaincégnita: se debe multiplicar por un niimero negativo.
, pero esto hace ademds que la Desigualdad se invierta.
I -2x < | '
X<l -1 X>5 = 5<x$w = ]5.%]
-2x < ~10 “(-1) 1 I : I L CITITIIITIIVi
2x> 10 = x> 5 0 1 2 3 4 ) 6 7 8
€ 7 +3xs4x+5 Luego de reordenar la Inecuacién, se multiplica por (-1). lo que invierte
la Desigualdad. ‘
7 +3x s 4x +5
X222 = 2<x<e = [2 0
3x -4x s S ~7 ‘ /
-x s -2 (-1 L @TITIIRTIIITIIZT AT TIITT,
X2 2 -1 [0) 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ej [-7 Seresuelve la inecuacidon Lineal: | < x-2 < 4

| < x-2<4 LaInecuacidn poseedos desigualdades, para resolver-
+2 42 42 la: Se suma 2 alos tres miembros, asi queda despe-
3< x <6 jado: x ) '

I IITIT) La Solucidn se escfibe también como:
i 1 L 1 . .
I 2 3 4 5 6 7 Csi3<x<6 @ 3.6

Resolver las siguientes Inecuaciones Lineales:

a) -1 ¢ 2x+7 59
Lalnecuacién posee dos desigualdades. para resolverla, se deben efectuar las
-1l s 2x+7 59 mismas operaciones en los tres miembros. Se resta 7: luego se divide entre
-7 -7 -7 dos, para que asi quede despejade: x
-8z 2x <2

Ei resultado se expresa como un Intervalo cerrado del siguiente modo: -
=2 +2 =2 Cs: -4sxs ). = [-4.1]
-4 3 x s | ‘

W77 IV?TIIT7AT7I777m .
4 3 -2 -1 0 1 2

c) -1 £5-3x< 8 Inecuacién Lineal de dos desigualdades. Efectuando operaciones

sobre los tres miembros:
-1 s 5-3x < 8

-5 -5 -5 Se resta: S; se multiplica por (-1). lo que invierte las Desigualda-
-6 s -3x < 3 des; dividiendo luego entre 3, para terminar de despejar.

(=) (=1} (-1} Por la Equivalencia de; "a es mayor que b* con * b es menor que a”.
6 2 3x > -3 se escribe el resultado en otro sentido.

+3 =3 +3 1 7722777777 L '
2 2 X > - 2 -1 0 1 2 3 4

= -l < x s 2 Cs: -1l <xs2 . ]-1.2]

d) I <x-2<e Todos los Nimeros Reales, son menores a infinito. entonces es innecesario

operar con el infinito, trabajando solo con la primera desigualdad.

3 <x-2 Cs: S<x<w ; ]S =
x>95
& =< x-3s5 Todos los NUmeros Reales, son mayores a menos infinito, entonces es
2x-3 s 5 innecesario operar con -, trabaiando solo con la segunda desigualdad.
X34 Cs -»<xs4 . |-=4]

|
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b)

d)

No se puede factorizar la Expres:dn. por tanto la Inecuacion no
posee raices. Toda la Recta Real s2 constituye en un solo Intervalo.

Reemplazando un valor interior zi dnico Intervalo 2n fa Inecuacion

original, se obtiene una Proposicion Falsa (F).

Por tanto: 0 no es Solucidn, consecuentemente no es Solucidn el

0*+1 <0 Intervalo al que pertenece.
= <0 Como el dnico Intervalo {Que 25 toda la Recta Real) no es
Soluzién, entonces ninglin intervzic 6 Numero Rzat es Solucion de
— s E — la tnecuacién. )

Como Conjunto solucidn solo se puede escribir 2l Vacio Cs: o

- o0 0 )
Six=0 xl+x+2>0
0'+0+2 >0

Sti:x =0 x1-6x+9 <0
02-6:0+9<0
9 <0 (f

x>>0

(x ~0)x -0)}{x-0) >0

! 17\T/'/V~ !
N -1 0 1 2
Sii x=1 = >0

>0 (V)

L F Y& EN v
-2 -1 0 1 2

inecuacion Cuadrdtica. dondz no es posible factorizar, por
tanto la Inecuacion no posee raices.

Toda la Recta Real es un sole Intervalo.

Reemplazando un valor intesior al Unico intervalo, en la
inecuacion original se obtiene una Proposicidén Verdadera.

Entonces el Gnico Intervalo (Toda la Recta Real) es Solucion,
por tanto todos los Reales son Solucion.

tl Conjunto Solucidn es Cs: R o también: Cs: -o < x < o

Al factorizar se obtienen dos raices iguales entre si.

Se ubican las raices sobre la Recta Real. asumiendo que
existe un Intervalo entre los Extrernos 3 y 3 (Asi sea que
el Intervalo no contiene a ningGn Nimero)

Reemplazando un valor :nterior 3 un Intervalo. en la
Inecuacién original, se obtiene una Propesicion Falsa (F)

Alternadamente los restantes Intervalos son o no de
Solucién.

Sin embargo como el Intervzlo de Solucion no contiene a
ningln elemento, el Conjunto Solucién es el Vacio.
Cs: 3 <x<3 = (s o

La Inecuacion Cubica, posee tres raices iguzles en cero.

Ubicdndotas sobre 12 Rectz Real.

Reemplazardo un valor cualquiera interior a uno de los
intervalos, se obtiene unz >:oposicién Verdadera (V)

Por el Método. se determinan los Intervaios de Solucion.
tome en cuenta que el intervalo 0 < x < §.no contiene 3
ninguna Solucién.

Los Intervaics de la formz @ < x < ¢ 70 contienen a
ningun elemento, luego se venficaque. c <x<az=2

Cs 0<x<0.0<x<mo2(< (<=




ANALISIS DE POSIBILIDADES

Este Método de resolucion de Inecuaciones Cuadréticas y de Grado Superior, consiste en el estudio dz los signos
de sus factores.'Dentro de cada posibilidad de signos que satisfacen la Inecuacion. se resolverd por la

Interseccién, para luego unir los resultados de cada posibilidad.

Ej 1-10 Se resolvers por Andlisis de posibilidades: x? + 10 < 7x

x2+10 < 7x Inecuacion Cuadritica
x?-7x+10 < 0 Refiriendo la Inecuacion respecto a cero.
x-2(x-5 <0 Factorizando. se presentan dos factores
(+)}-)<oO Para satisfacer la Desigualdad dada, existen dos posibilidades, de acuerdo al
(=) +)<oO signo de cada factor, analizando cada una de esas posibilidades :

D) it (+)(-)<0 o QPP TIIITIIIII
x-2>0 = x>2 -1 2 3 4 5 6 7
x-5<0 = x<35 SIS T IV IITEI O f

' . -1 2 3 4 5 6 7
El Conjunto Solucién de 2 posibilidad es v
g P77 7Z770)
laInterseccion N: 2 < x < 5 _‘1 ) 3 4 5 L6 '7

i) Sii (-)N+)<0 ZA777777270
x-2<0 = x<2 -1 2 3 4 5 6 7
X-5>0 = x>5 L b1 1 777777

. o -1 2 3 4 5 6 7
El Conjunto Solucién de la posibilidad es
H . L 1 i 1 L A ]
la Interseccion N o ") 53 4 35 € 7
La Unién de resultados obtenidos en
cada posibilidad es el Conjunto Solucién: '
2<x<5 Ue = C:2<x<5 _11 >2 3 4 5 .6 17

Los resultados del 'Ej 1-9: Ej 1-10 coinciden. sin embargo comparando procedimientos, se concluye

que es mas practico el Método de Ia Regla de los signos.

Por el Método de And

-x2>0
(F=x)(1-x) >0

.i) Sit (+)~+)>0

lisis de posibilidades resolver | - x? > 0
(+)X+)>0

(=)-)=>0 acuerdo a los signos de los factores.

Graficando cada Intervalo de solucién e intersectando:

Al factorizar la Inecuacion Cuadrética se presentan
dos factores. Existen por tanto dos posibilidades, de

b+x >0 = x> -  (YT7ITTTZIZ77
. . 77777700
l-x >0 = x < | 2 1 0 ! 2 — = ) -'1J
N: -1 <x < | .2 1 0 1 2
wy o Si ( -)-)>0 Craficando cada Intervalo de solucidn e intersectande.
l+x <0 = x < -} 3 L ! P 772727
l-x <0 = x> | 2 10 L 2 ‘2 -‘1 0 T
222275 : ! L
N o 2 a1 0 1 2
Uniendo resultadosde: 1).il) Cs -1 < x <1 U o |2 W
= -1 <x<! ) i
16 -
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R RO e A CEBRATEAB I

Las Inecuaciones Algebraicas, son Inecuaciones de Expresiones Algebraicas, donde la incognita puece tener
potencias negativas o fraccionarias. Las Inecuaciones Trascendentes, son Inecuaciones con Exprzsiones
Trascendentes. tales como las Logaritmicas o Trigonométricas.

. . ] 12

E{ 1-11 Son Inecuaciones Algebraicas: x? + — + (; 20 >
= x X -

Son Inecuaciones Trascendentes: Senx - 1 < 0 : | + logx > 0

<4

Tanto las Inecuaciones Algebraicas como las Trascendentes, pueden resolverse por |a Regla de los signcs. o por
Anilisis de posibilidades. ademas deben tomarse en cuenta los Teoremas sobre Desigualdades: (I-3)

Ei 1-12 Se resuelve la Inecuacion Algebraica: » < 4 por el Método de la Regla de los signos:
o2 X -
12 < 4 Inecuacién Algebraica
x -2 - . .
Refiriendo la Inecuacién respecto a cero, es decir. levando
12 4<0 todo al 1™ miembro dejando solo a 0 en el 2% mizmbro
x=-2 .
Luego efectuando la resta de fracciones.
12 -4(x - 2)
"—‘;—_‘2—_ <0 Ordenando y factorizando tanto el numerador como
x-5) denominador, para buscar raices.
-4 X -
-7 <0 ) La raiz por el numerador estd en: x = S; la raiz por el

denominador estd en: x = 2.

- H ’
5 1 5 3 3 3 Ubicando ambas raices sobre 13 Recta Real.
12 Reemplazando un valor cualquiera, interior a cualquier
Sii x=0 = ” <4 Intervalo. se obtiene una Proposicién verdadera (V).
X - .
12 Por tanto. el valor reemplazado es Solucidn. asimismo el
6——2— <4 =» -6<4 (V) Intervalo de donde se tomé el valor.

Por alternabilidad se determinan silos restantes inizrvalos
A E t Vv son de Solucion.
0 1 2 3 4 5 6

Ei Conjunto Solucién contiene a dos Intervalos:

e XTI IO) I 1 7777 Cs ~sm<x<2:5<x<=
0 1 2 3 4 5 6

£n la Inecuacion inicial, no es correcto enviar a multiplicar el denominador del 1 miembro al 2% Ya que
tal denominador contiene 3 la incognita, por tanto no se conoce su signo. De ser positivo mariendra
la desigualdad. pero de ser negativo invierte la desigualdad al pasar a multiplicar. Por tanto zt axistir
incertidumbre no se puede efectuar esa operacion.

D) 1 +x
>0 .
b= x inecuacién Algebraica a resolver.
L T T; ’2 Directamente se observa que posee dos raicas, una
-2 -1 0 por el numerador (En - 1), otra por el dencrunador
. [ En 1) las que se ubican sobre |a Recta Res!
Siix =0 = -—9- >0 = | >0 (V) (Enl)lasq ?
|- Reemplazando un valor interior 3 un Intervilo, se
obtiene: (V)
F + vy 4 F . v y
5 T 3 1 5 Por alternabilidad. se logra el Conjunto S¢iucion
Cs -l <x< !
i {, ¢ ]
2 -1 0 ! 2




L TS
-1 o 1 2 4
1 - L
-1 o 1 2 4

Inecuacidn Algebraica. Llevando todo al 1* miembro

Ubicando sobre la Recta Real todas las raices, tanto del
numerador como denominador.

Reemplazando un valor interior a un Intervalo, se obtiene V

Aplicando luego la alternabilidad para los Intervalos de
Solucién (V) o no de Solucién (F)

El Conjunto Solucién Cs: 0 < x < 3

Note que por la desigualdad en la Inecuacién inicial. se
deberian incluir a los extremos en la Solucién,

Sin embargo solo se incluye uno de los Extremos (3). el otro
no (0). Para asi evitar la division entre cero de la Inecuacién

original

Por la Regla de los signos, resolver las siguientes Inecuaciones Algebraicas:

3) 6x - 18

inecuacién Algebraica. Trasladando todo a un
solo miembro.

Efectuando operaciones y factorizando, de
manera de hallar las raices.

Ubicando todas las raices sobre 13 Recta Real.

Reemplazando en la Inecuacién dada. un valor
cualquiera, interior a uno de los intervalos.

2 4
Xx=9
-1
6x 824
x-95
6x-18_420 2(x + 1) 0
X=-95 X =5
o
] i 1 N It ) L !
2 -1 0 1 2 3 4
Si-x =0 6'8'5'824=3.6z4«)

6 Se obtiene f, lo que indica que el valor reem-
plazado no es Solucién, como tampoco fo és el

Intervalo al que pertenece.

Alternadamente se hallan los intervalos de
Solucidn. Note la inclusion de Extremos, pero

v v e
N T ‘0 1 F ‘2 ‘3 '4 TS 6‘ no se incluye 3 5. para asi evitar la division
- entre cero de la Inecuacién original.

ZZ D 1 L L L ! Q772
2 -1 0 1 2 3 4 5 6 Cs: ~» < x5 -1;5<x<=
b) 4 5 3 Inecuacion Algebraica
- 2

X+ 2x - | Refiriendo 1a Inecuacién 3 cero.

4 .3 > 3 = 4 . 3120 Sumando fracciones, ordenandoy factori-

X+ 2x -1 X+ 2x - | zando. Se observan dos raices en el

numerador, otras dos en el denominador.

—6x? -0y 4 “6(x -+ 13) | v

(x + x - 1) 2 0= (x* 1)2(x - 1/2) : Ubicando las raices sobre la Recta Real.

Reemplazando un valor cualquiera inte-
+ S - , -~ rior a un Intervalo.
1 30 V2 ! 2 Se obtiene . entonces el valor tomado y

Si x = 4 ., 3 23 = -123 () su Intervalo no son de Solucidn

0.1 20-1 Por alternabilidad se determinan los otros
Intervalos de Solucién.
F® v 4 F \Y 4 F Cs -l <xs-13.1/2<x52
l 130 12 2 Note la inclusion de txtremos. 2witando 3
, SNNNNANNNNRNY ) ios que llevan a division enice cero
-1 130 1/2 2
18-

l

W
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Aplicando la Regla de los signos. resolver las siguientes Inecuaciones:

X x~4
<.__._.

<0

Inecuacion Algebraica

<0 Llevando todo al 1 miembro.

tfectuando operaciones entre fracciones algebraicas.

Por factorizacion, se determinan las raices tanto del
numerador, como denominador.

Se ubican todas las raices sobre la Recta Real.

Tomando un valor interior (- 1) a3 cualquier Intarvalo. se
reemplaza en la Inecuacién original.

Como se obtiene una Proposicién Verdadera. el valory
su Intervalo son de Solucién.

Luego sobre la Recta Real los Intervalos son o no de
Solucién (V o F). por alternabilidad.

El Conjunto Solucidn, contiene dos Intervalos.

/

Cs -~ <x<0.2<Xx<4

Inecuacidn Algebraica. Llevando todo al 1* miembro.
Efectuando operaciones de fracciones algebraicas.

Por factorizacion. se determinan las raices del numerador
y denominador. :

Se ubican todas las raices sobre la Recta Real. note que
hay dos raices iguales en: | ambas raices deben insertarse

De todas maneras se considera como un [ntervalo mas.

(Aunque no contenga ningun valor) el que se encuentra
en: | <x<| :

Tomando un valor, se reemplaza en la Inecuacién original.
Se obtiene una Proposicién Verdadera. el valor y su
Intervalo son de Solucién.

Luego por alternabilidad. £l Conjunto Solucién. contiene
dos Intervalos:
Cs: -l <x<|;1 <x<we

También se escribecomo: Cs: -1 < x <o | x = |

No es posible factorizar el denominador. por tanto la Inecua-

cién no posee raices, entonces toda la Recta Real. es un solo
Intervalo.

Reemplazando un valor, se obtiene F. entonces ni el valor
reemplazado ni toda la Recta Real son Solucién. £f Conjunto
Solucién es el Vacio o.




\/3x+7<5

y3x £S5 <5
(f3x - 7)* < §*

3x +7 < 25

x < 6

Cs: ~=» < x <6

Inecuacidn con Radicales, es Algebraica, se asume que se toma solo la raiz
positiva del radical.

Aplicando el Teorema TD- 10 de las Desigualdades que expresa:
Si: 0 <a<b = a’ < b?:entonces elevando al cuadrado ambos
miembros, despejando: x

b)  2*<8
> .8 Inecuacion Exponencial.
Log(2") < Log 8 Aplicando Logaritmos a ambos miembros y aplicarlde sus Propiedades
xlog2 s log8 Resolviendo y considerando que: Log 2 > 0. por tanto puede pasar a dividir
al 2% miembro
< Llog 8
log 2 AL 77777777 ! d\ ! 1
0 1 2 3 4 5 6 7
X s 3
Cs: - < x g3
) Log(9x + 28) s 2
Inecuacion Logaritmica
Log(9x + 28) s 2 5 nd do: Antil o
9x + 28 < Antilog 2 espejando y usando: Antilog u = ‘
9x +28 s 100 Resolviendo:
X s 8 AT IATTITTTZZZIZZR
3 4 5 6 7 8 9 10
Cs: -=» < x<8
d) Senx - Cosx <0
Inecuacion Trigonométrica .
Senx - Cosx < 0 B o )
S Reordenando la Inecuacién, de manera que quede una sola Funcion
enx < Cosx Trigonométrica.
Sen x < | Se considera que: Cosx > 0 = 0 s x < 1/2. solo asi pasar 3
Cos x dividir al 1¥ miembro. Usando relaciones Trigonométricas y resolvien-
Tanx < 1 do.
x < Arctan | De acuerdo a fa condicién Cs: 0 s x < n/4
n n 777770 .
<3 A 0 /4 2
&) 277 -32<0
inecuacién Exponencial
27%77-32<0 , :
Reordenando la Inecuacion para su resolucion.
Ix-7
2\ < 32 Aplicando Logaritmos a ambos miembros de la inecuacion. Por
log(2™"") < Log(32) propiedad de Logaritmos
(3x - T)log 2 < log 32 Resolviendo y calculando los Logaritmos Cs: -= < x < 4
Log 32
3x-7 < =9 R i
log 2 7L 7I I 7727770 : : -
0 1 2 3 4 S 6 7
x < 4
-20- o

S
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El Valor Absoluto de un NUmero Real, se denota y define del siguiente modo:

E{ 1-13 S

il
Qi
illl

r

it
falg &}

il
li

)]
‘_—,A'"-"—_\'l_

e calculan los Valores Absolutos de los siguientes Nimeros Reales:
3] . 3 >0 = |3] =3 [-5] -5<0 = |-5]=-(-5) =5
jo] . 0=0 = |0] =0 [=1] -l <0 = |-1] = -(-1) = 1|

Note que el efecto del Valor Absoluto es el de convertir a todo Nimero Real en positivo (A los

positivos, directamente los copia, a los negativos les agrega otro signo negativo para asi convertirlos
en positivos)

De todas maneras el resultado es que todo nimero afectado por Valor absoluto se torna en positivo.

TEOREMAS DEL VALOR ABSOLUTO

De acuerdo a la definicion del Valor Absoluto. se cumplen los siguientes Teoremas:

TA-1  |a=b| s |a] + |b] TA-5  Ja'b| = |a |b] TA=9 o) = +a?
TA<2 fa+bl = o] - |b] TA-6 |%l - —'I% TA-10 |x| <a =
: -a<x<a
TA-3 'a_b! 2 Ial - Ibl TA-7 'Ianl - |a|n
TA-1l x| >a =
TA-4 |a-b] s |a] + |b| TA-8 Ja-b] = |b-aq|

—e<x< - Q< X< ™

Ej 1-14 Sedemostrard TA-1: |a + b| < |a| + |b]

La demostracion de este Teorema del Valor Absoluto, requiere la verificacion de los cuatro casos
posibles en cuanto a signos de: a. b

) S a20:b20 W) Si: as0:bs0 Proposicion ver-
la+b] < |a] +|b]  Proposicién verda- la +b] s |a| + |b] dadera. se cum-
Vb = . dera, se cumple la ln b = () (e ple fa Igualdad.
@+b) =@+ | ida6 (@ +b) = (-a) +(-b)
i) Si: as0:b20:a+bs0 iv) Si: a20:bs0;a+b20

la +b| s laf « |b]
-@a+b) s (-a) + (b

Proposicidén ver-
) dadera. secumple

Proposicion verda-

la +b] < |a| «|b]
dera. se cumple la

(@-b) s (a) +(-b)

bo<b la Desigualdad. b < -b Desigualcad.
Si- as0.b20.:a+b20 Si: a20.bs0.a+bs0
. . Se cumple la De- . . Se cumple la
la =] < laf -] sigualdad. la 5] < lal - {b] Desigualdad.
(@+b) s (-a)+(b) -(a+b) s (a) «(-b)
a< -a -a <a

Los Casos i) . v) poseen a su vez dos posibilidades. que se las analiza

Como todos ics casos desembocan en Proposiciones verdaderas. se concluye que el Teorema sz cump'-
slenamente £i Teorema demostrado se llama también "Desigualdad Triangular.
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15] Demostrar los siguientes Teoremas del Valor Absoluto

Demostrar TA-3: |a-b| 2 |a| - {b|

la| = |a] Partiendo de una Identidad, luego sumando y restando:
lal = |a+b-b b dentro del Valor absoluto.
la] = |(@a-b)+b| s |a-b} + |b Reordenando y aplicando TA- | (Ya demostrado en el £}
jal s la-b| +[b] 14
lal - 1b| s |a - bl Ordenando. intercambiando miembros
la-b| 2 |a] - |b] Teorema demostrado.

b) Demostrar TA-5: {ab] = |a}|b]
Considerando los cuatro casos, que determinan los signos de: a, b ademds del Axioma A12 de los
Numeros Reales (Clausura del producto) .
) Sii a20:b20 i) S as0:b<0 Se cumple fa lgual-
_ dad en todos los
lab| = la| |b] ' lab} = |af 15| casos. por tanto el
(ab) = (a)(b) _ (ab) = (-a)(-b) Teorema queda
ab = ab ab=ab demostrado.
i) Sii. as0:b20 v) Sii a20:bs0
lab| = |a} |b] labl = |a] |b]
-(@ab) = (-a)(b) -(ab) = (a)(-b)
-ab = -ab ) -ab = -ab
¢) Demostrar TA-10: [x] <a = -a < x <a
Suponiendo: a > 0 (Para que se cumpla la Desigualdad), analizando los casos posibles que brinda el
Valor Absoluto. ' S
)y S x>0 ) Sii x=0 i)y Sii x <0
| Uniendo los resul-
Xl < a < : x| <
o Xl < a Ixl < a tados de cada posi-
x < a 0<a “x<a bilidad:
N 0<x<a Nt x=0 - x> -a
N: ~a<x<0
0O<x<a Ux=0U -a<x<0 = -a<x<a JOANNNANNNNNNS)
-a 0 a
d) Demostrar TA-11: [x| >a = -w<x< -a.a<x<e
Suponiendo: a > 0, analizando todos los casos posibles:
) Sii x>0 i) Sit x =0 iy Sii x <0
ix] > a x| > a |x| > a Uniendo luego
x> a 0> a -x > a los resultados
de cada posibi-
N a<x<eo N: o X< -a lidad:
N: -=» <x < -q
a<x<wo U U -»<x< -qa
= =~ < X< ~-0,20< X < » -a_. 0 a
Paraelcasode:a < 0 se procede del mismo modo (Se obtendrd toda la Recta Real)
-22- -
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ECUACIONES EN VAL OR ABsoLumol|l]

Las Ecuaciones en Valor Absoluto, son Ecuaciones que contienen expresiones de la incdgnita afectadas por Valor

Absoluto. Para resolver estas Ecuaciones, se debe considerar que el Valor Absoluto brinda dos signos posibles
(St:a # 0)

Si: P(x)>0 = g °4a

En: |P .
Si: P(x) <0 = Pm=-—a

wl =@

Por tanto la Ecuacidon en Vaior Absoluto. se desarrolla como dos Ecuaciones, donde la incognita ya no estd
afectada de Valor Absoluto.

No se considera el caso de: P, = 0 (a = 0). ya que no brinda mayor aporte a la Ecuacién, en todo caso. surgira
como consecuencia de las otras posibilidades.

Ej I-15 Se resuelve la Ecuacién en Valor Absoluto: l?‘| +3=7

i) Sii x>0 i Sii x <0
x| +3 = 7 ' [x] +3 =7
x+3 =7  Solycidn correcta (=x)+3 =7 Solucién correcta

X = 4 porque: 4 > 0

X =-4 porque: -4 < 0O

£l Conjunto solucidn estéd constituido por dos NUmeros Reales 'Cs: {4, -4}. Estos valores se deben

verificar si como Soluciones son o no Correctas, es decir si el resultado de una posibilidad satisface a
la condicién de tal posibilidad.

En el Fjemplo anterior, ambas Soluciones son Correctas. (En la posibilidad i} la condiciénes: x > 0,
y el resultado es: 4 yue satisface la condicidn: 4 > 0) '

Resolver las siguientes Ecuaciones en Valor Absoluto:

3} x| +5=1
i) Sit x>0 ii) Sii x <0
[x| +5 = | Solucién inco- [x| +5 = | Solucidn incorrecta
x+95 = | rrecta porque: (-x)+5 = 1 porque: 4 ¢ 0
430
x =-4 x =4
Por tanto reuniendo soluciones Cs: o
b) Ix-2] =6
) Sii x-2>0 = x>2 ) St x-2<0 = x<2
fx-2] =6 Solucién  co- |x-2] =6 Solucién  correcta
x-2) =6 (recta porque:; “(x-2) =6 porque:
. 8>2 4 <2
x =8 X = -4

Por tanto reuniendo soluciones Cs. {8.-4}

q) 3x] + 2x =10
) Sii x>0 i) S x <0
x| » 2x = 10 Solucién co- x| + 2x = 10 Solucion  correcta
rrecta porque: porque -10 <0
Ix) - 2x =10 2>0 3(-x) +2x = 10
x =2 x =-10

Partanto reuniendo solucicnes Cs 2. -10}

<
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[z inECUACIONES N VALOR|ABS OL LT

Las Inecuaciones en Valor Absoluto, son Inecuaciones que contienen a la Incognita, afectada por el Valor

Absoluto.

Para resolver estas Inecuaciones, es suficiente con desarrollar el Valor Absoluto, de acuerdo a Ics Teoremas TA-
10, TA-11 del Valor Absoluto (Demostradosen P-1-15-¢, P-1-15-d). para luego aplicar los conocidos métodos
de resolucion de Inecuaciones (Regia de los signos. etc.)

e et

) §

GVUUOOU000000000 ¢

TA-10 Sk lP(,,l <a TA-11 Si; |P(x)| > a
=>-a<Pm<a =>-oo<P(x)<—a‘a<Pm<ao
Ej I1-16 Se resolveran las siguientes Inecuaciones con Valor Absoluto:
3) x| <5
s <x< S Aplicando TA- 10, se desarrolla el Valor Absoluto, queda ,
asi un Intervalo. i
-L-l'SﬂZZZZZOZZHZEg——L— Graficando evl intervalo de Solucion. f
by  |x] >3

Aplicando TA- | I, se desarrolia el Valor Absoluto, quedan
asi dos Intervalos.

R e Graficando los Intervalos de Solucidn.

Resolver las siguientes Inecuaciones en Valor Absoluto:
) |2x-5| <3
-3 £ 2x-5%¢5 3

+9 +9 +5
2 s 2x s 8

+ 2 2 + 2 intervalo de Solucion: L T7ITTETI® i

Aplicando TA-10 sobre la Inecuacién.

Sumando: S a los tres miembros de la Inecuacidn, para asi buscar el despeje
de: x. Dividiendo entre: 2 a los tres miembros de la Inecuacién.

I s x s 4 |l £ x5 4 0 1 2 3 4 5 6
o) j2x-7) > | Desarrollando por TA- 11
cw < 2x-7 < - I <2x-7T <= Para despejar x de las dos Inecuaciones se su-
.7 +7 «7 +7 +7 -7 ma: 7. se divide entre: 2 a los tres miembros.
- < 2x < 6 8 <« 2x < =
TI7727 777770 77777
+2 =2 +2 +2 + =2 0 1 2 3 4 S 6
~e < X < 3} 4§ < x < = .
En las operaciones note que. w +q = o
Na =
- = o0
¢ x| < -4 : d ix] > -2
4 <x< -4 ~e < X< 2. -2<x<w
, : L : ; : r 777 T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 S 6

La Inecuacion si se cumplz nara todox £ P va
que el valor absoluto s.2mcre serd positivo |
siendo siempre mayor a -2

L3 inecuacidn no se cumple para ningln x = R
v3 que el vaior absoluto siempre serd pesitivo
70 puede ser menor 3 -4
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Resolver las siguientes Inecuaciones en Valor Absoluto:

3)

i)

[x?=Sx+5| < |

-l < xtP-5x+5 < |

-1 < x?-5x+5
x1-5x+6 <0
x-2x-3) <0

! ! ! T ? !
2 3

1
-1 0 1 4 5
Sirx =0 -1 < x?-5x+5
-1 <07-50+5
-l <5 2]
i lv 1 T P? lV !
-1 0 1 2 3 4 5

Csi-o<x<2,3<x<w

Portanto Cs: -» < x< 2.3 <x<w=
Cs; 1 <x<4

Cs=ACs|.F‘|Cs,.,.:t<x<2,3<x<4

[x?-10x+20| > 4

-0 < x?-10x+20 < -4

o < x?-10x+20 < -4
x?2-10x+20 < -4
x'-10x+24 <0

(x-4)x-6) <0

T

4 < x?-10x+20 < o

Tras desarrollar el Valor Absoluto. no es facil despejar: x directamente.
cada Desigualdad se resolverd separadamente, por ello luego se deben
intersectar los resultados que en cada caso se vayan a obtener.

) x2-5x+5 < |

x?-5x+4 < 0
x-1x-4) <0

02-50+5 < |
5< 1 (P
liFl T lvl ? Fl
) 0 1 2 3 4 5

-1 0 1 2 3 4 5
—1 i TIZ77 A7 77777

-1 0 1 2 3 4 5

1L 1 Y 770 OV O]

Se resolverd separadamente cada Desi-
gualdad. para luego unir resultados.

porque son Desigualdades diferentes

M) 4 < x?-10x+20 < =
x1-10x+20 > 4
x2-10x+16 >0
x-2)(x-8) >0

PN P
. 1 ! L | IS i 1 ' ' ! | ) [ " ? s
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Siix =0 x?-10x+20 < -4 Siix=0: 4 <x?-10x+20
07-100+20 < -4 4 < 0'-100+20
20 <-4 (F) 4 < 20 \2
1 Lp ! ? Av? IF 1 1 ‘Y ‘? | L] LFI L ? V
0 2 4 6 8 10 0 2 4 [ 8 10
Cs,4<x<6 Cs, - 2<x<2.8<x<w
Portanto Cs: 4 <x < 6 S G737
0 2 4 6 8 10
CS.,' = < x < 28 <X < = m ! 1 L ! L [
0 2 4 6 8 10
Cs =CSKUCS" o< x<2U4<x<sb 2727 : (77 7 : T
UB<x<w 0 2 4 6 8 10




]
)

Ix|2+2x] -3 s 0

Analizando las posibilidades del Valor Absoluto, resolviendo en cada ¢aso y uniendo sus resultados:

Siix >0
x| +2ix] -3 < 0
) +20)0-3<0
x+3)x-1)s O

| T ! 1 1 T i {
4 -3 2 -1 0 1 2 3
Siix=0: x'+2x-3%50

= 0'+20-35s0 = -350 (V)

-4

IFI L 'vl T | I:I

20 -1 0o 1 2 3

Intersectandocon:x >0 Cs: 0 <xx |

] ! 1 771 ! 1 |
Uniendoresultados: Cs = Cs, U Cs, = -1 < x s | 3 2 - 0 1 2 3 4
Verificando que el cero es también solucién, se agrega MRS SEE ("7, O’ N S S S—

al Cs.

i) Siix<0
Ix|?+2(x| -3 < 0
(-x)2+2(-x)-3 s 0
(x-3)x+1) <0

PN
L ! L L ! L ? !
3

3 2 1 0 1 2 4

Siix=0; x-2x-350

= 07-20-350 = -3<0 (V)
1 Fl T l' V]' 1 ‘T FI
3 2 1 0 1 2 3 4

Intersectandocon:x < 0 Cs;; -1 sx<0

3 2 -1 0 1 2 3 a

(3771757&) ! ! !

1 1

<3 2 1 0 1 2 3 4

b} |x-2("-4jx-2|+3 <0
Sii u=x-2 = |ul’-4|ul+3 <0 Efectuando un Cambio de variable, para la resolucion:
i) Siru>0 i) Si:u<0
luj? - 4ju] +3 < 0 Resolviendo para ca- luf? - 4jul +3 <0
da posibilidad del
2 2 _A(-
W' -4 +3 <0 vyi0r Absoluto. (-u)"-4(-u)+3 <0
u-Nu-3y<0 uniendo resultados. u+NHu+3)y <o
1 ! 1 ! T H T 1 1 T ] T 1 : { i
3 -2 -1 0 1 2 3 4 4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Sbu=0: ul-4u+3 <0 Siiu=0: ul+4u+3 <0
0°-40+3<0 0'+40+3 <0
3<0 (F) 3<0 (R
i 1 F 1 ? Y T Pl IF T lv T 1 L: i L :
-3 2 1 0 1 2 3 4 4 3 -2 -1 0 1 2 3
Intersectandocon:u >0 Cs; | <u<3 Intersectandocon:u <0 Cs,: -3 <u<-|
Uniendo resultados: Cs = Cs, UCs, : -3 <u<-1, I <u<3
-3 <u< -i I <u<3 Sin embargo por el cambio de variable: u = x-2
e x-2< -] l<x-2<3 Retornando a la variable original. despejando x.
-l < x < | J<x<5 . FTIAZTD : . :
2 <1 0 1 2 3 4 3
Portanto Cs: -l < x <! ,3<x<5 . La ' , . , | T
grifica final representa a los Intervalos de 20 -1 0o 1 2 3 4 5
Solucién de variable x FITATTD T TTIT A
2. 0 1 2 3 4 5
.26 -
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Resolver las siguientes Inecuaciones en Valor Absoluto:

2) 4
x-3 < | Luego de desarrollar por TA- 10 del Valor Absoluto, se observa que no es facil
el despeje directo de |a incégnita; x
-1 < < | . . .
X -3 Se resolverd separadamente, cada Desigualdad. para luego intersectar.
! e 8 W _4 < |
x=-3 x-3
-1 - 4 <0 —(X+I)<O 4 -1 <0 -(x—7)<0
‘ x-3 x=-3 x-3 x-3
L i ? A 1 1 T ! | 1 ‘? i I . ‘?
320 -1 0 1 2 3 0 1 2 3 4 S 6 7
. Sit x =0 -1 < 4 Si: x =0 4 < |
9 x-3 x -3
! 4 4 4 4
- < — -l <-=— (/) — < -2
; 0-3 3 0-3 = 3 <M
1 Vl [P | {F 1 | T L ! Vl T 1 F | ! ‘rv
3 2 -1 0 1 2 3 o 1 2 3 4 5 6 7
Cs —e < x <=1 3 <x<w Cs; -2 <x<3;7<x<w
' TZIZD_ R ATIVIIT T AT
i Por tanto: S | 0 1 2 3 4 5 6 7 8
- . IP2TTTI7T7ITIVIA | ! W77
Cs,NCs,: 0 1 2 3 4 5 6 7 8
e <x< -l 7T <Xx<w o e R A R N R O v.v s
3 0 1 2 3 4 5 6 7 8
] -1
{ b) |x~-10 3
' X~ 2
! Si bien es posible resolver por el mismo método del problema anterior, otro manera es Ia siguiente:
i x-10 {x - 10| Desarrollando por Propiedades del
r 7 <3 —_—|X'2|.<3 [x =101 <3 Ix-2]  yyi00 Absoluto.
(Ix - 10])? < (3 Ix - 2] )2 £l Valor Absoluto garantiza que las expresiones son
, . 2 positivas, por ello es pos:ble pasar a3 multiplicar el
(x=10)" < 3%(x-2) denominador.
2 2
= 20x + 100 < 9(x° - 4x + 4) Al elevar al cuadrado ambos miembros. es posible
7-20x+ 100 < 9x? - 36x + 36 ignorar al Valor Absoluto. (Los cuadrados también
2 ex-64 >0 aseguran que las expresiones son positivas, mismo
¢ efecto del Valor Absoluto)
x1-2x-8>0 A
Desarrollando, simplificando y ordenando se logra una
(x-4)x+2)>0 Inecuacién cuadrtica.
N ? . L ? , Resolvxendo la lnecuacnon cuadritica por el método
3 2 -1 01 2 3 4 5 habitual de 13 Regla de los Signos.
St x=0 = x -2x-830 Factorizando. ubicando raices. reemplazando un valor
2 cualquiera se llega a obtener 13 Solucion:
¢°-20-820
‘820(F) Cs ~e < x<-2: 4<x <«
= _3 IS V0N ] : } AT ARy
ve o F v_ 32 0 0 1 2 3 4 5
3 -2 -1 0 1 2 3 4 5




o z Desarrollando por TA- 11 del Valor Absoluto. como
3% - 2 Ix - 2 se desarrollan dos Desigualdades. se deben unir los
—eo < -2.2 o resultados. '
x+ ! x + |
) 3x—2<_2 i) 2<3x-2‘
X+ 1 x+ 1
X2 1<0 - X <o 2- 222 <o ) R
X + | x+ | X+ x + |
ah PN PN
t I | ! i ! i | ! T i 1 ! ! | |
22 -1 0 1 2 3 4 5 2 -1 0 1 2 3 4 S
Sit x =2 X2 o, Sii x =0 2<3_x-2
x + 1 x + |
32°2 0 5 4 4o, (F) 2 < 202 2 <-2 ()
2+t 3 QO+ .
F ‘i‘V‘;x . F ) . LY T ! L B L T vV,

2 -1 0 1 2 3 4 5

Csi: -1 <x<0

Por tanto Cs; = C, U Cs,:

.40 1 t 1 1 T 777
~e < x < -l -l <x<0,4<x<e 2 -l 0 1 2 3 5
2 - 0 1 2 3 4 5

Otra modo de resolucidn de esta Inecuacién, parte de la Propiedad de Desigualdades:

| Asi la Desigualdad
< 35 cambia de sentido.

x+ |
Ix -2

Ix ~ 2
x + |

> 2 =

=

..a 0
Sl.b 0 -

>
>

b>a= —l-<
b

|
a

Luego se usard TA-10 y procedimientos como los empleados en: P-1-20-a, o el P-1-20-b

b +
) L-xl o,
I - x
o cme X 0 0<itXo Desarrollando el Valor Absoluto por TA-i1.
I -x | -x resolviendo separadamente y uniendo.
I)I*x<0 )] O<|+x
I - x | -x
] _lA 1 ‘l. 1 L 1 T ! T 1 !
-2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3
. ] +0 . | +0
Sit x =0 = <0= | <0 (/) Si:x =0 = 0<l0=a 0< !t (V
| - -
vS F 4+ v | s vy % F
2 - 0 1 2 3 2 -l 0 1 2 3
Cs. =e<x<=-l,l <x<e Cs: -1 <x <
7777D, | TR 77
Portanto: Cs = Cs, U Cs".: -0 < X < -| ) -1 0 1 2 /3’
Sl<x <l <x <= \ FTZZ77ZT :

_ N ) 1 0 I 2 T
Tambien puede escribirse como:

Cs ~w < x < o, x == x =1l

T2 7FITI I 7T 77 27 T
S 0 1 2 3

23
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Resolver las siguientes Inecuaciones en Valor Absoluto:

3 |x+2) x -1 <0
x -6 X -3
X +2 x - | +2 x -1 Para resolver conviene reordenar, de
-6l 1x-3 <0 ‘-6 X -3 manera que luego puedan aplicarse las
Proniedades del Valor Absoluto v de
oo |xe -3, L L o KrD-3) o las Desigualdades.
x - 6)(x - 1) (x-6){x-1)

Desarrollando el Valor Absoluto por TA-10. resolviendo separadamente e intersectando resultados

1)—l< (x + 2)(x - 3) i) -3
x-6)x-1) (x-6)(x-1)

_l_(x~~2)(x-3)<0=> - 2x(x - 4) <0 (X+2)(X-3)-l<0=:» 6{x - 2) <
(x-6)(x-1) (x-6)(x-1) (x =6)(x-1) x-6)(x-1)
T T T PRI M MR T S
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 4 1 0 1 2 3 4 S 6 7

Sioox =2 . - < XrDE-3) Sii x=0 | Xra&-3
(x =6)(x - 1) (x -6)(x-1)
-|<_(.2..:_2)(_2':_32. - < % W<|=_|<l 2
(2-6)2-1) ‘ (0-6)0-1)
virf v, T g%tV v, Tt v . TE,
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
Cs; ~o<x<0:1<x<4:6<x<w Cs;-e<x<1:2<x<6
Calculando la interseccion de los 77%7% S’i ’:2/77322% A ’7"(
resultados de cada posibilidad:
7727777 AT
-1 0 1 2 3 4 5 6 J7
CsiNCs; == <x<0.2<x<4 oon | gzzzem .
-1 1 2 3 4 5 6 7
b) [Iix| -4] <!
NS x>0 iy Si: x <0
[x-4] < 1 Desarrollando los ' |-x-4] < 1
Valores Absolutos
- - . A -l < -x-4 < | -
I < x=-4 <1 (+4) y aplicando sus x-4 '( "4)
3 < x <5 Propiedades: - 3< x <5 )

3> x > -5 = -5<x< -3

Uniendo resultados de cada  PTIEIID . . X 7 ,

posibilidad 6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
Cs: -5<x<=-3.3<x<5

¢ jlogx] <1

A

|Llog x| < 4 Inecuacion Logaritmica en Valer Absoluto

-1 < logx < | Desarrcilando el Valor Absoluto por TA- 10

Aplicando Antilogaritmos a Ics tres miembrcs
Antilog(- 1) < x < Antilog |

‘ Propiedzd Antilogu = 10“ Simphficando G5 01 < x < 17
107" < x < 10

AT 7777777 A7 7777 r 770
01 <x< 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1l




1-273] Resolver las siguientes Inecuaciones en Valor Absoluto:

3)

[x{ + [x-2] <4
Para resolver este tipo de Inecuaciones, el modo mds practico, consiste en analizar las posibilidades en
cuanto a signo de los Valores Absolutos, para asi obtener las raices de cada posibilidad.

Ademds, se deben buscar las raices internas a cada Valor Absoluto. (Valores que determinan cero dentro
de cada expresion afectada por Valor Absoluto, por ejemplo en: | 3x - 6] 1a raiz interna es: 2)

Luego de ubicar todas las raices sobre la Recta Real, en todos y cada uno de los Intervalos, se debe
verificar si son 0 no Solucién, ya que fa alternabilidad no es aplicable.

iy (x) *( 2) <4 = (x~-3)<0 Raiz Portantosetienedos
o, ) < 4 7 < raices internas a los
Sit x| +]x-2] <4 = ”) ) = - ) - 4 - Valores Absolutos 0:
i) -(x) * (x - = -2<4 2 dos raices de las
vy -(x) - (x - ) = (x+1) <0 Raiz posibilidades 3; -!

Ubicando todas las raices sobre la Recta Real, tanto las

internas como las calculadas en las posibilidades: !
-2

?

3

4+ 1+ 1 ~
T 0 1 2 r

i

Reemplazo en:  [x] +|x-2] < 4

Siix=-2= |-2]+|-2-2| <4 = 6<4 () _.21’ j: VT) \{1 ‘EVTB Fl4
x=-05 = |-05|+]-05-2| <4 = 3 <4 (V)

x=1 = sl-2l <4 = 2<4 ) | oagrresrasn
x =25 = |25/+]|25-2]<4 = 3 <4 (V) -2 -1 0 1 2 3 4
x=4 =  [4+la-2<4= 6<4 () Cs -1 <x <3

b) |2x - 6] + |x -1} s 10

Buscando las raices de las posibilidades del Valor Absoluto y [as raices internas:

) +(2x-6)+(x-1)s 10 = 3(x-17/3)s0
, i) +(2x-6)-(x-1) <10 = (x-15) <0
S 12x -6~ x -] < 10 i) -(x-6)+x-1)s 10 = -(x+5) <0
iv) -(2x-6)-{x-1)s 10 = -x+1)s0
t/?aslcyrraéze;g]stglr\:]ti)ssaslcc:ri T T T 1t R T
3, | respectivamente. -5 -2 012 4 1773 8 10 12 15
Reemplazando en:  |2x -6} + |x-1] s 10
Siix =-6 = |2(-6 -6l +|-6-1] 10 = 25510 (F)
x =-2 = |2(-2)-6] +|-2-1] s 10 = 13 510 (F)
x =0 = |2-O-6|’I0-Ils|0= 7510 (V)
x=2 = 122-6] +12-1} 510 = 3510 (V)
X =4 = 24-6] + |4-1] s 10 = S35 10 (V)
x =6 = [26-6] + [6-1] 510 = 11510 (F)
X =16 = 12716 -6 + J16-1] < 10 = 41 510 (F)
F?‘FAV?V‘V* «.E;;yy?lF
-5 2 01 3 4 17/3 8 10 12 15
_ Cs -1 sxs‘—j—
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! (-1} Demostrar los siguientes Teoremas de los Nimeros Reales:

3 ax=a = x = | d  (-D)x = -x g) _c_1_+£=ad+cb
b) a+x=b = x=b-a e) a(b-c):ab-ac b d bd
A xP-y? = (xeyx-y) N -(-a)=a
Demostrar los siguiente‘s Teoremas sobre Desigualdades:
) a>b = a-c>b-c b)40<a<b=>-|—>—|-
a b
<) 0<a<b = a’<b’ dd 0<a<b = ab>0
@ b>0.a'<b = -fb<a<yb N (@+b)(b+c)(a+c) 2 8abe

1, p2 1, 42 r 2 [1_ 1
g) a’+b i.ct+d | = ac+bdsi‘l h) xm*xzyzs\/xl . %] J)’l vy,

{ 1-3] Resolver las siguientes Inecuaciones Lineales:

2x-3 <5 Ix+2 28 » x<4: xz2 2
8-x<5 9-4x s | . . Xx>3: x322
4 -2x < 9 -3x | +2x < Sx -8 XxX<95: x>3
I < 2x-5<7 5 ¢3x+2 <8 : J<x<6: 1 sxs2
Il <9-2x <5 2 <5-3x<38 2 <x<4; -l <x<|
8 <3x+2 <2 9 < Sx+4 < e ‘ o, x> |
1-4 ) Resolver las siguientes Inecuaciones Cuadraticas y de Grado Superior:

2.5 < 4 S-x2> | T -3<x<3; -2<x<2
To6x+5 <0 x2-x+102 16 l<x<5; xs-2.x23
x?+x-12>0 x1-7x+2 <0 X<,/54<':Z§
!_6x+9 20 | x? < 0 ' R: o
249 <0 x‘-1 <0 . -l <x<|
x< |, e

(x+1)?-(x=1)" < 4 kPP < x?-1)?
X< -4.2<x<5
Y-3x7-18x+40 < 0 x*-13x2+36 <0 -3 <x<-2.2<x<3
3 1 4 2 ’ l <x<2.x>5
-8x‘+17x-10>0 x'-1Tx“+16 s 0 4<sxs-1.1sxs4
Toex?+12x-8 <0 x'+x? <0 x<2. @
S _g.d, -y -2<x<-l,0<x<l. x>2
S5x” +4x > 0 (x-1Y >0 X >
x4-6x3+13x1-12x+4<0 x>-x <0 o x< -1 0<x< i
x'e2xP-16xt-2x+15<0 x-256 >0 S <x <~ g x <}
x < -2 .x > 2
} -31-
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Resolver las siguientes Inecuaciones Algebraicas: ]
g 6 0 <x<3 ‘
= > - <3 8 <o x<0.x212 0
X X x-1 x <2 0
ol < e Y o
x-4 x-4 x=3 = x+l x<-3.,-1<x<3 0
x> o 9 S x-2 12X S a3 x <2 0
x-2 x-2 x+3 X< -1,2<x<5 te )
x < -3
- - - | 2 ‘
xo1ox23 X235 - <o x<2.52<x<4 D
x -4 x -2 x-5 x-2 x-1 x> 5 e )
, 1112 f<x<2.,x>13
- xi-Tx+
3x <2 x¢+ <0 _T________<O T <x<4: o f’
x-4 x21+9 xt=-3x+2 l<x<2.3<x<4 D
x}-Tx+12 3002 4 l<x<2.x>572 D
< —+ * > 6 0<x<03.,l<x<12.,2<x<3
x?-3x+2 x x-1 x-2 , D
Demostrar las siguientes Propiedades del Valor Absoluto: _ g
n a a
la +bl 2 |a] - |b] la-b| s |a] +|b] la-b| = |b-a| la" = la|" l—l=l—|-
bl D
Resolver las siguientes Ecuaciones con Valor Absoluto: D
|x] +2 =5 [x] +3 =1 IXI’-ZIXI’~3=0 *3 .0 %3 e I
Ix-1] =4 3x-2| =12 Ix|2-S|x]+6 =0 ~ =3.5:-2.6; %2 =3 b
- = ' @
Ix| =6 = |2x]| |2x-3| =7 Ix|?+]x| -2 = 0 6 -2 5 = o |
7 ’ ;
=9 -6 = |x-2 -9] = |x - ;
Ix] Ix -6l = Ix-2] ||3" 9I| Ix - 7] =3:4:1.4 D
x+4 Ix|] +3 X+4 :
| L= 3 27 =22 =2 w7 S
— | 2 T SA/2: =7 -2 6 ”g |
12| =8 |Logx] =1 |Senx| = | 310,01 =n/2 @
(=) i i o 2
((1-8) Resolver las siguientes Inecuaciones con Valor Absoluto: (
_ D
[x-3] <2 [2x - 5| < | Il <x<5: 2<x<3} 5
Ix -4} > 1 [10 -4x] > 2 x <3 x>5. x<2, x>3 D
‘|, 3 o x-9| ., l<x<S.x»3 : x<2, x>8 R
x-3 x-95 x-3 x <-3,x>5 ,D
x-4 3x - | 3x+2 x>3; x<-3 1<x<2.x>2 ” |
x_2<| X -2 > 2 x - | 2 X<-4,0<x< |, x> g
x-S -|x-3] <0 |x-8]-|x-4] >0 X>4: x<6 N
f2x -3l -|x-6] <O [x-4] - |5x-8] <O -3<x<3; x<| .x>2 D
x-4) x-6 <0 x+3 _ x-6 > 0 O0<x<I11/2.x»3 x> 8 b
x=-2 x -3 x| x+2 Xz =5/5 g
x-S} + |x-2f <7 3x-1] - [2x-1] > 5 O<x<Ti x<-5.x>3 %
X2 - fx| - x4 2 4 x-St - 1x-3] < [x=1] xehxro. dexed D |
. A -4 < - - i
xT-10] < 6 |x*-3x-8/ > 10 XI<'3%|<<222<<2XX<>46' D
D
- 32 B




El objetivo de este capitulo es el de definir al concepto de Funcién y analizar las diversas clases y tipos de
fFunciones, indicando sus caracteristicas basicas y sus grificas correspondientes.

H1FARIORDENADG

[ &l [REESEN1
Un Par ordenado. es una pareja de elementcs. que guardan un orden determinado:

ey §

En (x.y) xsellama Primer componente

Sii (@.b)=(xy) = a=x.b=y y se llama Segundo componente.

Ei 2-1 Los Pares (3.5);(5.3) Son dos Pares ordenados de Numeros Reales (R). diferentes entre’si.

PRODUCTO CARTESIANO

El Producto Cartesiano: A x B. de los Conjuntos: A, B : es el Conjunto de todos los Pares ordenados: (a.b):
donde: a € A. b € B simbdlicamente se tiene: ‘

Z>TH:4{ }‘;'}:7-} k:l ﬂ

Ei2-2 Sii A={2.4.6} : B ={1.3} ' A. B son dos Conjuntos de R
AxB ={(2.1).(2.3).(4.1).44.3).(6.1).(6.3)} Producto Cartesiano de: A. B

—

PLANO COORDENADO

El Plano Coordenado es el Producto Cartesiano: RXR (Donde: R es el Conjunto de todos los Reales).
Consecuentemente el Plano Coordenado serd el Conjunto de todos los Pares ordenados de Nimeros Reales.
conteniendo infinito nimero de Pares ordenados.

2 FUNEION

Una Funcién es un Conjunto de Pares ordenados: (x.y) entre los cuales no existen dos Pares, con el mismo
Primer componente.

o=
1—X

Ei2-3 {(@.x).(b.y).(c.2)} Este Conjunto de Pares ordenados es una funcién

{{a.x).(b.2).(c.2)}  Estamtién una Funcién, pese a reiterarse un 2% componente

{(a.x).(@.y).(c.2)} Este Conjunto no es una Funcién. ya que se reitera un 1” componente.

DOMINIO Y CODOMINIO DE UNA FUNCION

£l Domirio es el Conjunto de Primeros componentes ce :os Pares ordenados de una furcén. se simboiizs

2l Codomirio es el Conjunto de Segundcs ccmponen:2s de Pares ordenados de una funcién. se simboiizz C
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Funcién
Dominio y Codominio de la Funcion.

Ei2-4 [ {(a.2.b.y).(c.x.(dw). ()
D;: {a.b.c.de} o Cif{zy.xwu}

FUNCION REAL DE VARIABLE REAL
Stel Dominio de una Funcidn es R (Conjunto de todos los Nimeros Reales), siendo el Codominio, también B;
se obtend:3 una FUNCION REAL DE VARIABLE REAL

En las Funciones Reales de Variable Real, el nimero de Pares ordenados es grande, por eso es que en lugar de
indicar a 1a funcidén como un Conjunto de Pares Ordenados, es preferible asignar a la Funcién una Regla de

correspondencia: y = f,

En: (x.y} xeselPrimer componente, se llama Variable Independiente
y es el Segundo componente, se llama Variable Dependiente.

Dada una Regla de correspondencia y = f, ; se asignan valores arbitrarios a la Variable Independiente x ; para
asi obtener valores en y

Ei2-5 Sty =, x|y La Funcion Real de Variable Real, se expresa por una Regla de co-
y = 2x- | 21 -5 rrespondencia. Asignaqdo valores en x se obtienen otros para v
3 La misma Funcidn se expresa de varias maneras, como Conjunto de
? ': Pares ordenados, se tiene:
2|3 fof(=2.=5).(=1.-3).(0.-1).(}.1).(2.3).... }

Note que la Funcién pesee infinitos Pares ordenados, de los cuales se indican solo algunos.

Mediante Diagramas de Venn es ilustrativo observar la relacién entre el ' \ RN
Dominio y Codominio de una Funcién. N

£l Primer Conjunto o Conjunto de los Primeros componentes, es el
Dominio de la Funcién D : Contiene a todos los Nimeros Reales.

El Segundo Conjunto o Conjunto de Segundos componentes, es el Codo-
minio de la Funcién C, contiene también a todos los NUmeros Reales. \\/
Por tanto se concluye que la Funcién es de Rea'es en Realess R-R ' Dominie Codominio

6

x-3

2.1} 2nalizar. determinar algunos Pares y graficar por Venn, las Funciones: a)

Yy =y

f{(0.-2).(1.-3).(2.-6).(3.9).(4.6)....}
Asignando valores arbitrarios en x se obtienen los correspon-
dientes de y

Se observa que para x = 3 ; no existe y (No es vélida la
divisién entre cero) Para que la funcidn exista, se debe
excluir de su Dominioa 3. Lafuncidonnoesde: R - R

[o) I = -
' /= fm - ‘/;
o {0.0.(1.-1).4.2).(4.-2)...}
La expresién indicada. no es una Funcién, ya que existen
Pares con el mismo Primer componente.
Ademas note que para valores negativos de x ; no existe
Segundo comperente

Ixpresiones como 13 indicada. no son funciones, scn sim-
ciemente relaciones.
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En los siguientes Esquemas generales de Diagramas de Venn, determinar cuales representan una Funcion
(El 1 Conjunto es el Dominio, el 2* el Codominio)

a)

d)

Los esquemas representan situaciones generales, que muestran relaciones entre Pares ordenados.
generalizindose sus conclusiones a cuzlquier tipo de Funcién.

a) El esquema si representa a una funcidén, notese que todos los elementos del Dominio estin
relacionados con alguno del Codomunio.

b) €l esquema sirepresenta a una funcién, nétese que dos elementos del Dominio. estan relacionados
con solo uno del Codominio.

¢) Elesquema sirepresenta a una funcidn, ndtese que un elemento del Codominio no estd relacionado
con ninguno del Dominio.

d) El esquema no representa a una funcién, un elemento de! Dominio estd relacionado con dos de!
Codominio (Un 1* componente de Par ordenado no debe reiterarse)

e) El esquema no representa a una Funcién, porque el Dominio no deberia incluir elementos que no
estén relacionados con otros del Ccdominio.

f) El esquema no representa a una funcién, por dos razones: Un elemento del Dominio no debe
relacionarse con dos del Codominio; No debe incluirse en el Dominio a un elemento que no esté
relacionado con otro del Codominio.

Definiciones posteriores catalogan a los Esquemas como: 3) Funcidn Biyectiva; b) Funcién Suryectiva, no
Inyectiva; ¢) Funcién Inyectiva, no Suryectiva

Un ejemplo de la vida real. permite recordar nemotécnicamente lo anterior:

Suponiendo que el Matrimonio hace el papel de Funcidn, relacionando al Conjunto de Damas (Dominio) con el
de Caballeros (Codominio); Los Pares ordenacos son entonces parejas de una sociedad, donde implicitamente
se aceptan Caballeros bigamos, no Damas bigamas. Entonces analizando los esquemas:

a) Es admitido. una Dama con un Catallero, un Caballero con una Dama, ningdina Dama o Caballero
queda sin pareja (Es funcién)

b) Admitido. aunque un Caballero es:¢ relacionado con dos Damas (Es Funcién)

¢) Esadmitido. un Caballero soporta guedarse sin pareja (Es Funcion)

d) No admitido. porque no se acepta gue una Dama esté relacionada con dos Caballeros (No es Funcién)
e) No es admitido. una Dama no acestaria quedarse sin pareja (No es Funcién)

) No es admitido, porque no es corrzcto que mientras una Dama esté doblemente relacionada. otra
quede sin pareja (No es Funcién)

Las Funciones Reales de Variable Real, que rzpresentan cada caso son:

N fy=2x-1 0 fy= x’-3x g f, =3 ) fo=Vxiel o) f = ;?—— hi,= Vx

(V)
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Un Sistema Cartesiano Rectangular de Coordenadas, es el conjunto de dos Rectas Reales perpendicularmente
dispuestas (La horizontal, se llamara EJE DE ABSCISAS. la vertical: EJE DE ORDENADAS, La Interseccion se llama:
ORIGEN DE COORDENADAS)

El Sistema define a los Puntos del Plano en asociacion biunivoca, con los Pares de Nimeros Reales: (x.y)

Por convenio se asocia el Eje de abscisas con el Primer

componente x ; El Eje de ordenadas con el Segundo " cuadranten Y Cuadrante |
componente y g
A LR -0
Un punto del Plano se designard como: P(x.y) g Plx.y) :
La distancia: x desde P al Eje de ordenadas v, se llamara N ! X
Abscis)a. La distancia: y desde P al Eje de abscisas X, se S Origen IABSCISAS
llamarg Ordenada. A
. S
La Abscisa y la Ordenada, son las Coordenadas Cartesia- Cuadrante Il Cuadrante IV

nas Rectangulares del punto: P(x.y)

Ej 2-6 Como puntos en el Plano, se ubican los siguientes
Pares Coordenados:

Pi(4.2) . P2(-1.3) Note la ubicacién de una
P3(-3.0) : P4(-1.-1) escala adecuada en los Ejes P3
' " Coordenados.

i

Inila cRAFIEAS

Una grafica en el Plano Coordenado. es el Conjunto de Pares ordenados (Puntos) que satisfacen una Funcién
o Relacién. ‘

Ei 2-7 Crifica de: /(x) =y = 2x + |

Siiy = 2x + |
En columna se determinan algunos -
Pares ordenados, que serepresenta-
rdn como puntos.

x
~

Luego de ubicar algunos puntos, se
unen entre si formando una Recta.

.
N - O - N
o
W — — W wm

Graficar: , - 6

Determinando algunos Pares,
como puntos en el Planc

No existe un Par con 3 como
Primer ccmponente. por eilo en :
la grafica se ignora este valor.

>
'
w
O Wb N~ Of X

.
Lowo o w s

:
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q)

d)

Graficar las siguientes Funciones o Relaciones:

y=x

Si: y =x? A partir de la Regla de corres-
pondencia, asignando valores arbitrarios a
x. se calculan los de vy, segin la tabla:

Usando los Pares ordenados como pun-
tos. luego de ubicarios en el Plano. se los
redne, de esa manera se obtiene 13 grafica.

Note que cada dos diferentes Primeros componentes del Par, determinan solo a uno como Segundo
componente, esto no afecta al cardcter de funcion que se tiene.

y = 2yx

Siiy = = \/'x_ Se determinan aigunos

Pares que como puntos se ubican en el
Plano.

Observando la tabla, se observa que cada .

Primer componente determina dos Segun-
dos componentes, por tanto no es una
Funcion.

y =3\/x+l

Si:y = )\/x + | Determinando algu-
nos Pares ordenados o puntos y ubi-
cindolos en el Plano, al unirlos se
obtiene la grifica requerida. Es una
Funcién.

y = x> -1
Sity =x°-1

Determinando algunos Pares ordenados
0 puntos, se ubican en el Plano y se
unen entre si.

s una Funcién.

~

N -0 — )X
n -0 — &

-1 o=

0
NN

W

N
R - I N1 e

-0 ll«

1.26
1.44

N -0 = ] x

~ O - wlx

esta funcidn, posteriormente

o -
x=-3
X1y
Siy = 3x -1 -2 1.41
x-3 -1
0033
Determinando algunos pun- byt
tos. se obtiene la grifica de 21-5
B
4

se la analiza con mas detalle.

-
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>s Dominios Reales de definicién de una Funcién Real de Variable Real, son los Conjuntos de primeros
ymponentes de los Pares ordenados que conforman la Funcién.

L »
B

I3

ara calcular los Dominios Reales de una Funcién, es suficiente con evitar que el Primer componente: x del Par
rdenado: (x.y) esté afectado por expresiones como:

ﬂ' si'”.r l efimda | |
P
R DAL e
s kit il

uego, todo valor de x que no esté afectada por las anteriores situaciones, pertenecerd al Dominio (D) de una
uncion.

ij 2-8 Se calculan los Dominios de las siguientes Funciones:

a) fm = 2x -3 La Variable: x no est4 afectada por ninguna de las expresidnes que se deben evitar.

Por tanto: x no esté sujeta 3 ninguna restriccién, puede tomar el valor de cualguier
NiUmero Real. £l Dominio es todo el Conjunto de los NGmeros Reales: D Vxe R

b) [(x) = x2 4| La Variable: x no est4 sujeta a restriccion alguna.
D;VxeR
) [ = ! Hay posibilidad de divisidn entre cero, lo que debe evitarse, entonces se debe evitar
W que: x = 2, es decir x no debe tomar el valor de 2. . £l Dommxo seré todo el Conjunto

de los NUmeros Reales, excepto: x = 2
DiVxeR, x»2

d) [=+fx=-5 Debe evitarse la Raiz Par de negativos (En este caso Raiz Cuadrada). entonces debe
(x) .
cumplirseque: x-520 = x235

Por tanto el Dominio serd el Conjunto de todos los Numeros Reales, mayores o
igualesque:5 D;VxeR.x25

Note que no es necesario evitar a x = 0. ya que la raiz de 0 existe, es de valor 0

e) [( . 3x-! La Variable: x no estd sujeta a restriccién alguna.
X
DivxeR
N [m = Log(x - 4) Debe evitarse el Logaritmo de negativos, por ello debe cumplirse

x-4>0 = x>4. Entonces el Dominio serd el Conjunto de todos los
Numeros Reales, mayores que: 4
DivxeR x> 4

Note que también debe evitarse el Logaritmo de cero. que no existe. (En cambio
la Raiz Par de cero existe, es Real)

£n posteriores analisis de Funciones. se encontraran mas situaciones que deben evitarse, para cztener
2l Dominio de una funcién Real de Variable Real

- 18 -
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Codominios Reales de una Funcién Real de Variable Real, son los Conjuntos de segundos componentes, de los
Pares ordenados que conforman la Funcién.

Para determinar los Codominios Reales de una Funcién, es suficiente con evitar que el segundo componente:
y del Par ordenado: (x.y): esté afectada por expresiones tales como:

:
h_

N

o T—]

3

=
M S—"

v
>
O

\ T
i 1;;Wl“H%*FE.
(A

Fic
l i

——~———3‘—"‘m“—

e p— R——
2
L
0.
.
A
o - Eie—
o
—
O

Yy

SR W
©

O

Por tanto todo valor: y que no esté afectada por las anteriores situaciones, pertenecerd al Codominio (Cj) de una

funcion

Como el anslisis se hace sobre la Variable y . prevnamente se debe despejar la Variable x ; a partir de {a forma
usual de expresion de una Funcién: y =y,

Note que las mismas situaciones que se deben evitar en el cdlculo de Dominios, también se debe evitar en el
célculo de Codominios.

Ei2-9
3)

<)

d)

Se determinan los Codominios de las siguientes Funciones:

[(x) =2x-3 =y

= x=y"3
>
C/:VyER
f(x)=xz+|=y
= x =4y-lI
CI: R.yz2|
[y = ——= =y
W x -2
- x=|*2y
y
C. YyeR.y»0
fg = VX =5 =y
= x=yl+5
CI;VyER
fo=3"" =y
logy
- = -1
log3
C. YycR.y>0

La Variable: y no estd afectada por las situaciones que se deben evitar.

Por tanto: y no estd sujeta a ninguna restriccidn, puede tomar el valor de
cualquier Numero Real.

El Codominio es todo el Conjunto de los NUmeros Reales:

En la Variable: y debe evitarse la Raiz Par de negativos. (En este caso
Raiz Cuadrada), entonce debe cumplirse: y -1 2 0 = y 2 |

Por tanto: el Codominio estard constituido por todos los Numeros
Reales. mayores o iguales a I.

Debe evitarse la Division entre cero.

Observando 12 expresion donde se despejo: x, se debe evitar que: y
tome el valor de cero. (y » 0)

Por tanto: el Codominio estard constituido por todos los Nimeros
Reales, excepto el cero.

La Variable:'y no esta afectada por ninguna de las situaciones que se deben
evitar. Por tanto: y no estd sujeta a-ninguna restriccion, puede tomar el
valor de cualquier NUmero Real.

El Codominio es todo el Conjunto de los Nimeros Reales.

Debe evitarse el Logaritmo de negativos o cero, entonces debe cumplirse
que:y >0

£i Codominio es todo el Conjunto de los Numeros Reales Pesitivos \Que
no incluyen al cero)
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75] | g
a) 2x - | Dominio: Para hallar el Dominio de la Funcidn, se debe evitar la divisién entre >
f(x) = -4 4 y cero, por tanto debe considerarse que: x # 4 L D
D,:xeR,x¢4 ?@
= x = 4y -l ‘
y -2 Codominio: Para hallar el Codominio de la Funcién, luego de despejar la
Variable: x , se debe evitar la divisién entre cero:y # 2
C/: yeR , y=r2
b) 20 Dominio: Evitando la divisién entre cero (Después de factorizar). se concluye
fo = 2-4=y que:x * 2;x * -2 -
X D!:xeR.Xs-Z.'x#-Z
) 20
C (x+2)(x-2) Codominio: Evitando la Raiz Cuadrada de negativos, dentro del Radical debe
cumplirse: 20 + 4y 2 0 = y 2 -5 Ademis se debe evitar la division
_ | 20 + 4y entre cero.
= X =
y CI:yER.yz-S.er
J
<) 7 ) Dominio: Evitando la Raiz Cuadrada de negativos:
=yx“-4x+3 =y
f(’f’ x?-4x+320 =2 -o<xs|,3sx < lalnecua-
x?-4x+(3-yY) -0 cién Cua-drética se resolvié en P-1-8-a
20 -y D: xeR,-»<xs!,3sx<e
. =4:‘/|6‘4( y®) / o _
? Codominio: Evitando una Raiz cuadrada de negativos:
x=2xyloy t+y2 2 0 = y € R (Verequivalencia en P-1-9-a)
B C:yeR

Dominio: Evitando el Logaritmo de negativos:
l -x2>0 = -1 < x < | (Inecuacién resuelta P-|-10)

=>x=,/|—lo’ Dl:xeR.—l<x<l

Codominio: Evitando Raices cuadradas de negativos:
1 -1/ >0 = y<0, C',: yeR.y<o0

e) . m Dominio: Evitando la Raiz Cuadrada de negativos, la Division entre
[m = N —— =y cero y Logaritmo de negativos. :
x
l-x?20= -1 <x<1l :x*»0 : x>0
|
= X = - DI x € R. 0 < x < | (Intersectando resultados)
el + ¢ .

Codominio: No existe restriccién alguna (La expresién e nunca
s cero ni negativa) C‘,: y €R

) f AL Dominio: Evitando el Logaritmo de negativos:
( = ne—— =Y . )
W2 1 -x | X 50 = -1 <x < | (Ver-1-12-b)
e o I -x
= X F D,ixex.-l<x<l
et~ Codominio: No existe restriccién alguna sobre la Variable y . Por tanto
C,. yeR
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FUNCIONES INYECTIVAS

TNETONES |

Las Funciones Inyectivas o Univalentes, son aquelias en que todo segundo componente del Par ordenado: (x.y)
es correspondencia de un solo primer componente. Simbélicamente se expresa como:

rr1
]
p—

Si: f(x.) = [(‘1) = X, =X,

Esquemdéticamente por Diagramas de Venn, se observa relacidn de
uno a uno. A un elemento del Dominio, le corresponde solo uno del

Codominio. A la vez a uno del Codominio le cotresponde solo uno
del Dominio.

No afecta al cardcter de Funcidn Inyectiva, el que algin elemento del
Codominio no participe de la relacién.

Ej 2-10 Se analiza la inyectividad, de las siguientes Funciones Reales:

3) f(x)' = 2x + | b) [(x) = x> - 6x? +5x
Sus Pares ordenados f: {(0.1).(1.3).(2.5)....} Sus Pares ordenados f: {(0.0).(1.0).(2.-6)....}

Funcién Inyectiva

FUNCIONES SURYECTIVAS

Las Funciones Suryectivas (O Sobreyectivas), son aquellas donde el
segundo componente del Par ordenado: (x.y) es cualquier Nimero
Real (El Codominio de la Funcidn, debe ser de todos los Numeros
Reales: C; = R) '

Simbélicamente Si: y =f, . ye R

Esquemdticamente por Diagramas de Venn se observa la participa-
cién. en la relacién. de todos los elementos del Codominio.

No afecta al caricter de Funcion Suryectiva, ef que algin elemento del Codominio, sea corfespondencia de varios
elementos del Codominio.

Ei 2-11 Se analiza la Suryectividad de las siguientes Funciones
a) /m = 2x + | b) f(x) = x? .
‘ En el 1 diagrama to-
[A(0.1). (1.3). (2.9)....} AN G (2.4). ) dos los elementcs del

2* conjunto se invo-
lucran en 12 Funcién

En el 2% diagrama hay
elementos del 2% con-
JURtO qQue No se invo-
lucran en fa Funcion

Fundién Suryectiva Funcién No Survectiva

- 41 -




FUNCIONES BIYECTIVAS

Las Funciones Biyectivas son aquellas que a la vez son Inyectivas y Suryectivas.

| 2-6] Si el Dominio y Codominio son: A = {0,1.2.3}: B = {5.6,7.8} indicar que tipo de Funcién son
las siguientes (Se indican sus Pares ordenados)

a) [ {(0.5).(1.6).(2.7).(3.8)} Todos los elementos del Dominio participan de |a relacion, entonces es
Funcién.

La relacion es de uno a uno (F. Inyectiva). Todos los elementos del Codominio, estan relacionados con
alguno del Dominio (F. Suryectiva) Por tanto la Funcion es Biyectiva.

b) f: {(0.6).(1.6).(2.8). (3.8)} Todos los elementos del Dominio estdn relacionados, es Funcién.

La relacion no es de uno a uno (No Inyectiva). La relacidn no incluye a todos los elementos del
Codominio (No Suryectiva, por tanto no es Biyectiva)

o) f:{(0.5).(0.6).(2.7).(2.8)} La relacién no incluye a todos los elementos del Dominio, no es

Funcién. Esinnecesario efectuar otros andlisis.

Indicar a que tipo pertenecen las siguientes funciones Reales: R-R
3) [m =3x -2

Todos los elementos del Dominio (X) estn relacionados, es
una funcién. - .ot

La relacidn es de uno a uno (F. Inyectiva)

Larelacion incluye a todos los elementos del Cadominio (Y)

(Es F. Suryectiva)

Por tanto la Funcidn es Biyectiva. La gréfica se efabora por
reglas conocidas.

b) fy, =4 -x

Todos los elementos del Dominio (X) estan relacionados,
es Funcion. La relacion no es de uno a uno (No Inyectiva)

La relacién no incluye a todos los elementos del Codomi-
nio (Y) (Mo Suryectiva). Note que para: y > 4 no existe
gréfica. Por tanto la Funcién no es Biyectiva.

Restringiendo el D; y C, es posible lograr una Funcién

Biyectiva. En: f, = 4 -x* tomando: D;: 0 s x < =

La funcion es Biyectiva.

) [m=+\/'; cox20

La relacidn indica que para el Dominio, solo se consideran
valores de: x 2 0 . Adem3s se toma la Raiz positiva Unica-
mente. €s funcién de: R*-R™

La relacién es de uno a uno (F. Inyectiva)

La refacion no incluye a tecos los elementos det Codominio
(F No Suryectiva). Por tanto la Funcién nc es Biyectiva.

Note que restringtendo sdecuadamente lcs Dominios o ) '
Codominios. es posible cttener Funciones 3ivectivas a partir de cualquier relacion.

da
ray
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18] FUNGIOINES 1INV ERSAR

Sila Funcion: [ es el Conjunto de Pares ordenados de (a forma (a.b): Siendo f Funcidn Inyectiva. Enton-ces el
Conjunto de los Pares ordenados de la forma (b.a) es la Funcién Inversa de f . se denota por: f'

bt

Ei2-12 [ {(1.3).(2.5).(3.7). (4.9}
f7{3.1).(5.2).(7.3).(9.4)}
La Funcién: [ es una funcién Inyectiva.

Note que para obtener [, es suficiente con inter-
cambiar los elementos de los Pares de: |

£l Dominio de fse convierte en Codominio de f':
A 1a vez el Codominio de f. se convierte en el
Dorfiinio de '

En la Practica para obtener la funcidn Inversa de una funcion Real de Variable Real. expresada por la Regla de
correspondencia: y = /(x) . se intercambian Variables, para luego despejar y que serd la funcion Inversa.

Eji2-13 Se calcula la funcidn Inversa de una Funcidén expresada por una Regla de correspondencia

fm = 2x + |
y = 2x + | Dada la Funcidn por la Regla de correspondencia se escribe como: =
R
X=-y ., y-x Se intercambian 13s variables en la Expresién dada, asi x pasa aser y:asu
x = 2y+| vez y pasa aser x )
= y= x-| Despejando y de la expresién antes obtenida.
2 funcion Inversa requerida. expresada a su vez coma una Regla de correspon-
forooXo - dencia.
(x) 2 ’

) o= x-
® Al graficar ambas
y=x>-1 : X77 Funciones. note
Y = X que la gréfica de la
x =yd-1 fFuncién Inversa es
3 Simétrica a la gréfica

=2 Yy = yx+|

de {a funcidn origi-

3
. nal.
f '(x) = yxrd

fg = -3 px o3 La Funcién Inversa
que se obtiene es

y = 3x | . XY idéntica a la Fun-
x-3 Y=X  ¢ién original.

x = - Por tanto la grafica
y-3 de la Funcion origi-
3x-1 nal es igual 2 la

= x-13 X grifica de 13 fun-
I - | cidn inversa.
. x-3 x 3
( -




9497 Hallar las funciones Inversas de las siguientes funciones:

3) [m - lo.,/,l.l b) [(x) -5

Funcidn original

= 1oV Haciendo: y = yEx
y = {0 Y f(x) X*Y.Y"‘x
X=yy-x intercambiando va- X =y
X = IO"/VI" riables y = x
Despejando: y -
Logx = Log(10"VY"*1 ) . o= x
Aplicando Logaritmos
- 2 t ’ b
logx = +yy"+1 Logi0  prosiedad de Logarit- Por tanto en este caso la
logx = +iy?+ mos. Terminando de Funcién Inversa es igual a
g 4 despejaray. la Funcion Original.
2 i
(Logx)” - | Si: Log 10 = | :

[ = Vllogx)® - Funcién lnversa.

En el inciso a); se debe restringir al Dominio (x 2 0); de manera que la Funcuén sea Inyectiva, solo asi una
Funcién posee Funcién Inversa.

2510} Hallar 13 funcion inversa de: fg = x?-4x+3

,'lx)zxz~'4)<+3 . . . .
' La Funcién dada cs una Funcidn Real de Variable Real.
- x-y L . . .
y = x?-4x+3 y - x Haciendo: y = ,(x) . luego se intercambian entre si las
2 Variables.
X = -4y +3 .
4y e (3 -y = Ordenando se observa una ecuacidn de segundo grado para
Y y+@-x = y. Para despejar y se usa la Ecuacion de segundo Grado. se
4= ‘[(_4)2 -41(3 -x) toma a y como Incégnita (x es una constante)
y =
2-1 Ordenando y simplificando.
4= V4 + 4x _4x2 Jx+1 Sin embargo para que la Inversa se constituya en una
y 2 h 2 Funcién, se debe tomar solo uno de los Signos de la Raiz -
Cuadrada.
y =2 = Jx+1

Ademis se debe definir el Dominio de Ia funcién Inversa

-1
fg =2+ Yx+l como:

D,.: x€e€R ., x2 -1

Hallar las Inversas de las funciones. expresadas como un nimero finito de Pares ordenados:

) [ {(8.1).(7.2).(6.3).(5.4)}
b) g {(2.4).(-2.4).(3.9).(-3.9)}

De acuerdo a la definicidn de Funciones Inversas, en los Pares ordenados. los Primeros componentes,

se convierten en Segundos componentes de las Funciones Inversas y reciprocamente los Segundos en
Primeros.

) [ {8.1.(.2.(6.3).(5.49} = [ {(1.8).2.7).3.6).(4.9)}

b) g {(2.4).(-2.4).(3.9).(-3.9)} = g-": 3 No existe. porque g no es Funcién Inyectiva.

Si se persiste en el Intercambio de componentes de la Funcion: g se obtendria
{(4.2).(4.-2).(9.3).(9.-3)} que es un Conjunto de Pares ordenados que no censtituye una funcién
(Porgue reitera Primeros componentes): entonces no existe funcion Inversa {Por ello es que para
sbtener una Funcidn lnversa. antes se debe venficar que es Inyectiva)

44 —————
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Las Operaciones entre Funciones Reales de Variable Real, se definen Ginicamente en Dominios comunes, es decir
sobre la Interseccién de sus respectivos Dominios.

Las Operaciones entre éstas Funciones, se efectiian de acuerdo a las clésicas Reglas Algebraicas.

Dadas las Funciones f,: g, donde se asume que poseen idéntico Dominio.

SUMA U+ 8y =y * 2
DIFERENCIA ([ = &)y = [y ~ &
PRODUCTO (&) = [y " &y
COCIENTE L . f
PP

Ej 2-14 Si: /m = 6x2+5; gy = x? - 4x + 3 ; Sus Operaciones son las siguientes:

(+ 8y =y * By = (EXT+5) + (x*

_ - _ ., - 2
(/ N g)(x) = l’(l] g(x) - (6x 5) (x

-4x +3) =

-4x +3) =

(8 = g 8y = (6x+5)(x? - 4x +3) = 6x* - 24x> + 23x?- 20x + 15
(A[) Clw o _extes o 24x-13
e gy x'-4x+3 x-4x+3

! 2:]2‘! Efectuar y graficar. {f + )y - SE

a) /m=4—x gm=2x-3
St [+ 8 = [y * 80
= (4-x) + (2x-3)
= x+ |

Para graficar: f: g f + g: se calculan algunos puntos

en cada caso, para luego unir.

/ 4

f+¢g

-3
|
5

F O NN o] B
n N O x

4
2
0

H NN Ol X

+
l
3
p]

)y = efx -3

Si: (f +g)m

B = TVZ X
=l * B

= (+fx - 3) + (+y2 -

Procediendo como en los casos anteriores !

Sin embargo a Funcién Suma no existe para ningun

Tx?-4x+8

Sx? +4x +2

X

Py

X % 3

!
Note que la Divi- i
sidn no es exacta, !
se evitan los valo-

res de: 1; 3 para

asi evitar |3 Divi-

sidn entre cero.

valor real de: x

Note que reemplazando en la Funcién Suma cualquier valor de: x, se obtendrdn Expresiones imaginarias
Larazon de esta incongruencia. estd en que los Dominios de las funciones f. g no poseen un elementd

en comun. 2s decir el Dominio comun es el vacio (D,: x23: D‘: X s 2

DlﬂDg = o)
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La Composicién de Funciones Reales de Variable Real. es otra operacion entre dos o mas Funciones. que se
efectda sobre un Dominio comin, obteniendo por resultado a otra Funcién.

La Composicién entre las Funciones: f(x) L8y hace que la Funci6n 8, Pase a ser variable de la Funcién: /m.
Simbdlicamente la Composicidn se escribe:
[I CREMIEHI J]

Comunmente (Salvo casos especiales) se registra que: (fog)y, * &)

(x)

Ej 2-15 Si: fm =x'-1 By =X*3 se efectuard la Composicién: fog
(fo8), = fuz(,,l De la definicién de Composicién de Funciones.
[ o= x| Considerando a 1a Funcién original [(x) . donde la Variable es x
(x)
f(z) =gl-| La nueva Variable es g (En lugar de x)

fl: ;= (x+3)? -1 Reemplazando en B, =X*3ise obtiene [a Composicién requerida.
{x) .

Esquemiticamente por Diagramas de Venn, la Composicién entre f, g es la mostrada, donde se puede apreciar
que el resultado de una Composicidn entre Funciones, es otra Funcién, que hace el trabajo simultineo de las
originales. ‘ '

2533 Hallar las Composiciones feg ; gof para los siguientes pares de Funciones:

a) f(x) = 3x+2 ;g(x) = Sxt+4

o - (g, =¢g Comparando resulta-
(fogy = (£} @ dos se aprecia que:
Si: fm = 3x+ 2 By = Sx2+ 4 fog » gof

[ =3g+2 g8r = 5f1+4 Usualmente la Com-
s 0 posicion de Funciones
f(z . 3(5x? +4) + 2 g, = S(3x +2)2 + 4 no es conmutativa.
(5] [
= 15x2+ 14 = 45x? + 60x + 24

b) [, =logx: g, =x

(fe8)y =1, (2N, = &1 En este caso especial se verifica que:
" * /O g = of
St fig = logx €y = X o y .
= f Esta situacion siempre se verificara si una
fy = toge & de las Funciones es simplemente x
=1
fy,) = Logx S8 T T8

1Y
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En los siguientes grupos de Funciones, calcular las operaciones requeridas

a)

2 . x+3
/(1) = log(x + 5x) ; € =-X—-_—§ . Hallar: fog - gof

. . g, =¢ ' _ Procediendo a
o8y =/ 0 o la Composicion,

. X +3 d
N . 2, Si: g = e acuerdo a
Siv fiy = Lloglx® + 5x) W x -3 Reglas indica-
) ) f+3 das anterior-
[ = Loglg” + 5g) gy = 3 mente:
2 +
fp, = Logl &2y« 522 g o log?s9 .3
) x-3 x-3 (i

Log(x? + 5x) - 3

fg =VX*T 1 gy =Senx i hy =x>-5 Hallar: fogoh : hefeg

Uogehly = G2y =1y, ooy = oy, <y
' Ceneralizando
Si: /’m = yx + | - Sie h(x) =x’-5 las anteriores
Reglas de
fg = Je+ | : hy = f>-s Composicién.

, para tres fFun-
[“m) = fSenx + | hUm) = (¢x + | )) -5 ‘ ciones.
/*im’ = JSenh * l h = (‘/gdr | )3 -5 »

Uy

[(: )" Sen(x® - S) + | h =(\/Senx+l)3-5
)

Z 9,3 . , -1
fm = 2x°+7 . Hallar: (fof )

Se determina previamente la Funcién Inversa (f '), (De acuerdo a definiciones y Reglas vistas
anteriormente). para luego componer:

Si f(x) =’ +7

Fof My = /Ut;,') Como era de esperarse, la
y = 2x>+7 sucesiva aplicacién primero
X =y y-x Sit fiy =207 de una Funcién Inversa. lue-
go de l1a misma Funcidn so-
x =27 fU") =2(f")Y +7 ~ bre la Variable: x : dejan a
3 ésta en su misma situacion
- oy x=-7 T 3 original.
N 2 f(l(',') =2 +7 Es decir la Funcion y su Fun-
3 ! 2 ] cién Inversa anulan su ac-
fo = x- 7 - x cién reciprocamente.
N 2

Se generaliza la siguiente Regla vilida para todcs los casos:

(Fof ™)y = (oD, = x

Este es uno ce los casos especiales, donde 13 Composicidn de Funciones es conmutativa. va que en el
caso general ia Composicidn no es conmutativa
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T cLASES e FUNGIONES

Las Funciones para un mejor estudio, tradicionalmente sz zlasifican en:

FUNCIONES POLINOMICAS FUNCIONES ALGEBRAICAS

FUNCIONES EXPONENCIALES FUSCIONES LOGARITMICAS

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS
FUNCIONES HIPERBOLICAS FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

FUNCIONES ESPECIALES

Todas estas Funciones se estudiaran separ:damente, pese 2 cierias relaciones existentes entre ellas.

2 E N ONES FOLINGMI
Son funciones Polindmicas aquellas que responden a la forma General:
AR )

|
Donde: a, ; a,.,.... son constantes reales: n es un NUmero Natural (Entero y positivo); n determina el Grado de
la Funcién. El Dominio de todas las Funcicnes Polindmiczs es de todos los Reales (D;: x € R)

fe——y
N
i

A = 4

}i
f b +14a’
e 1( d”

3

Y

Ej 2-16 Son Ejemplos de Funciones Polinémicas o no Pclindmicas son las siguientes:

xS 3 ) e .

[ = 3%7 +2x7 + 8x + | Es Funcién “clinémica de Grado: 5
fy = \/’f xT - 4x? « | Es Funcién Folinémica de Grado: 7
[m = 3Jx - x? No es Funcién Polinémica (Por \/;)

‘ |
S +Llogx + ! No es Funcidn Polinémica (Por Log . -;-)

X

f(l’)

Las Funciones Pclindémicas de acuerdo a su grado. a su «ez se clasifican en funciones Constantes. Lineales.
Cuadriticas, etc.

FUNCIONES CONSTANTES

Las Funciones Constantes son Funciones ®olinémicas d¢2 zrado cero; su forma general es: /(x) = a,

Ei 2-17 Son Funciones Constantes:

) |
f =5 0 My = -

- f =mn L& Funciones Constantes no son ni lnyectivas ni
2

x) .
g Sursectivas.

Graficar 'a Funcion Constante: [, = 3

Para graficar se determinan algunos x ! N b o F=3
Pares ordenados o puntos. Se obszrva T3 . b
R i - ....}...2.,_ ..... LTI B PP
que la Crdenada 3 es constant2 o 3 T :
L] gféf’lca 25 UNa Recu para[ela . E;e ! l i 3 ""; ...... .;, ....... .—.....] ....... ; ...................... \( .
de abscisas. como en toda furcon — i : SR
) ) 20 2 4

Constante.

a8 -
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FUNCIONES LINEALES

Las Funciones Lineales, son Funciones Polinémicas de grado 1; Su forma general es:

/(X) sa, a,x

Ej2-18 f,=2x+5 fg =3 - 2x Son Funciones Lineales
_3x+ | | El grado de estas Funciones Polinémicas es de: |
fg = 4 fy = 75
o Sa-n 0B
Para graficar se determinan algunos puntos. x|y | 7 4" """""""""
, 3 SO AN
SI.)’=/(X)=2X-| iy

La gréfica es una Recta, como en toda
Funcién Lineal.

w N -0 -
W -

FUNCIONES CUADRATICAS

Las Funciones Cuadréticas, son Funciones Polinémicas de grado 2; Su forma Ceneral es:

= 2
f(x) =@, +ax+ax

i 2- 2 - )2 . o
Ei2-19 f =3x?+5x+7 fy =X° * 1 Son Funciones Cuadraticas

fm = x4 ﬁx + 1 f(x) =9 -x*  El grado de estas Funciones Polinémicas es: 2

Analizar, graficar: y = x? - 4x + S

Para graficar se calculan algunos puntos

Sit fyy =y =x?-dx+S

La gréfica es una Pardbola. como toda
grdfica de Funcién Cuadratica.

AN — N N

B W N - Of a5

Siempre de acuerdo al grado, en la forma general de Funciones
Polindmicas. se obtendrdn Funciones de caracteristicas generales parecidas.

Las restantes Funciones Polindmicas de grado superior, no reciben nombres especiales, pero sus caracteristicas
son equivalentes.

Analizar, graficar: f

Para la grifica se determinan algunos
puntos:

Siy =/, =x"- 4x?
La Funcién es también Polindmica de
grado. 4

Y I 2
g =X 4x

w N - O = N X
= : .
W Q@ w O wOl<x

La zrifica es ta curva indicada L
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[T FONCioNES ALGERRAIC

Las Funciones Algebraicas, son aquellas que responden a la forma general:

] e

mios en: x ; n es un NUmero Natu-
Ef 2-20 Son Funciones Algebraicas o No Algebraicas las siguientes:

ral.
-
fo = S

Son Funciones Algebraicas.

= | +x +
X xt+l La 1** es Funcién Algebraica (Toda Funcién
, , . Polinbmica es también Algebraica); la 2% Noes
fo =3x"s6x"~1 [, =x+Llogx  fyncién Algebraica (Por el término Log)

Todos las Funciones Algebraicas, pueden llevarse a la forma general que las define. En la practica se considera
que toda-Expresidn Algebraica de una Variable, es también una Funcién Algebraica.

XL

5] Demostrar que es una funcién Algebraica: f(x) =
v X

1o

I

fog =Y Para demostrar que la Funcién es Algebraica, serd suficien-
X te con expresarla en su forma general. Efectuando opera-
yx -1 =-Jx = (yx-1)7= (-yx)?  ciones, elevando al cuadrado.
I -y =1 -
y2x2-2yx*l=x Pz(x)'x . Pl(x)_ 2x . PO(x) I-x

Quedan determinados los Polinomios, esto demuestraque

2 2 (- + - = .
(y" e -2y + (1 -x) = 0 la Funcién es Algebraica.

GRAFICAS DE FUNCIONES ALGEBRAICAS

Por ladificultad que poseen las gréficas de Funciones Algebraicas. se deben analizar los conceptos de: DOMINIO,
INTERSECCIONES, SIMETRIAS, ASINTOTAS.

Para el respectivo anélisis, se tomaré [a siguiente notacién: Si: y = fm = fo,=Y" /m =0

=y-3-x1=0 En esta notacidn, toda la Expresion se lleva a

Ei2-21 5ii y=34x? = f
il un miembro de la igualdad.

DOMINIO
Para hallar el Dominio de las Funciones Algebraicas, se deben evitar las Expresiones siguientes:

n . .
% Divisién entre cero {Indefinido) f——a Raiz par de negativo (Imaginario)

Ej 2-22 Se determinan los Dominios de dos funciones Algebraicas.
|

/(,)=——"'—_ D/IXER‘,x-I,x¢3
(x - )(x = 3) '
/(x)=’\ix‘3 Stx-le:sz:D,:xeR.xz}

INTERSECCIONES
Las Intersecciones con los Ejes Coordenadcs. de 'a curva de una Funcion, se determinan del siguiente modo

Conelfjedeabscisas (X): y = 0. F_ . = 0 ConeiEje de ordenadas {¥): x = 0 . Foy = 0

{2.9)

- 50 -

1t

=)

’@@:@S@@@@@Qﬁ@@@@@@@@@@@ﬁ@@@@@@%@@@@@@@ﬁ@@@@@‘




I e ok

.

Ei 2-23 Considerando la Funcién: y = 6 - 2x

=6 -2x = F(x'y)=y-6+2x

y
Fogg=0-6+2x=0 = x=3 PI(3.0)
F

(o‘y)zy—6+2-o=0 =§y=6 P2(0.6)

Las Intersecciones de la curva con los Ejes Coordenados,
son aquellos puntos donde la curva corta a los Ejes.

SIMETRIAS

La gréfica de; F es Simétrica, respecto al Eje de abscisas si se verifica la siguiente igualdad: Fup = i -

E{2-24 Si: F =x-y?=0

(x.y)

La curva de Fes Simétrica al Eje X, F =F
. (x.y) (x.-y}
ya que se cumple |a igualdad que
define tal simetria; x -yl =x-(-y)}

Se entiende que una curva es simétrica al Eje X, si al girar sobre
tal Eje. la curva no se modifica.

La grafica de f es Simétrica respecto al Eje de ordenadas, si se verifica la siguiente igualdad; Fap = Fioen

Ej 2-25 Si: F(m =x? -y

La curva es Simétrica al Eje ¥, ya F(x.y)v = F(-x.n
que se cumple la igualdad que 2 I ;
define este tipo de simetria: XLy = (0 -y P
Se entiende que una curva es simétrica al Eje ¥, si al girar sobre \ D
tal Eje. 12 curva no se modifica. . -2 P2

La gréfica de: F es Simétrica respecto al Origen si se verifica la siguiente igualdad: F(x.y) = F(-x,-y)

Ej2-26 Sit F_ . =x*+y? -4

S=s=== {xy)
Es Simétrica al Eje F =F
(x.) (-x.-y)
X. Y ya que se . , ) ,
cumple lalgualdad. xt eyt -4 =(-x)" +(-y) -4

Se entiende que una curva es simétrica al Origen si al girar sobre
los Ejes X. ¥; la curva no se modifica.

ASINTOTAS
Las Asintotas son Rectas que limitan a las curvas, éstas se acercan pero sin intersectarlas, para su determinacion
se analizardn los numeradores y denominadores de la Funcidn, tanto en términos de: x como de y

Las Asintotas Verticales se obtienen despejando y en F, para luego igualar su denominador a cero:

N
Fop =0 = y= 6“—’ Si: D,,, = 0 Entonces: x, es Asintota Vertical.
N 1
)

Las Asintotas Horizontales se obtienen despejando x en f, para luego igualar su denominador a cero’

F“” =0 = x = -2 3 D(” = 0 Entonces: y, es Asintota Horizontal.
(v}

- 57 -




F{ 2-27 Determinando las Asintotas de:

x-

=y~ =0 ,
F(x.y) y -2 Para obtener Asin-

-1 _9 =0 totas verticales, se
y = = X b despeja y de la fun-

x-2 cién F, para luego

2y - | y-1=0 igualar su denomi-
X = —— =

y- | y = | nador a cero.

Asi se obtiene x = 2, cuya gréfica es una Recta vertical.

Procediendo similarmente para la Asintota horizontal

(Despejando x). se obtiene y = |, cuya grafica es una
Recta horizontal.

,2"-.10"' Analizando sus caracteristicas, graficar: y = !

x-3
. , Lo R
Para el andlisis, se tomard cuando convenga: f  Asi: y‘ iy = Foy =Y 3"
DOMINIQ Siiy = ! 3 . Bvitando la division entre cero: D x € R . x » 3
x -
INTERSECCIONES
Interseccion al Eje X (y = 0) Interseccion al Eje ¥ (x = Q)
. S No existe . _ o Existe in-
Sit Fay=v- -3 0 interseccién Sit Fupy =V- -3 0 terseccion
i con el Eje X, I conel EjeY
F . =0- =0 se presenta Fop =Y -———=0
{x.0) ©n -
x-3 un absurdo. 0-3
1 =0 7 y = - |/}
SIMETRIAS
Simetria con Eje X Simetria con Eje ¥ Simetria al Origen
Fen = Fuen Fun = Frean _ Fum = Fexen
y - — * (=y) - ! y - ' ry- l y - I * (-0 - !
x-3 x-3 x-3 (-x)-3 x-3 (-x)-3
No existe Simetria No existe Simetria No existe Simetria
ASINTOTAS Asintotas Verticales Asintotas Horizontales
| As. Vertical b As.Horizon-
fn =Y 73°% en : F(,'n-y-x_3—0 tal en:
X = y =
= Yy = l = X = DAL
x-3 Y
finalmente, se conforma una x Y :
tabla de Pares ordenados o pun- 3 530
tos. a4 | -025
No hay valor para x = 3; se 0 033
calcula para valores inmediata- [ -0.50
mente antes y después de: 3 en 2 -1
29:3.1 : 3 |n
. 291} -10
_ El Dominio ex 31! 10
Y -3 cluye: x=13:por 4 |
5

tanto hay grafica
¥x»3

Las Intersecciones solo se dan con el Eje Y. (No hay interseccion con el tje X)

0.50

252

e i v
s | |
odk
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Analizando sus caracteristicas, graficar: y x -1

X =2
Para el anélisis, se tomard cuando convenga: F(x "
x -1 x - |
)/ = => F = y - — O
x-2 e X -2

INTERSECCIONES

Interseccién al Eje X (y = 0)
x -1

Fup =Y - 7 0
x -1
F(xlo)=0—x_2=0=> x = |
SIMETRIAS
Simetria con Eje X Simetria con Eje ¥
F(x.y) : F(x‘-y) F(x.y) = f(-x.r)
y_x-lﬁ(_y)_x% y_x-liy_ x-1
x~2 x=2 x-2 (-x)-2

No existe Simetria No existe Simetria

ASINTOTAS  Asintotas Verticales

. x -1
Si: F . =y- =0
(x.y) x -2
= y= x| = x =2
x=-2
\
La grifica misma se determi- X y
na por la tabla a partir de: 7 0.75
x| -1 | 067
-2 0 | 050
] ] 0
No se tiene el valor de la 2 7
Funcibnen: x = 2; se toman 19 -9
valores inmediatos, antes y 2. [l
después. 3 2
Se usan las caracteristica an- 4 1.5
tes determinadas. 5 133

Evitando la division entre

DOMINIO
y o X2
x -2

F

Fop =

Si: F(x_y) =y-

wpy " T

_ 2y -1

cero: D,:xeR.Xa-Z

Interseccion al Eje Y (x = Q)

x - |
x-2
0-1

[
0-2 . z

Simetria al Origen

Fen = Fiexon

x-1 x-1
_ . (=y) -
Y x-2 (Y) (-x)-2

No existe Simetria

Asintotas Horizontales .

x - | -0

x-2

= y =1

y -1

Usando una tabla de puntos, graficar y deducir caracteristicas de la Funcidn dada por: |

X y Dominio: x € R (Sin restriccién)

-5 0.04 .

a3 01 |ntersgcc10nes:

2 02 tieX: 3

N 0.5 tieY. Eny =1

05 | 08 Simetrias

0 ! fje X: B Simetria

05 |08 EjeY: Si 3 Simetria

! 0.5 Origen: 3 Simetria

2 02 ,

3 01 Asintotas

5 0.04 Asint. Vert. No existen
{10 0009 Asint. Horz. Eny =0




2

2 -
Para el respectivo andlisis, se tomard [a expresion: F(”) =y - xz 1. 0o .
' x“=-9
DOMINIO 2 _ 2 _ )
Y.l x -4 :D,:st,x#B:x#-B
x1-9  (x+3)x-3)

INTERSECCIONES

Con el Eje X (y = 0) Con el Eje ¥ (x = 0)

7 _ : 1_4
Fian =Y ™ t.0 F(x.y)=y_x2_4=0
X x1-9 Cox -9
2 2
x° -4 X = 0" -4 4

F =0 - =0 F =y- =0 = y = —

(x.0) g = x=-2 o7 orog 9
SIMETRIAS
Conel Eje X Conel Eje Y ~ Con el Origen

Fon = Fiay Fan = Freen Fan = Fiexon
x'-4 x1-4 x?- -x)2- 4 xt-4 -x)2-4
WO IL P & x4 (X BT I
x?-9 xt-9 x?-9 (-x)*-9 x1-9 (-x)2-9

No existe Simetria

ASINTOTAS Asintotas Verticales

Si existe Simetria

-No existe Simetria

Asintotas Horizontales

2.
. Sl
F(x.y) =Y x.z__g 0
9y - 4
= - = = |
y -1

z -
F(x‘y) =Y - xz : =0
x“ -9
- y= x? -4 - X =
xZ - 9 X = -3
La gréfica se obtendrd
. X y
por la tabla. La gréfica es 5 024
Simétrica sobre el Eje Y. | 037
Entonces bastard con 2 0
graficar sobre el Eje X 3 n
positivo, para X negativo, 29 | -7.47
la gréfica se refleja. 3.1 | 9.20
g 4 1.71
La gréfica sobre los Cua- 5 131
drantes |, IV es como un 6 118

espejo de los Cuadrantes
.

Graficar I3 Funcidn Algebraica: 2x> -yx? +y?-2xy -x'+y = 0

Ordenando vy factorizando la expre

x> -yxteyl-2xy -xtey =

2P eyxt-xteyl-xy ey

x{2x -y - 1) =y(-y +2x - 1)
(x-y)2x -y - 1)

= y=x2

y = 2x -

sién.

0 La grifica firal
estd conformada

0 poruna Paribcla

0 y una Recta.

0

N
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Para hallar el Dominio, se debe evitar la Raiz Cuadra-

da de negativos. Para ello debe cumplirse la Desigual-
dad.

Resolviendo por la Regla de los Signos.

factorizando y ubicando Raices tanto del numerador

Siitx =0 como denominador.
02-1 1
> 20 = —20 (V) Reemplazando un valor cualquiera. Se obtiene una
0°-4 4 Proposicidén Verdadera. Luego por alternabilidad:
1V‘TFT lVTFT AN DII-°°<X<-2.-15XS|.2<X<°°
3 -2 -1 0 1 2 3 4
INTERSECCIONES
Interseccidn al Eje X (y = 0) Interseccion al Eje Y (x = 0)
2 . 2
_z_X"|_ x =1 F - “O"l_ y = 1/2
F(x'o) ‘ 0 ;2_4 0 = X ='| (O’Y) y 02_4 o = )’ =-|/2
SIMETRIAS
Con el Eje X f(”) = F(x._y) Con el tje Y F(m = F(_x.” Con el Origen F(x.y) = F(_X._n
2 2 2 2 2 2
x* -1 x‘ -1 x: =1 (-x)" -1 x“ -1 -x)¢ -4
e e A e ALy S s
x?-4 x1-4 x'-4 (-x)" -4 x‘-4 . (-x)" -4
Si existe Simetria Si existe Simetria S_i existe Simetria
ASINTOTAS  Asintotas Verticales Asintotas Horizontales
: 2 2
.. - 2 - X - I = S = 2 _ X - | - 0
Sit ey = - 0 it Sy =Y N
2 _ - 2 _ -
y = x° =1 - X 2 = 4y° - | - 7 i
-4  x=-1 . y =-1
Complementando el analisis.
Se arma una X y
tabla de pun- p ~0.50
tos. (Note que | 0
se calcula an- 2 ”
tes y después 19 ,,
de: 2. que de- 21 |=28
termina di- 3 +1.26
visién entre 0) 4 -1.12
Para los valo- 5 =107

res negativos
de x. se reitera la misma grafica.

Donce no ests definido el Dominio.
no hay grifica Esta es plenamente
simétrica en los 4 Cuadrantes.
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Las funciones Exponenciales son aquellas que responden a la Forma General:

lLL

dahithill

41319

Donde: a (La base) es una constante positiva, la variable actia como exponente. £l Dominio de las Funciones
Exponenciales es de todos los Reales D R: El Codominio de las Funciones Exponenciales es de los Reales
positivos C. R*. Las Funciones Exponenciales son Inyectivas, pero no Suryectivas. por tanto no son Biyectivas.

Ef 2-28

it
"

x
) 3 f(x)
X+t

- §X 5 -
f(x) = S +x f(x) =g + |

10* + 4* + (.l_)

Son Funciones Exponenciales.

Son Funciones Exponenciales mds Funciones Alge-
braicas.

Las siguientes son Propiedades de las Funciones Exponenciales, deducibles de las Léyes de Exponentes:

(Considerando: a> 0)

Xe+y

a*a’ = a =
x
a .
_—=g*Y
a’
@?’ =a" =

fo [y =

f x

f(r)

[f(x)] Y=

=

f(x'y)

(x-y)

[ {xy)

Las graficas de las Funciones Exponenciales, se hallan por simples tablas de puntos,
especial (Tal como las Funciones Algebraicas). Las formas de gréfica de las Funciones Exponenciales son:

[
0
!

a

no requieren c¢e un analisis

i1<a<w

Analizar y graficar las siguientes Funciones Exponenciales: c
a) ,’m =2 . y .... ...... 8
Se determina una tabla de puntos a 21025
partir de: -1 {0.50
,‘(‘) =y = 2X ca=2> | 0{! :; ......... , .........‘f ...... 4
Note que puede reemplazar cualquier ; i ) ......... )2
valor de: x (Significa que D, R) 3 |8 o
]
Los valores de y obtenidos. son todos 4116 T 4 -2
positivos (Significa que C;: R*) ‘ :
| x A
) f 7 (3 T
Se determina una tabla a partir de: 219
1) ; S
| X ' .......... peennes ‘
o=y =(2) . a==< 01 S
3 3 V1033 | e e
Las caracteristicas de esta funcién son 2011
equivalentes a ia anterior. 3004 -4 -2
- 56 -
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Un caso particular de las Funciones Exponenciales, de gran aplicacién. se verifica cuando la base es: "¢"; Donde
"e" es una constante, llamada Namero Natural. cuyo valor puede determinarse por:

e=1+ Lt Lo s
P2t 31 4!
Esta Funcion normalmente usa las siguientes notaciones: [(x) =e* = exp(x)

Las caracteristicas de la Funcidn son equivalentes a otras Funciones Exponenciales.

5%97] Analizar y graficar las siguientes Funciones Exponenciales de Base: e

) f,=e’
X y
La gréfica puede determinarse, por una simple 2T o013
tabla de puntos. obtenido por calculadora a | o37
M - - b 4
Si: [(x) =y =e ] [
. . 1| 272
La Funcidn es Inyectiva, pero no Suryectiva. / 3 {2008
b) [y = et VX!
3 . , x|y
La grifica puede determinarse, por una sim- ST
ple tabla de puntos. o |n
Sii f o=y =e.,[—x-| El Domlr_no r
T : sedetermina s 1272
DIZX-IVZO = x2 | por la raiz 3 4.“'
CoyeR.yz ! del exponen- 4 1565
te. s [7.40
C) - -xn
/(X) =€
x y
En la Teorla Estadistica, ésta es una 3 0.01
Funcién muy importante, la grafica se .2 013
llama curva de Causs. -1 061
La grifica puede determinarse, por ? (')61
na simple tabla ntos. ‘
una simple tabla de puntos 5 013
D,:xeR:C,:O<ysl 3 0.0!
Un andlisis mayor en: P-6-74
- x
d) [m = X
. . x y
Esta no es una funcién Exponencial.
0.01 {03935
ya que la base no es una constante. 010 1079
{a incl f rior impor- ) :
::nzinanc uye por su posterior impo 037 | 069
’ 0.90 1} 0.91
La gréfica puede determinarse. por | ]
una simple tabla de puntos. 2 f
Si. fmzyzxx _3_.__.1_2__7___._

Dl'xER . x>0
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Las Funciones Logaritmicas son aquellas que responden a la forma general: :
1l [ [ |""‘ )
= LJ;J ::: gl :{.;:‘ r“
ﬁ ( ) ik i
Donde: Log, es el Logaritmo en base a; La base debe cumplircon a > 0;a * |; Lafuncién Log, x. se define
como la Inversa de la Funcidn Exponencial: a* '
£l Dominio de las Funciones Logaritmicas es de los Reales positivos DI: x € R : £l Codominio es de Todos los
Reales C’,: y € R. Las Funciones Logaritmicas son: Inyectivas, Suryectivas, por tanto son Biyectivas.
Los dos Tipos de Logaritmos mas usuales son:
LOGARITMOS DECIMALES (O Vulgares) Base: a = 10 ; se escribe: Log x
LOGARITMOS NEPERIANOS (O Naturales) Base: a = e ; se escribe: Ln x
Las principales Propiedades de las Funciones Logaritmicas son: )
log,(xy) = Log,x + log,y = f, =/,+], log,1 =0
X, _ ' L log 0 ==~
Y
. = |
log,(x") = yLog, x = fon =Yy Log, a
Las graficas de las Funciones Logaritmicas se obtienen por simpies tablas de puntos, sus dos Formas basicas son
l<ia<ew
g1 Analizar y graficar las siguientes Funciones Logaritmicas:
l,a gl'éﬁca se deterrninaré encontrando 0? -sl- .,?......21,...."..\2 ......... 4 ......... 4 ......... |.,. - ]
algunos puntos (Usando calculadoras) o -o ' ' P ‘
fo =y = Log,g x 2 |o30 422 6 810 ’
Existe Log solo de valores positivos de: x 3 [0.47 B I B R B
(Dy : R7) . Los valores obtenidos en: y 10 {1 :
son de todos los Reales. 20 1130 T B S R l
b) fm = ln x
x {y
La grifica se determinard mediante algu- 0 I
nOS puntos. 0.14-2.3
1’0 1
fg =y = lnx = Log x 2 .0.60
DR . CR e !
3 110
Note que las grificas scr seme;antes. e 230 |
- 58 - R
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€1 Logaritmo de un nimero: x es un Exponente: y , al que se debe elevar determinada base, para obtener el
Numero indicado: x

Ej 2-29 Ladefinicién de Logaritmo. puede ejemplificarse del siguiente modo:
Base: 10 Llogl00 =y = 100=10" = y=2=1Llogl00
log2 =y = 2=10 = y=0.301=1log2
Base:2 log,8 =y = 8=2 = y=3=log,8
log,512=y= 512=2" = y=9=1Llog,512

La definicion permite el célculo de algunos Logaritmos. en cualquier Base, sin embargo es mucho mas
conveniente el uso de la siguiente Férmula de conversion de Base de Logaritmos:

Log,N  a: Base conocida de Logaritmos: (10 0 )

Log, N = - . _
2, b: Nueva Base de Logaritmos

Ef 2-30 Usando 10 como Base conocida de Logaritmos se tendra:

Log,, 81 / Log . -512
Log, 8! = 10 . 1.908 -4 Logz 512 = 10 - 2,709 .9
Log,, 3 0.477 Log,, 2 0.301
Log, . 3 Log , 12
Log, 3 = o 0477 _ 0688 log, 12 = 10 _ 1079 _ | 277
log,, 5  0.699 log,, 7 0.845

Desarrollar las siguientes expresiones, aplicando Propiedades de Logaritmos:

3} Log(x®y’) = Log(x*) + Logly’) = Slogx + 3logy Desarrollando previamente por

o la Regla de Log de un producto.,
b) Log(———’l) = Log(x‘y) - Log(z”) = Log(x*) + Logly) - log(z’)  luego por el Log de una poten-

z cia, '

= 4logx + Logy - Tlogz

9 E - Note la imposibilidad de desa-
Log = log(x?) - Llogly?+2z%) = 3logx - logly?+2z®%) wollar el Gltimo Logaritmo de

yl+2? una suma.

d)

Log®(x*) = [Log(x®))® = (Slogx)® = S*(logx)® = 125 Logx

Resolver las siguientes Ecuaciones Exponenciales y Logaritmicas:
a) 2X -4 = 8

2

b) e'"F =2 ,
e Para resolver las Ecuacio-
Log(2""7) = Log(8) tne' ) = Ln2 nes exponenciales. se apli-
(x-4)Llog2 = Log8 .can Logaritmos y sus Pro-
X = + 4 - 2 =
Tog 2 (1=x7)1 = 0.69
0.903 X = :‘/l -0.69
X = +4 =7
0.301 x = =055
¢} Llog(9x -8) = 2 d) Loge®+7) = 3 En Ia_s gltimas E-
-8 = Antilog 2 cuaciones se
9% -8 nz“ o8 x}+7 = Antilog 3 usa:
9x -8 = IOZ x +7 = 10° Antilogu = 10
X = |09’8 =12 X=)flO]‘7 = 9.98 Antilnu=e“
- 59 -
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HUNGIONES TRIGONGH

ANGULOS Se considera que un dngulo es fa unién de dos Semirrec-
tas, con un punto coman inicial.

Sty
iy

Es conveniente tomar el Semieje positivo de las abscisas, como una
de las Semirrectas, asi el dngulo quedard determinado por la otra
Semirrecta. 0

Para medir dngulos existen tres Sistemas bdsicos:

SEXAGESIMAL (DEQC) En este Sistema, una Circun-
ferencia posee 360° (360 Crados Sexagesimales)

Un Grado sexagesimal (°) posee 60 Minutos
(). un Minuto posee 60 Segundos (')

CENTESIMAL (GRAD) En este Sistema una Cir-
cunferencia posee 400® (400 Grados Centesimales)

Un Grado (%) posee 100 Minutos (™), Un
Minuto posee 100 Segundos (%)

RADIANICO (RAD) En este Sistema una
Circunferencia posee 21 Radianes.

1 300¢
‘3n/2 Rad

Para convertir una medida de dngulo de un Sistema a
otro, se puede recurrir 3 la proporcién dada por:
3160° = 400% = 21 Rad

£n Célculo es preferible trabajar con Radianesyy. salvo aclaracion, cualquier medida de dngulos supondré que est4
en Radianes.

Tomando una Circunferencia con Centro en el Origen de Coordenadas de Radio: R = | ; donde t es un angulo
en Radianes, cuyo lado terminal intersecta a la Circunferencia en: P(x.y): entonces:

Sen t
Tan t = P(x,y)
Cos t : 4
. Cot t = Cos t R
Sl. X = COS t Sen ‘
= X
y = Sen t Sec ¢t = ]
Cos t
Csct = 1
Sen t

De acuerdo a estas definiciones, se hace ficil verificar las Relaciones:

Senlt » Cost = | Sen(a = b) = Sena Cosb = Senb Cosa Estas Relaciones Tri-
Cos(a = b) = Cosa Cosb = Sena Cosb gonometricas. son
Seclt = | + Tanlt ( ) 0so = demostrables por las
Tana = Tanb anteriores definicio-
Csct = | +» Cotht Tan(a = b) =
| =+ Tana Tanb nes.
Sen2t = 2 Sent Cost N o ;. 1 -Cos2t Permiten simplificar
R , ) Sen(-1) = -Sent Sen‘t = ———— procedimientos de
Cos 2t = Cos*°t - Sen‘t 2 ‘leul
Cos(-t) = Cost calculo con las Fun-
Tan 2t = 2_-@_"__‘_ Cost = i+ Cos 2t ciones Trigonométs:-
| - Tant Tan(-1) = -Tant os’t = 3 cas.
%0 -
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2:31] Demostrar: Sen?t + Cos% = | : Sect =1 + Tan%t : Csc¥ = | + Cotlt

Trabajando con el tridngulo recténgulo entre ABC
inscrito al Circulo Trigonométrico (Radio 1)

T gt e bl = Aplicando Pitdgoras
a2 b2 Dividiendo entre ¢? sim-
‘ (z) M (;) = | plificando, por definicién.
: Sen?t + Cos?t = 1. 1" Identidad R=1
} Sen’t po Dividiendo entre; Cos’t y
" Cost T Cos ’t simplificando
z R da H "
i Tant + 1 = Sec’t 2% Identidad. . b .
i L Dividiendo la 1= sent = —: Cost = —: Tant = —
i | JLostt Identidad entre Sen’t i. g :
Sen’t . Sen’t Csct = = Sect =T Cott = —
era H a a
|+ COtZ - Csczt 3 |dent|dad.
i . .
{

Ly,

=32'| Demostrar: Sen(a +B) = Sena Cos B + SenBCosa ; Cos(a + B) = Cos @ Cos B + Sena Sen 8

! Por la construccidn geométrica adjunta, se tiene: b \B
DB DC+CB EA+CB _EA OA BA CB
i Sen(a +B) = — = = T — e — ia
; 0):} 0B 0B 0A 0B O0BBA ;
! = Sen a Cos P + Sen B Cos & : C
: OD Ot-DE _OE-CA _OfF OA CA BA )
Cos(a +B) = —= = = Sl
. OB 0B 0B OA OB BA 0B o : ;
= Cosa Cos P - Senc Sen B 9 ) D E
Similarmente pueden demostrarse las relaciones: L
Sen(a -PB) = SenaCosB - SenPBCosa ; Cos(a -B) = Cosa CosB + Sen Sen B
Demostrar las siguientes Relaciones Trigonométricas:
3)  Sen2t = 2SentCost b) Cos2t = Cos’t - Sen?t - : Seno y Co-
Sen(ar + B) = Senax CosB + Senp Cosa Cos(ax + B) = Cosa CosP + Sena Senf Zf\ztlge dl;r_'
Sen(t +t) = SentCost + Sent Cost Cos(t +t) = CostCost - SentSent ble
= Sen2t = 2SentCost = Cos2t = Cos’t - Sen’t

Se demuestra por las férmulas de Sen, Cos de una suma antes demostrados. tomando: a =B =t

19) Sen(;t) = -Sent

Sen(a - B) = Sen @ Cos B - Senp Cos o Seno de un dngulo negativo
- Sen(0 -B) = Sen0Cost - Sent Cos 0 formula de! Seno de una resta
= Sen(-t) = 0-Cost-Sent-| = -Sent Sta=0:8 =t
d) -
Sen?p = I - Cos 2t ‘
Por 1a Férmula del Coseno de un dngulo doble.
Cos 2t = Cos?t - Sen’t = (! - Sen’t) - Sen’t desarroliando.
| -
Cos2t = | -25en’t = Sen’t = 1-Cos2t

2
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Las grdficas de las Funciones Trigonométricas, presentan caracteristicas variadas, éstas graficas pueden obtenerse

a partir de una tabla de puntos.

La siguiente es una tabla de los dngulos notables, de todas las Funciones Trigonométricas. Los angulos estan

expresados en Grados Se:tagesimales y Radianes:

Grados 0° 30° 45° 60° 90° 135° 180° | 225° | 270° | 315° | 360°
Rad 0 n/6 /4 /3 /2 | 3n/4 | m 5n/4 | 3n/2 | /4 2n
Sen 0 0.50 0.71 0.87 | 0.71 0 -0.71 -1 -0.71 0
Cos | 0.87 0.71 0.50 0 -0.71 - -0.71 0 0.71 |
Tan 0 0.58 | 1.75 oo -1 0 | -0 -1 0
Cot L 1.73 | 0.58 0 -l o | 0 -1 £
Sec | 115 1.41 2 o -1.41 -1 -1.41 o .41 |
Cse E) 2 .41 115 l .41 L 1.41 -1 -1.41 £

Tomando radianes sobre el Eje de abscisas, se obtienen las gréficas:

y = Senx y = Cosx
Y
0
...................... -1
y = Cotx
X
31/2 ?31:/2;
y = Cscx
Tx T
2n :37/2

Los Dominios de las Funciones Trigonométricas son los siguientes:

= Sen D
fi X DpxeR fg = Cosx DjxeR

n+1)n

= Tan D, : (

/(x) X X E€R x» > f(x)=Cotx D,;xER.xvnn
2n+|

[(X) = SCCX D/ xe R X # ( nz )n [(x) = CSCX D/ xeR X = nn
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Las grdficas de las Funciones Trigonométricas, pueden detallarse de mejor manera, escribiendolas como:

A: Amplitud (Valor Méximo)
fry = ASen(Bx + C)  B: Frecuencia (Ciclos por 21 Rad)
C: Fase (Angulo de inicio: -C)

Si A: B: C fuesen constantes (Lo que no siempre ocurre), se
tendria una grafica generalizadacon: A=1:B=1:C=0

La gréfica del caso se muestra como la curva conocida de la
Funcidn Seno. £l tratamiento que se hace con fa Funcidn Seno.
puede generalizarse a las otras Funciones Trigonométricas.

41 Craficar las siguientes Funciones Trigonométricas
3) foy = 3 Sen2x :
A Sit [(X) = 3Sen2x = A Sen(Bx + C)

= A=3,;B=2:C=0

Por: A = 3; el Valor méximo que alcanzaes: 3 (A su
vez el minimo es -3)

Por: B = 2; se tendrd dos ciclos (Dos ondas comple
tas) ¢ada 2 Rad de éngulo sobre el Eje X.

Por: € = 0; el inicio de la I“* onda serd en: O

m

s e mar s

b) = 2 Sen(x - . ] . ,

| fig = 23enbc= ) S -
'2 Sit [, = 2Sen(x - 2) = ASen(Bx + C) S / \ b,
. e As2:Be1:C=-ma NEI AN
| . .- NN

Por: A = 2; el méximo y minimo son 2y -2 N ; RN W A

Por: B = 1; hay un ciclo cada 217 Rad ' \_/ P \\/

Por: C = -1/4 ; el ciclo se inicia en: /4 H : N :

A, = xSenx
Si: fm = xSenx = ASen(Bx + C)
= A=x;8=1:C=0
Por: A = x; la Amplitud es variable (De acuerdo a
la Recta: y = x); el méximo, minimo estaran
comprendidas entre las Rectas de: x ; -x

Por: B = I hay un ciclo cada 211 Rad
Por: C = 0; el ciclo se iniciaen O

w
'\\
>

i
&
3

"

"

&

3

1
x
I

A Sen(Bx + C)

=A=|:B=—[—2;C=o

Ordenando de modo que se presente ia forma gene-
tal’  Por: A = I; el méximo, minimo son |; -|
Por B = I/x? LafFrecuencia es varable. a medida
que x es mayor, la Frecuencia es menor.

Por: C = 0, el ciclo se inicia en 0.
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QHHES TRIGONOMETRICAS INVERSA
: - N [ ,rn "] Pg ) ‘ r."“", ‘N 1§
1 lﬂﬂ ] r l Lr[“J FH ‘}.Ji J ’ \: i 'LJ [ ]lll‘h i [# ] ] ! ] hu ] ‘ \’ l"‘;.: -b % ,'-_.
Estas Funciones, tal como su nombre lo indica, son Inversas de las Funciones Trigonométricas, se definen % ]
£
y = Arcsenx  Si: x = Seny y = Arcesex St = Cscy o :
y = Arccosx  Si: x = Cosy = Arcsecx  Si: x = Secy d ;
y = Arctanx  Si: x = Tany = Arccot x Si: = Coty

Suele emplearse también la siguiente notacién: y = Arcsenx = Sen~'x Donde: Sen'x = |

De similar modo se nombran a las otras Funciones: _ Senx

Las Funciones Trigonométricas Inversas, proceden asi "Dado un nimero: x, se trata de hallar el anguio y que
corresponde, de acuerdo a una Funcidn Trigonométrica”

5:3%| Analizar y graficar las siguientes Funciones Trigonométricas inversas:

a) f(x) = Aresen x : o ‘Y ............
La Expresion: y = Arcsen x, ten- - P :

dria I3 gl’éﬁC’a segmentada. sin X y .....‘ ....... E-70.1 FO o ,
embargo para que sea funcién, L] -13T=T2 X

se restringe al trazo continuo. '065 '8-52"'”/6 3 5 T 2
Dominio: Df -l sxs ! 05 | 0.52=n/6 ' e R :

Cod ¢ n n 1| 1.57=m/2 e : a
odominio: [y sys 7 | et S

Si se intercambiaran Ios Ejes: X Y la gréfica seria equwalente alade:y = Sen X

b) f(x) = Arccos x

La grafica de: y = Arccos x, es
la curva segmentada, sin
embargo para que sea Funcién
se restringe.

Dominio: DI -l s xg |

Codominio: C, Osysnm

q) [(x) = Arctan x

Las curvas segmentadas corres-
ponden a y = Arctan x, sin em-

bargo para que sea Funcién
restringe.

Dominio: D

Ccdominio: C‘, I Sy s I
2

.2

"'°°SX5°°

X y .
-1 314=1
-0.5 | 2.09 =2n/3
0 1.57=n/2
0.5 1.05 = 1/6
! 0
x y TR
-2 -1.10
s | -0.78 =-1v4
o |o 2 1 0 I 2
| 0.78 = n/4
2 1.10 /24

Las Propiedades de las restantes funciones Trigonométricas Inversas son:

| n

Arccotx = Arctan — = — - Arctanx | Dl:
b 4 2
1

Arcsec x = Arccos — D/: -~ < x5 -}
X
|

Arcesc x = Aresen— D/: —o < x g -]
X

ce K X < o

s x <=

L s x e

Usando Funciones Trigonométricas
Inversas. se resuelven Ecuacicnes
Trigonométricas, donde la variable
estd afectada por alguna Funcion Tri-
gonométrica. comunmeniz como
medida de dngulos se usan Ricianes.
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2Senx-1 =0 b) 2Tan’x+2 - -
[
Senx = — Ordenando la Tan?, . -
2 Ecuacion, La Fun- -
x = Arcsen - cién Seno pasa de Tans - ~
2 un miembro de la L.
= T Rad = 30 ecuacion al otro Vo a2
como Arcoseno. £ 0% Rad = 54.73°
_q o= 3
¢) 3Arccosx - | 0I d) SArctan \/7 . .
Arccosx = — Ordenando Ia o
3 Ecuacion, La Fun- Arctan 'y . |
_ ci6n Coseno pasa o ‘
i x = Cos 3 de un miembro de 37 = Tan1 = 156
x = 0.94 la ecuacién al otro T 56)3 =378
como Arcocoseno. ’ ’

Otras Propiedades importantes de las Funciones Trigonométricas Inversas son:

Arcsenx + Arcseny = Arcsen(x J1 -y? + y‘/l -x?)

Arccosx + Arccosy = Arccos(xy + {1 - x? 1 -y} ‘

Arctanx + Arctany = Arctan r b il
- xy t

Demostrar las siguientes Propiedades de las Funciones Trigonométricas:

) Arcsenx + Arcseny = Arcsen(xy/1 -x? + ):ﬁ—xz 1
Si: a = Arcsenx = Sena = x = Cosa =i -x? b la def ;
or 13 Celtinbn de Inversas '
b = Arcseny = Senb =y = Cosb = I -y? Trigonométricy;
Sen(d +b) = Sena Cosb + Senb Cosa Seno de un3 Hymy,
= a +b = Arcsen(Sena Cos b + Sen b Cos a) Despejando.
Reemplazangs
= -y? -x? v uisda
Arcsen x + Arcseny Arcsen(xﬁ Yo+ yyi -x9 Propiedad. demostrada la
b
) Sen(Arctan x) = —
sz + |
Sit Sen(Arctanx) = y = Cos(Arctanx) = y 1 -y’ Por Identidad T gz nnmétrica: |
Sen(Arctanx) _ _y CosA = m
Cos(Arctan x) / o ‘
Dividiendo y siificando por relaciones
: y conocidas.
Tan(Arctanx) = x = . '
P -y? Despejando dy 4 gitima igualdad. la

= y = Sen(Arctanx) =

expresion parg , veda
Propiedad. ! demosissca f
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g FUNGIONES HIRERBOLIC

Las Funciones Hiperbolicas se definen en términos de las Funciones Exponenciales

@uw@@ﬁ@&wéwék

[(x) = Senh x = e—-——%i— Seno Hiperbélico
x -x .
/m = Cosh x = £ +2e Coseno Hiperbdlico
X _ ,-x
[(x) = Tanh x = ¢ € . Senh x Tangente Hiperbélica
e + ex  Cosh x
f() = Coth x = e’ +e” - Cosh x Cotangente Hiperbdlica
* ¥ - e* Senh x
,'(x) = Sech x = 2 = ' Secante Hiperbélica‘
e + e Cosh x
[y = Csch x = 2 — Cosecante Hiperboiica
eX - e7* Senh x '

De acuerdo a estas definiciones, es posible demostrar las siguientes Relaciones:

Senh(a = b) = Senha Coshb = Senhb Cosha
Cosh(a = b) = Cosha Coshb = Senh-a Senhb
Tanha = Tanhb

| = Tanha Tanhb

Coshix - Senhix = |

Sechix = | - Tanhx

"

Cschx = Cothx - | Tanh{a = b) =

Analizar y graficar las siguientes Funciones Hiperbélicas:

2 g A b
)[(x)=Senhx=e ¢ X y R TUUUN SR S 5 /
2 -5 | -74.2 - /
El - -2] -3.68 R A e i
andlisis efectuado sobre las Fun- NIRRT R / :
ciones Exponenciales es aplicable a ol o e :
las Hiperbélicas (I1-14) T, A {
. ' -4 -2 0 2
Dominio: D; x € R 2| 3.63
3| 10.02 ST A T .
Codominio C; y€R S N /_2 oo e
La tabia obtenida. determina la curva. Z/ P
b) e¥ 4+ e
fm = Cosh x = — x y
_ -3 | 10.07
Qbservando las Exponenciales que 21 376
definen la Funcién. se concluye: al 154
Dominio: D;x € ] _ ol 1
Codominio C;yeRyz | | .34 A S rernseeneene!
2| 376 [ RS ¢
La tabla adjunta. determina la gréfi- 3 10.07 T —
. 4 2 ¢ p . 2 : 4
ca. A la curva de esta Funcion se LA SO SO T O S

llama Catenaria.

L35 Funcicnes anaiizadas de Senh x. Cosh x . son las principales. !as demds Funciones Hiperbdlicas derivan sus
Propiedades de éstas.

NS
@%&@%ﬁ@@ﬁ@w@uﬁﬁ@ﬁ@@@@ﬁ@@@@@&@@ﬁ@@@
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Analizar: f(x) = Tanh x

X -X

Si: [(x) =Tanh x = £~ ¢ _ x y Y |
e’ +e™ 3] -099 e e S S
Observando la expresion con Ex- z -0.96 L
ponenciales se concluye que; -1 -0.76 i X
. 0 0 a4 12 0 2 ry
Dominio D, x €R ! 0.76 P
- - 2 0.96 P
minio €R. -1 < bt
CodominioC;y €R. -1 <y < | 3 0.99 -
La tabla obtenida determina la

gréfica. se desarrolla de -1 a |
sobre el Eje .

244

3)  Coshx - Senhx = |

(Cosh x)* - (Serh x)* Proposicién que se demostrara.

eX + e Xt X _px1 Reemplazando las funciones por sus
( » ) - > ) = | Expresiones con Exponenciales.

) +2e% e+ (6™ (e -2eteT (e Desarrollando los Cuadrados de suma'y
; - ; =1 diferencia que se encuentran en los

2 2 numeradores. '

2x -2x i -2x )

e *2+e " e -2+e " Simplificando y ordenando

4 e g
2x4 w . En fa simplificacion final se lega a una

e”+2+e e t2-e Identidad :

4
i = |
¢ 4

b) Senh(x + y) = Senh x Cosh y + Senh'y Cos h x

Senh(x +y) = Senh x Cosh y + Senh y Cos h x . LaProposicién a
. - - demostrar se
xey. _ 5 {x=y) X _,X LY Y Y_pf % x X
¢ ¢ - e e e e L ECE flf expresa en tér-
2 2 2 2 2

minos de Expo-
efel veel e el e Ve eYeFa+gleF-pgVeX-gVe*  nenciales. para
4 v 4 luego desarro-
liando, llegar a
una ldentidad.

X

eX b @t w g EY L g EY g gV K L QYR pYX o yX

4
205 - 2eFY ¥ - gtkeW

4 2

n

u

Las Funciones Trigonométricas se relacionaban con puntos de una Circunferencia, Las Funciones Hiperbélicas
se relacionan con puntos de una Hipérbola (Ver IV-7)

Comparando las grificas. se
" P Y aprecian las relaciones indi-
(=) P(xy) cadas.

X X
1 |
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U9 FUNCIONES HIRERBOLICAS INVERSAS

Las Funciongs Hiperbdlicas inversas, tal y como su nombre lo indica, son las Inversas de las Funciones
Hiperbdlicas y se definen del siguiente modo:

= e
oy

A
| ol
L. O - ¥

{

y = Arcsenhx ; Si: x = Senhy y = Arccothx ; Si: x

= Cothy'
y = Arccoshx ;. Si: x = Coshy y = Arcsechx ; Si: x = Sechy
y = Arctanhx ; Si: x = Tanhy y = Arceschx ;. Sit x = Cschy

En la 1™ vy restantes Funciones Hiperbdlicas
Inversas, suele usarse ademds la siguiente nota-

y = Arcsenhx = Senh'x ¢ Donde: Senh 'x +

. Senh x
cién:
Para fines de cilculo, las Hiperbdlicas Inversas, pueden expresarse también como:
7 ox+ —e < x < -
Arcsenhx = Ln(x + yx?+1) ; == < x < = Arccothx-?L.x_' l <x <
. _ 2
Arccoshx = Ln(x + \/xz -yl <K x < e Arcsechx = Ln-l*—l——i- 0 <x < |
X
| I +x 2
Arctanhx-;Ln | -x Sh<x<d Arccschx=Ln——-—-——-' MLARL 10 < X < o
X
Los Dominios, se calculan en forma equivalente a: P-2-5-e; P-2-5-f
Las gréficas de las Funciones Hiperbélicas Inversas son las siguientes:
/(x) = Arcsenh x f(x) = Arccoshx [(x) = Arctanh x
D;: xeR D xeR .l <x<we D: xeR. .-l <x<|
CiyeR C: yerR »C[:yeR
...................... QY.; .2 Y.
2 0 G 2 :
............................................ S I’ W
................... B ) TSR SIS S ...._/..2.

Jd Demostrar la relacién de: Arcsenhx = Ln(x + yx? + 1)

y = Arcsenh x Partiendo de la Hiperbdlica Inversa.

x = Senhy = e’ -e” Despejando: x luego aplicando ia definicién del Seno Hiper-
2 bélico adaptada al caso.

e'-2x-¢e7 =0 Reordenando y llevando todo al Primer miembro de la

(" -2x-e™e’ = 0-¢’ ' lgualdad

€ - 2xe" - 1 =0 ‘ Multiplicando ambos miembros de la lgualdad por ¢

. do
Lo 2= J@0l -4 1(-N) Ordenando como expresién de 2% Grado

Aplicando la férmula para Ecuaciones de 2* Grado cuya

21
incognita es €
e’ = x = x4 'g. ‘ . _
Simplificando, aplicando Logaritmos Negerianos, lo que
lnle”) = Ln yx2+1) obliga a tomar la Raiz positiva Gnicamen:z {Solo asi existz el
y =L xt- 1)

x -
n(x - \/—— Logaritmo)
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k20 FUNCIONES] ESHECTANE

Las funciones Especiales, son aquellas que brindan una aplicacién especifica, particularmente tedrica. las
principales son:

FUNCION VALOR ABSOLUTO (ABS) FUNCION DISTANCIA (DIST)
FUNCION PARTE ENTERA (INT) FUNCION SIGNO (SGN) -

r2ll FONCION WATOR ARS

La Funcion Valor Absoluto se denota y define de la siguiente manera:

&1&1‘3 \

ES2

I

..
=
N

\ e

x| B
f, = ([ o J PeRs 0
X x 1<

Las Propiedades detalladas del Valor Absoluto en |- 10, se hacen extensivas a la funcién Valor Absoluto.

Su Dominio es: D; x € R: Su Ccdominio: C; y € R* ; Es Funcidén de: R = R*. La Funcién Valor Absoluto no es
Inyectiva ni Suryectiva.

La grifica de la Funcién Valor Absoluto,
puede determinarse por su definicién o por
tabla de puntos. y = |x|

La porcidn negativa de la Recta: y = x se
convierte en positiva.

wWN -0 - N X
W -0 — N«

En: x = 0 se tiene un Punto Anguloso.

) [y = 1x-12]

X 4
Por definicién x-2) x> 2 I 3
f = 1x-21 =] 0 x'= 2 e
~x=-2) x <2 7 0
La porcidn negativa de la Recta: y = x 3 ;
- 2 se convertird en positiva. El Punto
Anguloso estden: x = 2
by [, = IxT -1l
X b4
Por definicidn x'-1) x*-1>0 2 13
y =|x*-1] =10 x2-1=0 o
~x¥-1) x*-1<0 ? (')
x1-1>0=-w<x<-ll I <x<w 2 |3
x?-1 =0 = x=-1;x=1
x1-1 <0= -l<x<I

Usando resultados de P-1-10

T 69 -




2:43| Analizar y graficar las siguientes Funciones que contienen Valor Absoluto.

3y =fx-1] +]x+1]

Convendria graficar separadamente cada
Valor Absoluto, para luego sumar punto

a punto. También es posible el uso de la
tabla de puntos anexa.

Los Puntos Angulosos se encuentran en:
x=1{x=-|

WN -0 - N X
b NNN D

) y=I|x+2|-]x|

Graficando en forma separada cada );
Valor Absoluto, para luego sumar ; '2
punto a punto. gl
Los Puntos Angulosos siguen en: -1 0
=-2:x=0 . 0| 2
., | 2

Se grafica también por tabla. -

A yl=x 1y
Analizando por la definicién de Va- NI

lor Absoluto: 0 0

| |

y =X y >0 2 )

lyl =x={ 0=x y=x 303
-y=x y<0 4 | 4

Se torna en positiva, la porcién ne-

gativa de la Recta: y = x; en el sentido de las abscisas (X). Tambnén es posible el uso de la tabla para !3
obtener la grafica. : - '
9yl = %
Analizando por la definicién de Valor X Y a
Absoluto: -1 | %037 4
_ 0 [=I o
L e, >0 || =272 [-3
lyl =e*=|0=ce y =X » !
2 | =739
y=e* y<o0 3 | =20.1 D |
La porcidn negativa, en sentido de las Lo s ) ;
abscisas de la curva y = ¢ se reitera (También la positiva). Se grarca también por tabla e :
&) ¥ s x| 2
. D
GCraficando en principio: y = | x|. el Plano se divide en o
2 regiones. E}
Tomando un punto cualquiera y observando si se ”
cumple la Desigualdad. D
S PG = s |3 >
L3 Desigualdad se cumple. entcnces el punto vy la J
regidn satisfacen 13 Inecuacidn y son su solucién. “
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La Funcion Parte Entera, asigna a todo Namero Real, el entero inmediato inferior, su notacién es: [m =[x]

Rk

Ei2-31 [3] =3 [2.4] = 2 11017 =1 fo991 =0 Se calcula la Parte Ente-

(-5 =-5 [-2.4] =-3 inl = 3 [-001) =-1 radealgunos Nimeros

Reales

Otra manera de plantear la definicidn es:

[T tremo inferior, pero
_ no al superior. °

) R s S 4 ...Y..i........i.......é ...... -0-——C

_ A su vez la gréfica de A

i e, 2 i FROO S G S

-2 -2<x<-| fa Funcién Parte Ente- o A A

1 -1sx<0 ra es un conjunto de ] e S

foy = ix] =4 o 0cx< | segmentos rectos: S S S ’__O _—
!  sx< 2 I TR D ¢

2 2 ¢x<3 Cada segmento de |a —_— R T

grafica incluye al ex- P :

= 14 b

£l Dominio de la Funcién D x € R : El Codominio C; y € Z (Enteros); Luego es posible afirmar que esta es una
Funcién de Reales en Enteros f: R ~ Z. La Funcién Parte Entera no es Inyectiva ni Suryectiva.

2%44| Demostrar o refutar: A) fa + bl = [a} + (b] B) [ix}] = |Ix]}
A) Sii a=27: b=235 B) Sii x = -23 Parademostrar faisedades (Refutar),
la + bl = [a] + [b] {1x]1 = |Ix]| es suficiente con usar un contra-
_ _ L ejemplo. (Ejemplo que muestra una
(2.7 +3.5) =[2.7] + (3.5} {1-2311 = |[-23]] falsedad)
f621=2+3 {231 =1|-3| ,
6 » S 253 Las dos Propiedades son Falsas
(Serdn vélidas solo para enteros)
&

Graficar. luego de analizar las siguientes Funciones, que contienen Parte Entera

3) y=lx+1] O g R e
La grifica se corre 3 'f 'g $x :'f . R S A
izquierda en una uni- o - =X P SRR SR S0 SOV SRt OSSO SO
dad. [x+1] = { =X P P

I 0sx< | : —0 ;

La expresion interna es 2 1 sx<2 Pox
cero, cuando x = -1 3 2sx<3 T2 0 L 2 4
Volviendo a definir. e p——t A A S e
o——o ............ o, | RO RS fereeneirenaneis

by y =1[02x] .

) 4.\{ h--—...........'g ........
Cada segmento de la grdfica se comple- X y g
tard cuando: x = 1/2 (O mdltiplos) 2.1 | -5 T
151 -3 X U SNSRI SO SOl
En este caso es conveniente elaborar una iy 2 2
tabla. €l método de la tabla también era 0 0
aplicable en el caso anterior. 0.5 |
En todas los casos. la grafica debe incluir ' 2
al extremo inferior de los segmentos. L2 2 |
-7




3) vy =[x/3]

98]

"

o

A

o
hw N — O -

— —o oo +|x

Un segmento de Recta. de los que
componen |2 gréfica se completa, cuando la expresion interior es: | (Cuando x es: 3 o un mditiplo)

o y=10|x]]

X 4

......... 2 2

b -2 s x <-1 | |

10 -lsx< 0 0 0
Dixld=10  ocx< | 05| o
| l s x< 2 ! 1

........ 2 2

g

Se toma la Parte Entera solo de positivos, debido al Valor Absoluto interior.

d y=x-1[0x]

Es practico graficar separadamente: x ; [x] para luego restar punto a punto.

X
x-|
x-2

d) y = HiﬂSenx
n

x - [x] =1

......... x |y »nY
-l sx <0

0sx < | ! 0

s o o

bsx <2 0.5 |0.5

2sx<3 0.9 (0.9
........ 1 0

L4 AT S R 2y,

VUV UV U U U U U U P Y U U Y S YU

-2‘Senx —2n s x < -N
X -1 Senx “-Msx<0
l[-—ﬂSenx=10 0sx<nmn :
n | Sen x msx<2n [
2 Senx 21 s x < 3m J
Lla Amplitud de la Funcién Trigonométrica es
variable, cambia cada vez que: x es maltiplo de
e) y = [x?}
......... X y !‘\ g " /}
2 Bax<o [T N /
. . 1.8 A SR N g
EEOLORE EN E I i
- s -1.5 2 Y . / o
Ix?1 =11 I s x <2 2 |2 ' l—‘f 2t g
< | I N S ;
2 1sx< 3 5 l ¥!§\§ . ‘,l
3 ﬁ s x <2 | P ‘....,t s{\ ,_J! ... IT
4 2sx< s te |2 S TN A ;
P 19 f 3 | |~ . P X
2.3 2 -l 1732 32
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Nz U R ST ARCAl S

La Funcion Distancia, asigna a todo Numero Real, su distancia al entero més préximo, su notacién: f, = {x}

J oY

et e — ——

Fi2-32 {0.2} = 0.2 Elentero mas proximo es 0 {1}=0 El entero mas préximo es t
’ esta a distancia de 0.2 estd a distanciade O
| {1.4} = 0.4 Elentero mas préximo es | {-2} =0 El entero mas proximo es -2
9 estd a distanciade 0.4 est4 a distancia de 0

Otro modo de

x-2 2 sxs 5/2.

| Slantear Iz S s v

I definicién es: ~x “12sx<0 : t reeeeeiens
' indi 0 sxzx /2

| . Se indica |a 1 5 =

; grifica de la xb=yt-x 12sxsl :

| . . x -1 I s x< 32 , ; : s

: Funcién Dis- :

| tancia: Z-x  32sxs1 -1 0 1 2 3
!

{

Una caracteristica de la grafica de la Funcién Distancia (Una Onda Triangular) es la de poseer infinitos Puntos
Angulosos (En los maltiplos de: 1/2)

El Dominio de la funcién D;; x € R ; El Codominio C;y e R. 0 sy s 1/2, La Funcién Distancia no es Inyectiva
ni Suryectiva.

Graficar |as siguientes expresiones de la Funci6n Distancia

a) y = {2x}
Para completar un Ciclo (Un Tridngulo), en {x} se precisa Ilegar hasta: x = | pero en esta Funcién:
{2x} basta llegar hasta: A . . .
[N x y >4 Y.
2x+l -2/4 s xs -1/4 01102
-2x -1/4<sxs 0 “|g |o 1721
o] = 12X 0 sxs /4 |o02|04 /\/\
h -2x  1/4 s x s 2/4 0.6 {02 i ; ;
x-1 24 sxs3/4 0.9 |02 -1 0 il 2
2-2x  3/4 s xs | | 0 ; i i
P 1.3 104

b) vy =0x]+ {x} < 1y
Conviene graficar separadamente las 0 C
Funciones: {x] . {x}; Para luego sumar 0.1 {0l
punto a punto. 8:2 g:i
Note que cuando la Parte Entera com- ! '

~ pleta un Segmento, la Distancia, com- :g Ili

pleta a su vez un Tridngulo.

o y ={x}+1l2x]

Graficando separadamente, cada una de las Fun-
ciones y sumando punto a punto. se obtendri la
grafica final Se tomaen cuenta la grafica inicial de la
funcién Distancia y la obtenida en el inciso- 3)
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La Funcién Signo (O Signum), asigna a todo Numero Real positivo: + | (Signo positivo); a todo Numero Real
negativo: -1 (Signo negativo)

= SaNe) = L1 x a0
X

Otra modo de definir y la grafica de esta Funcion son: Y
. ‘ 1 :
| x>0 :
_ LI _ 3 i L X
- x <0 : i ! ‘ :
N SO SO

La Funcion no esté definida en x = 0, Sin embargo ocasionalmente, suele asignarse SGN(0) = 0 (Lo que no
se hara en este Texto) DI: xeR . x»=0; C‘,: -1, 1

Analizar y graficar: [ |x - 2|

W T2

. s Y ;'
Esta Furicion es equivalente a la forma general de la Funcion S ’ ; {
. . .. H I 4 R
Signo. La indefinicion se da estavezen x = 2 ' ! ;
o l X
Dominio: D!‘ xeR ,x»2 3 3 i }2 3 3
Codominio: y = -1,y = | (El Codominio posee solo dos -1 5
elementos) : :
f T I ]
r 'I 3 - ’
[id25 ARAS EUNCIONE
FUNCIONES PARES Son aquellas funciones que poseen la Propiedad: ,/'(x) = /(_x)
£ 2-33 . [m S N f(.,) ,(xu = Cosx = fm = /(_x) Las dos Funciones
son Pares, ya que ve-
x' = (-x)! Cos(x) = Cos(~x) rifican fa definicién.
FUNCIONES IMPARES Son aquellas funciones que poseen la Propiedad: [_,, = - f,
Ei2-34 ¢ f(x) =) = I(-x) - 'fm f(x) = Senx = [(-x) = -fm :.as dos Funcronesfrson
“x) = ~Sen(x) mpares, ya que verifican
(-x)} = -(x?) Sen(-x) € la definicién.
FUNCIONES PERIODICAS Son aquellas Funciones que poseen la Propiedad:
[y =fg.ry - Tesel Periodo
Ei 2-35 = Senx = = fo=ixb= f =f Las dos Funciones son
Bz235 /, fm f-n i @ xeD Periddicas. ya que verifi-
Sen(x) = Sen(x - 21) b = e th o gny, definicién.

Todas las Funciones Trigonemétricas son Penddicas (Periodo: T = 2m): también es Penédica la
funcién Distancia (Periode: T = 1).
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Indicar si los Conjuntos de Pares ordenados. forman una Funcién (F o No F)

TR
LENA

| ! [UI

-y

{(3.0). (5.0). (7.0)} {(2.3). (3.4). (5.6)} Fif

{1.2). (1.3). (1.4)} {(0.0). (2.2). (4.4)} NoF:F
{2-2] Hallando el Producto Cartesiano: A B : iSe obtiene o no una Funcién?

A={0.1}:B={23} A =1{9876};8B={5} Nof:F
Graficar las siguientes Relaciones y Funciones en el Plano Coordenado

y =6 -2 y=(;|) y =x? -1 y = x’ - 3x y =yl -x y=3‘/)_<
Hallar D; (Dominios de definicién) de las siguientes Funciones:

y=3X|"’| y=x2—4 y = 10°+1 R.R:R

| I
y = y=—— y = : :
Cx-7 2 bxe S X3 x#7 , x+|l ,x#5. x>5

y:+‘,x2_6x+8 y=+ X_2 y

y = Log(4 -x?) y

Hallar los Dominios y Codominios de las siguientes Funciones:

Log(x - 6) xs2.x24: x22:x>6

Log(x® + 1) y =yx*-4 +logx -2<x<2.R:x22

y = 3x+6 _ 5x y = ax RR:x#3,y*5 . x#*4.y+4
S x-3 x-4
y = vyxt+l y = 10 +3 y = Log(x -3) Riys-l.y21:R.y>3:x>3.K
e*+ve” : :
y o= xi-2x+5S y=+\/x—?§ y=,—_;— R.yz4.x§.3.R.R,yzl

Indicar si las siguientes Funciones son: Inyectivas (1), Suryectivas (S) : Biyectivas {B) o ninguna (7)

[=2x+1 f=xt+1 f=2 B:.7.
[ =x?-3x [=yx-1 f = logx ' §-7-

Hallar las Funciones Inversas (f'') de las siguientes Funciones:

/

[ =31 [ = +yx-4 f=xi- x;7:x2+4:3,/x—:_l

3 _
R f ot
x=-5 x? -1 7x -4

Sx | 3+x  4x

-7

x-3 x  Ix

-4

[ = [ =yx?« f=x?-2x+5 Lelnx: +yx? =11 +/x-4
Hallar (f +8)g,: - 8) .,y (F8),: (78)yy S S, = xT-Sx+ 0 8y = x2+4 5:4:-5:1

Hallar fog : gof (Sino existen, indicar: ?) Las Funciones son:
g =2x+4 4x?+16x+15 . 2x?

f= g:x2+3x+| Xz*3X"'3 SXZ-ZSX‘

-2
25

x>

- 2 )
+ 3 *-2x -
[ ={(1.6).03.7).(5.8)} & = {(0.1).2.3).(4.5)} " g x

{(0.6).(2.7).(4.8))
|2-10) Hallar fagoh © gofeh Silas Funciones son:

!
D

f=x’ g =2 h = Sen x 32 Sen’x 1 2 Sen’x
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Graficar las siguientes Funciones Polinémicas:
) - . - . - b S
fo =3 0 =3¢ 1 [y =340t fg = X" =3x+1

{2-12) Indicando si existe Simetria (S). 0 no existe Simetrfa (NS) respecto de: X, Y, Origen, respectivamente y
" hallando Asintotas Verticales . Horizontales. Graficar las siguientes Funciones Algebraicas:

y | y = X4 y x?-9 S
= = = NS,NS,NS; NS,NS.NS; NS,S.NS
X2 x-2 xt-4 2. 0; 2.1, =2, 1
2 2 .
y = X y = = yr s X4 NS.NS.NS; NS,NS.NS; S.S.S

x2-4 x -1 x1-9 +2,0 1,3, 3, =1

12"3] Graficar las Funciones Exponenciales: y

]

¥ oy = (/3 0 y=e* y:e(x-t)/z

Graficar las Funciones Logaritmicas: [ = Log(x - 2) f = Llog(4 -x?) f = Log,x

2-15) Demostrar: 10°0F% = x> ;e t0olkl 2 xurl o Log,x = (Log,x)/(Log,b)

'. Resolver: 352 _g| = 0 2\/xz-lb -8 =0

e -9 =0 6 =5:104
Llog(5x) -2 = 0 log?x - 4logx =-3 e’ -8 =0 20; 10.1000: 2
Graficar las Funciones Trigonométricas: ‘ ,
f = 2Sen3x f = 3Sen(x - 1/6) f = x%Senx f = x Cos x
[ = Sen(1/x?) f = Senx + Cos x { = 2 Arcsen x f = Senx + Arcsen x
2-18) Demostrar: Sen(a -b) = Sena Cosb - Senb Cosa Cos(~t) = Cost

Cos(a - b) = Cosa Cos b + SenaSenb

Arccos x + Arccosy = Arccos(xy + \/l -x? \/l -y}

Tan(-t) = -Tant

‘ 1+ Cos 2t
Arctan x + Arctany = Arctan( o ) Cos’t = ———
I -xy 2
- R ! . - = - =
2-19) Resolver: 6Cosx -3 =0 7 Senx 32Cosx 0 60° 23.27°
2Arcsenx -5 = 0 9Arctan‘x -2 =0 0.60 0.5
'2-20] Demostrar las siguientes Propiedades de las Funciones Hiperbdlicas:
Sechx = | - Tanhx Cschx = Coth’x - 1 Senh(-x) =-Senhx
Cosh(x +y) = Coshx Coshy + Senhx Senhy Cosh(-x) = Coshx
Arccoshx = Ln(x + yx?~1) Arctanh x = -|2— tn : T X
-x
{2-21] Graficar las siguientes Funciones Especiales:
f=1x-1] [=11-x7 [=lx-1]+lx+1] f = Sen(x + |x])
f=Ix-1il f=13x) f=x+[x} f = Tx/2m] Senx
f={x-1/2} f = {3x) " f = SGN(x - 1) f=SGN&?-1)
De las siguientes funciones. indicar cuales son Pares (P). cuales Impares (1)
f=x*+x f=x®-x? [ = x?+Cosx [=Ix| P PP
f=x-1 [=3 f=x-Tanx [ = ix} PopiLP
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ORESHESEALARD

Los conceptos fisicos. que para su determinacidn requieren de una sola cantidad. se llaman Magnitudes Escalares

L AL

(Ej. la Temperatura, el Tiempo. etc)). Los conceptos que para su determinacion, requieren de mas de una

cantidad. se llaman Magnitudes Vectoriales (Ej. la Velocidad, fa Fuerza, etc.)

Todas las Propiedades Vectoriales, pueden obtenerse analiticamente. a partir de las siguientes definiciones de
Vectores en: V2 (En dos Dimensiones, en el Plano)

Un Vector en el Plano Coordenado Real, es un Par Ordenado de NGmeros Reales.

La notacidn usual de un Vectores A = (a .4, Donde a,. a, son el Primer y Segundo Componentes respec-
tivamente del Vector: A ’

REPRESENTACION GEOMETRICA

Geométricamente un Vector se representa como un Segmento orientado:

O es el origen, P es el Extremo del Vector

Extrema La Longitud OP representa el MODULG

o P La Inclinacién. representa fa DIRECCION
Origen La posicién de la flecha, indica el SENTIDO
Por tanto un Vector posee, Médulo, Direccién y Sentido.
Para graficar un Vector, sobre un Sistema de Coordenadas, se hace ‘x

coincidir su Origen con el Origen de Coordenadas.

. POVA
Su Extremo coincidird con un Punto de Coordenadas equivalentes a e :
las Componentes del Vector. Pl 7o b b X

Asi se establece una relacién entre Vector y Punto.

Ej 3-1 Se grafica al Vector: A = (3.2)

Los Componentes son a, =3:a, =2

Se coloca el Origen del Vector en el Punto (0.0) y su Extremo
en el Punto (3.2)

Asi queda expresado geométricamente el Vector.

Representar geométricamente los Vectores A=(.1); B=(-24

Si: A=(51)=(,a) = a =5:qa, =1

Se ubica el extremo de A en el Punto (4.1)
Si- B = (-24)=(0bb) = b =-2:b,=4

Se ubica el extremo de: B en el Punto (-2.4)




MODULO DE UN VECTOR

£l Modulo de un Vector, (O Longitud de Segmento Orientado), se determina por;

(TR T T

La demostracidn de esta relacion es simple. Graficando A = (a,.a,)
Trasladando el segundo Componente: a, como en la gréfica.

AL

Asi se obtiene un Tridngulo rectangulo. donde ta longitud del Vector
es |a hipotenusa, los Componentes: a,, a, son los catetos

Por Pitdgoras: = - -
e |A|? =a +a; = |A| - ’/alz +a,

~ Y :
Ei 3-2 Siel Vectores: A = (4.3) o T
El Modulo se calcula por la relacion: A : El//
Al = o +a] =4 +32 =5 s it S T
P N N ‘X
Se toma solamente la Raiz positiva del radical. 2 0] i 2 7 &

11112 1 o '}E RACIONES D C

Las Operaciones entre Vectores, se definen de la manera siguiente:

IRES

Sit A = (a,.a): B =(b.b) = -B =(-b.-b,): kesunEscalar (Un Nimero Real)

SUMA: A+ B =(a.a,) * (b.b)

(@ +b,.aq,+b,)

DIFERENCIA: A-B8=A-+(-B

(@,.a) + (-b,.-b)) = (@, -b, .a,-b)
PRODUCTO POR UN ESCALAR: kA = k(a,.a,) = (ka,.kaz)
Note que en todos los casos, el resultado es también un Vector de: V?

TEOREMAS

Si: A. B Son Vectores en el Plano; 0 = (0.0) ; k. r son Escalares. De acuerdo a las anteriores definiciones. se
cumplen los siguientes Teoremas:

T3-1) A+B=8+A Conmutatividad de la Suma

T3-2) A+@B+C) =A+B)+C Asociatividad de la Suma

T3-3) A+0=A4 Existencia de Neutro Aditivo

T3-4) A+(-A) =0 Existencia de Opuesto, para fa Suma

T3-5) (kA = k(rA) Asociatividad. para el Producto por un Esclar
T3-6) k(A +B) = kA+kB Distributividad sobre Suma Vectorial

T3-7) (k+nA = kA~-rA Distributividad sobre Suma Escalar

T3-8) 1'A=A Existencia de Neutro Escalar Multiplicativo.

La veracidad de estos Teoremas. puede demostrarse usando las definiciones de Operaciones entre Vectores
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3523 Efectuar las siguientes Operaciones, entre los Vectores indicados:

3)

b)

A+B:A-B : sii A=w@1):8=023

Aplicando fas definiciones de Suma y Diferencia:
Suma:  A+B =(41)+ (23)=(4 + 2.1 +3)
= (6.4)

Diferencia: A-B = (4.1)-2.3) = (4-2.1-3)
=(2.-2)

Gréﬁcamentg el Vector Suma, se obtiene trasladando e!
Origen de B sobre el Extremo de: A

Graficamente el Vectgr Diferencia. se obtiene_trasladando el
Origen del Vector - B sobre el Extremo de: A

En las gréficas se observa la traslacidn de Vectores, para las
operaciones.

kKA ;. Sit A=Q@1) ; k=3

Producto por un

Escalar: kA = 32.1) = (3:2.3-1) = (6.3)

Gréficamente el Vector Producto por un Escalar, puede
obtenerse amplificando: k veces el Vector: A (Mantenien-
do su misma Direccién)

A+B-3C A =@2-1):8=(23);C=(.-2)
Aplicando las respectivas definiciones: ‘

2A+B-3C

2(2,-1)+(2.3) - 3(1.-2)
(4.-2) +(2.3) - (3.-6)
= (4+2-3,-2+3+6)
= (3.7)
La gréfica del resultado. se obtiene como la resultante

del trasfado de Vectores, de sus origenes al Extremo del
otro Vector.

[}

N

A

D

r2

T3-2: A+0 = (a,.a,) +(0.0)

=(a|+b’,az+bz) =(a1+0.az¢0)
= (b, ra,.b,+a) =(a,.a)
=B+A = A

lua

Enla 1** Demostracién, se
aplica la Propiedad Con-
mutativa de la Suma de
Ndmeros Reales (Por el
Axioma A ), de esa mane-
ra se demuestra la Con-
mutatividad de la Suma de
Vectores.

£n la 2% Demostracion, se aplica Ia_Propiedad de la Existencia del Neutro aditivo (Cero: 0) de los Numeros
Reales (Axioma A3). Todas las aplicaciones de los Axiomas de los Nimeros Reales, son posibles. debido

a que los Componentes de los Vectores son Nimeros Reales.
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l

ESPACIOS VECTORIALES v
Un Espacio Vectorial, es un Conjunto de Elementos lfamados Vectores, junto a otro Conjunte de Elementos, ") ;
llamados Escalares. con dos Operaciones: La Suma Vectorial y la Multiplicacion por un Escalar; tales que para D
todo Vector A, B y todo Escalar k; Los Vectores: A + B kA satisfacen Ios ocho Teoremas de Operaciones 3
con Vectores, citados anteriormente en lll-4 h
D
2 |
F; FH T T 5 1
[][! 2 }l][>1-] !l "L- l- i l 3 ?
rl
£l Producto Escalar (O Producto Punto, o Producto Interior); es otra Operacxon entre Vectores, cuyo resuitado :
es un Escalar, se define y denota de la siguiente manera: pe ;
TN D I D
1:7= an AlbBlig{(atiidl) p ) "3

§'=¢ Lb l =z,b}at] b )

' b

Las principales Propiedades del Producto Escalar son: b )

T3-9  AeB = BoA T3-12 AeA = |A]* ;Si:AA=0 = A=0 | 3

T3-10 (kA)oB = k(Ao T3-13 A<B = |A]|B| Cos8 : 6 Angulo entre A, 8

)
T3-11 Ao(B+C) = AsB+A-C T3-14 AeB=0 = ALB;Si:A»0:;840

Ei 3-3 Si: A = (3.1); B = (2.4) : se calculard el Producto Escalar:

-

Ao (3.1)0(2.4) Por definicién, se rﬁultiplican los Componentes correspondientes entre si.

3-2 +1-4=10 Sumando se obtiene por resultado a un Escalar.

oy
"

Demostrar las siguientes Propiedades de! Producto Escalar:

3) T3-9: AcB =BoA b) T3-12: A.A = |AJ?
Si: A =(a,.a):B =(b.b) Si: A =(a,.q,)
AoB = (al.az)o(bl.bz) A-A = (a,.a,)(a,.a,)
=ab +ab 1 2
] i bz 2 =a, +a,
=0,a, * 0,q, - |AP

= (b,.b,)°(a,.a,) = BoA

) 313 4.8 = |A||B] Cos®

De acuerdo al grifico adjunto. por el Teorema del Coseno de Trigonometria y por T3-12 antes
demostrado.

|A - B|* = |A|* + |B)? - 2|A]||B] Cos®

(A - B)=(A - B) = |A|* + |B|* - 2|A||B] CosB

|A1? - 2A<B » |B|* = |A|' + |B}® - 2|A||B]| CosB
-2|A||B]| Cos®

|A{1B]| Cos8
Ce acuerdo a 2sta Prepiedad ¢s inmediata 1a conclusion de la Propiedad: T3-14

¥
T
&
n

X3
o,
n
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I RARALE ﬁ.

El Vector A es Paraleloa B Su = kB

AERFENDICULARIDA

A+ 0:B+0:k=# 0:Lloantericr significa que los Vectores

-S—
o

A. B poseen la misma DITECCIOH.

Ei 3-4 Los Vectores: A = (-6,2) ; B = (3.-1) son Paralelos. Y
Sii A = (-6.2) Se llega a la expresién de: ~ P 2
‘ = -2(3,-1) 7 - LB R
’ A = kB I
= -28B = k=-2 .
Otras maneras de verificar el Paralelismo entre Vectores, consiste . g = {A}|B] ab -a.b =
en verificar las siguientes igualdades: ttro

La 1** relacidén proviene de T3 I del Producto Escalar: AoB = |A||B|CosB : pero al ser Paralelos los

Vectores se cumple que 8 = :Cos0° = | = A°B = |A||B].la 2% relacion proviene del desarrollo por
Componentes de la 1%,

Ej 3-5 Los Vectores: A = (-2,1): B = (4.-2) son Paralelos, por: ‘ Y

N

-

A=(@,.a):8=0.b)

Se verifica una rela-

Sita,b,-a,b = cién de Paralelismo T
(-2)(-2) - ()(4) = 0 entre los Vectores. oo
0=0 ' '
£l Vector: A es Perpendicular (U Ortogonal o Normal) al Vector: B Si se verifica:
|A +B]=|A -8
Lo anterior significa que entre los Vectores: A. B existen 90° de 4ngulo.
Ei 3-6 Los Vectores: A = (2.5): B - (-5.2) son Perpendiculares ST i
= N e
Si: |A+B|=1|A-8| I Ay
[(2.5) + (-5.2)] = |(2.5) - (-5.2)] pobagt o b
R S A e
ﬂ_”z .72 = ﬁ .32 G A Caa S e
S IR Pl iy
/58 = /58 5420 2 4:;

Lo anterior lleva a una conclusién general, de: A= (al,az) el Vector Perpendicular es: A* = ('°z~°|) (Los
Mdédulos serin iguales). Otro modo de verificar la Perpendicularidad es: Ao B = 0 (T3-14 del Producto Escalar)

Ej 3-7 LosVectores: A = (-1.2) . B = (4.2) son Perpendiculares

i
entre si. verificando: e i
Si: A:8 =0 Toda vez que dos Vectores .y i B
' determinan un Producto Esca- P N
= (-1.2)°(42) =

far cero. son perpendiculares. T e

(o]
"

T o6 T . 34
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IS PROYECCIONIDRT . |
] 4 9
Todo Vector A puede expresarse en términos de un Vector B en la forma: ¥ »
TR T N 1
Al=is I+ 4B |B (#|C s.t}f ‘b 2
» | ;
J Al4B ALBI | 2
dride 1 A diieeiit S
|18l ; T
Es decir que el Vector: A se expresa como una Suma del Vector B y su Perpendlcular multiplicados ambos por E D
los Escalares s. t ' 2
s ‘ J
E{ 3-8 Si A = (2.5): se expresar4 en términos de B = (3.4) )
Si: B = (34) = B* = (-43) b P , :A’
i BeB  (2.5)°(3.4) La  deter- "
! $ = = iy minacién ; pe
| |87 .4t 23 de B* e
I I o
AB*  (2.5)0(4.-3) 7 (Perpen- ‘
t = -2 7 P dicular a by
K] ¥eqr B B). se 3
; = = o= 26 7 efectuars
1 = | J— u—— '
A =B+ tB" = —04) - 5( 43 ot lo di 5 : . T D
25" 125 25 25 | JD
La demostracidn de las relaciones, se efectiia por Multiplicaciones Escalares 2
. = . =1 . ol e} S %
i Si;: A =sB+tB Si: = sB+tB )
! o B _ R o s, La primera y se-
' AsB = (sB+tB*)°B AeB” = (sB+1B")B gunda expresidn
- — 5 FL i oFay o - se multiplican
= 5(BB) « t(B"B) = 5(BeB7) +1(B"<B7) escalarmen‘:e en
=s|B|*+0 = 0+t|B)? |B} = |B*] forma_ respectiva
A8 A.8* por- B B
= § = — = { = —
|2 B2
La Proyeccion Ortogonal de A sobre B, ( Que se p AoB
> ) _ royg}l = —
: expresa como Proyg A) es el Vector determinado por: IBl
! -
: Por tanto todo Vector A puede expresarse en términos = = = =
' del Vector B en la forma: A = ProygA + Proyg. A : B+ 0
El Componente de A en la direccion de B es el Escalar CompgA = ——— = Proy;A = — Comp;A »

determinado por:

Por tanto se cumple la relcién; A = sB « tB*

Puede entonces concluirse que todo Vector puede expresarse como la
Combinacién Lineal de otro Vector y su correspondiente Vector

perpendicular La Proyeccidn de A es un Vector en la direccion de B

I. . .

.,
.t

p
QUUUUUUUUUUUUUUUUURDGS

La Componente de A es una longitud (Longitud dirigida) que indica la
magnitud de A sobre B.

“.
o, 1]
2

¥y

vt
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AREAS ENTRE VECTORES

£l Area Sp del Paralelogramo que conforman los Vectores A, B se determina por:

==

g
Ji—
_—
y
P
——

De acuerdo a la grafica, se tiene:

_ _ A8 | €| representa la Altura
|C| = |Comps. A = IF‘I del Paralelogramo.
. . 1871 €l Area es la Altura por la
S\ B A-B" o3 Fog Base:
S, = ICI|B| = |=———I|B] = |A.8"| “*¢
[B”| Note que: |B| = |B"|

Ej3-9 Sit A = (1.4); B = (6.2) se calculan las Areas del Paralelogramo y Tridngulo: Sp. St

B 3 € Area del  iiv6lY i f
Si: B = W B™ = -2,6 : : g H
seT (_* ) = (-2.6) Trigngulo () - ot i B 2
Sp = |A<B | = | (1.4)°(2.-6) l =22 seré’la mitad .4 Y A :
| Lo | del Area del i

S =—S§ =~ |AeB*| = =122 =11 Paralelogramo. | Y

t 2 P 2 I I 2 g ' '

4;2 D : 2

3¥%] Hallar el Area del Trigngulo entre los Puntos P1(2,1); P2(3.4); P3(6.2)

Determinando dos Vectores del Tridngulo: iy
A =P2-Pl = (3.4)-@.1) = (13) 5
B=P3-Pl =(6.2)-(2.1) = (4.1) 2
oL |
S, = | AeB*| = = |(13)o(-1.4)] = 55
2 2 5

Demostrar que el Area de un Tridngulo, puede calcularse por un Determinan-

x y |
te, si estd ubicado entre tres Puntos Pl (x,.y,); P2(x,.y,): P3(xy.y,) s 1 x| yl |
. =% 2
Determinando dos Vectores del Tridngulo: ‘2 X, y. )
3 3
A‘ = PZ - P‘ = (Xz.)‘z) - (X|.)") = (xz —x|~yZ _Y|)
B=P3-Pl =(x;-x.y,-y)=B" =, -v,.%x-x) Y }:2
| & =. ] =<
S, = S 1AB ] =~ =x., =y)o0, -z - X)) A N\ P3
2 - - - B
';"ﬂya*xzyn’x:yz XYy XYy T Xy Pl x
Por el Valor Absoluto también se escribe:
|
S, = ;‘x, Yot XYy T XY T XYy T XY, "X])’zl
x oy | A su vez dgsar::iando por
) o reglas conocidas =2 Determi-’
S‘ = =% Y, = '2'(x1 ISR SRS M 4 Yy T X, °x3yz) nantes:
2
X, ¥y !

Como los resultados son coincidentes, queda demostrada 13 Férmula.




HCTAl(EORMAVECTS

Rl

| el

AT

Il

Identificando como Puntos del Plano Cartesiano R%; A los Vectores de V2 (Dimensidn dos). LaRectaen el Plano

R?es el Conjunto L de Puntos tales que:

X
~x

Anlmlneadl)

Donde P, es un Punto conocido, t es un Escalar, A es el Vector de Direccion.

Ei 3-10 taRecta: L = {(1.3) + t(4.-2)}

El Punto conocido es: Po(1.3). E! Vector de Direccidn es
A =(4.2)

La Recta pasa por el Punto Po, siguiendo una Direc-
cién Paralela al Vector A

Los Puntos de la Recta pueden obtenerse, asignando
valores arbitrarios en t (Pardmetro de 13 Recta)

Hallar las Ecuaciones de Recta, que satisfacen las siguientes condiciones:

L pasa por Po(!4); Direccién: A = (3.1) T

Reemplazando datos en la Ecuacion Vectorial: R S :

L= {Po + A} — B S >y s e

L= {(1.4) + t(3.1)} ot bl

Para obtener otros Puntos de la Recta: - S . | . \
(xy) = (1.4) + t3.1) b b .l

Siit=1= (xy)=(4.5) =PI L— A 1 IX

S t=2= (xy)=(1.6) =P2 _ i p . 2 ¢ & 6

b) L pasa porlos Puntos: P1(1.3): P2(4.2)
Obteniendo 1a Direccién de la Recta:

A=P2-Pl=(42)-(1.3) = (3.-1)

Tomando 3 Pt como Punto conocido: PI = Po

L={Po+tA} = L= {(1.3)+t(3.-)}

Note que se han identificado los Puntos como Vectores. _f ' TR A L 1L
FORMA PARAMETRICA Y GENERAL DE LA RECTA EN EL PLANO
A partir de 1a Forma Vectorial de la Recta:
L = {po . m‘} X = x,+ (a A partir de
- Reemplazan- y =y, +ta la Ecu?m_én
(xy) = (x,.y) * tla .a,) do por sus 0 2 Paramétrica
= (x,.y,) * (ta,.ta;) componen- =t = X% = Y% :e |lla Rect|a.
Sty e o5 feuscion
Asi se logra = -a.x+ay+ax -ay =0
- 2 ' 270 170 neral de
= x =X -la, la Ecuacién ge
Qo
Paramétrica (-a)x +(@)y + (@% -y =0 laRecta

y =y «la
o de la Recta = Ax+By+C=0

.84 -
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Craficar y escribir en sus Formas Paramétrica y General, la siguiente Recta. dada en Forma Vectorial:
L={(1.4) + t(3.-2)}

Llevando previamente a la forma Paramétrica, luego a la General:

L=1(14) +t(3.-2) Recta en su Forma
(x.y) = (1.4) + t(3.-2) Vectorial
= (I +3t.4-20) Desarroliando y efec-

tuando operaciones.

=x=1+3t, y=4-2
x-1 _y-4

=t= T Despejando: t de las ; S NUE SO SO

3 2 . . H H D ;A : H :

Ecuaciones anteriores i PONGA b

= 2X + 3y - |4 =0 : ” i hocnneniennenns S
Forma general.

Forma Paramétrica

PARALELISMO DE RECTAS

Dos Fiectas:_LI = {P, + tA): L2 = {P2 + t B} son Paralelas. si sus Vectores de Direccién son Paralelos entre
si. (A = kB)

Ej 3-11 LasRectas: L, = {(1.2) + t(4.-2)}
L, = {(3.3) + t(-2.1)}

Son Paralelas entre si, ya que sus Vectores de Direccién
son Paralelos entre si.

A -kB
(4.-2) = k(-2.1) = k = -2

-

PERPENDICULARIDAD DE RECTAS
Dos Rectas: L, = (P, + tA}; L

1 BRI
Perpendiculares entre si. (AeB =

= {P2 + tB}  son Perpendiculares, si sus Vectores de Direccion son
0)

Ef 3-12 Las Rectas: L, = {(0.2) + t(-3.1)}
L, = {(2.5) + t(1.3)} :

Son Perpendiculares entre si, ya que su$ Vectores de 4
Direccién son Perpendiculares entre si.

AeB = (-3.1)0(1.3)
= -3+3 =0

Hallar las Ecuaciones de las Rectas Paralela y Perpendicular a la Recta: L = {(5.2) + t(2.1)} que pasen
por el Punto: P,(3.3)

Sii L=1(P +tA}=1{(73) +t@2.n)

La Recta Paralela pasard por el Punto dado P, con la
misma Direccién de L dada.

Si: A=(21) = A =(@2.1)

Lo={(3.3) ~t(2.1)}

La Recta Perpendicular, pasard por el mismo Punto P, : T :
con una Direccién Perpendicular a L. : Jl/ 2 . 4\
Sii A=) = A =(-12) = L, =1(33) - t(-1.2)}

-85 -




DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

La Distancia de! Punto Pe a la Recta, seguird una trayectoria perpendiculara L = {Po‘ + lﬁ} por tanto se

|

calculard como: ,
O,
T T P
i } l !ILLH A ’[Je - I,’-u 4 A i d,"{ .
i AL Lo
pa \{' clevereiuae
\ i Pe

Ej 3-13 Calculando la distancia entre el Punto Pe y la Recta l

Pe(3.5) i L = {(5.1) + t(4.-3)}
A=(4.-3) = A" =(34): Po5.1)

- 'I(3-5) -~ (5.1)] °(3.4)

Y4t + (-3

La expresién de Distancia de Punto a Recta, es posible desarrollarta, hasta llegar a una Forma general,
En la Recta, se desarrollan los Vectores por sus

Si:

. R

(Pe-~Po)o A"
1A

d =

-

(Pe - Po)o A"
1Al
"azxe * a)yc * azxo - alyo - ‘Axc * Byt +C

= (—61)2 N all | ’AI - BZ ’
=0

Desarrollando las Operaciones Vectoriales. La Forma general de una Rectaes: Ax » By + C
(VerP-3-8) Si: A =-q, (B =g, :C= a,x, -~a,y,

Componentes. L = {Po'» tA}:
Po(x,.y,): Pelx,y): A = (a,.a))
At = (-a,.a,) Reemplazando en la Distancia.

((x,v) = (x,y)e(~a,.a)
[(~a,.a,)l|

Rsi se logra Ia Forma general de Ja Distancia de Punto a Recta. (En i3 Férmula tome en cuenta fa diferencia
entre: A con A) -

ANGULO ENTRE RECTAS

tl dngulo entre Rectas en su Punto de interseccion, es el dngulo entre los Vectores de direccién de las Rectas

El dngulo puede determinarse a partir de T3-13, del Producto Escalar (111-8)

Si: AeB = |A| |B] Cos® Donde © es el
~ o ingulo entre
°8 los Vectores.

= B = Arccos —
{Al 18}

Ei 3-14 Se calcula el éngulo (8) entre las Rectas L,

h

Operando con los Vectores de Direccién: Comiocfm
L=i34) « t(13)) = A =(13) JE,
L= {(42) » 120} = B=(.1) S SRR W SR

Y

Luego el dngulo g . Aecos 0B - Arccos—f: =45° 2
50 :

entre Rectas es’ |A} 18] A .
0 72 4 6

Si se trata de hallar dngulos entre una Recta y los Ejes Coorcenados,

se toma como direccion del Eje X al Vector {1.0); delY 3 {C. 1)

VOUUUUGLuu
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Graficar y hallar los Médulos de los Vectores: (8.6) ; (3.0) ; (-a.a) 10:3: 2/a
Si:ﬁ=(x.4)=>|ﬁ| =5 : B =(2y) = |B] =ﬁHallar:x,y I
Electuar y graficar: A+8 : A~ 2A+38:Si: A = (13) 1 B = 1) (3.4): (-1.2); (8.9)
- A= = (5.1) ; C = (-1,2) ; efectuar; A+B+C ; SA+28B - 3¢ (7.2): (28.-9)

Demostrar:ﬁ+(8-+C—’)=(F7+§)+é: A+(-A)=0: kA+BY=kA+kB: (k+nA =kA+1A

(3:6) pemostrar: (kA)oB = Ao(kB) ; Ao(B+C =A-B+A-C
Hallar: A8 Si: A

(2.3) : B = (4.1) A
3.-1)  =(2.6)

2.-1) : B = 3.-2)
(@.a) = (-a,a) (1:8,0;0

Hallar el dngulo entre los siguientes pares de Vectores:
(4.3):(-2.5) (1,0); (1.1) (2.3): (4.6) - 74.91°:45°.0°

Si: A = (a,.a,) : B = (b,.b,) Demostrar que: A es Paralelo a B sisecumple: a b, - a,b =0

72 271

Determinar si existe Paralelismo (1). Perpendicularidad (1) o ninguna de estas caracteristicas (7). entre
los siguientes pares de Vectores:

(2.-1): (-6.3) (-4.6):(3.2)  (3.-1):(3.9) , ' biiis
(3.0):(-:3.0) (1.4): (-1.4) (2.4): (0.0) : 1:7:7
Hallar: x para que sean Paralelos, luego Perpendicular.es los Vectores:
j = (x3):B =012 : A=(l):8=(@4x o 1.-9:%2,0
A los Vectores: (3,5) (3.-2): (1.1): determinar un Vector Perpendicular (-5.3): (2.3); (-1.1)
Efectuar la Proyeccion Ortogonal de A sobre B Si: :
A=(05) B=012) : A=03.1) B=(4.0) 4(1.2) - 3(-2.1) : [3(4.0) + (0.4))/4
Hallar Areas del Paralelogramo y Tridngulo entre los pares de Vectores:
(1.3): (5.2) (3.-2): (2.4) (0.2); (3.0) 13.65:16.8:6.3
Hallar el Area del Triangulo, que se encuentra entre los trfos de Puntos:
(1.1): (3.5): (6.2) (0.2). (3.4). (5.0) 9.8
(4.-1):(6.3): (2.4) (2.1):(1.6): (7.4) 9:14
i3-|6| Hallar el Area del Poligono entre los Puntos: (Poligono no regular)
-(0.0): (-2.4): (1.5). (7.3):(2.0)  (1.1): (-2.3): (2.5 (6.2): (5.0) 2621
‘3-!7} Demostrar: \A| = |A% IA+B? = A2+ 1B = ALB
AY = -A Al =1:1B] =1 = (A+B)L(A-B)
3-18) Demostrar: 1 7+ B| < |A] + |B] |A - B] 2 |A| - |B] |kA| = k|A!
|\A+B+Cl < |Al ~ B -|C| A.A = AP As3 =0
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{3-19) Hallar las Ecuaciones de Recta y graficarlas si cumplen con:

L pasa por Po(4,3) Direccion: A =(2.3) {(4.3) + t(2.3)}
L pasa por Po(0.0) Paralela a: A = (3.2) ' [(0,0) + t(3.2)}
L pasa por P1(1.2); P2(5.4) {(1.2) + 4.2}
L pasa por P1(2.3): P2(5.1) : {(2.3) + t(3.-2)}

Escribir en Forma general, las anteriores Rectas

Ix-2y-6=0;2x-3y=0.2x-4y+6=0;2x+3y-13=0

Determinar si es Verdadero (V) o Falso (F) que los Puntos: (1.4); (2.5): (0,7): (1. lO) pertenecen a la

Recta: L[ = {(2.1) + t(-1.3)} . ' V. FE V. F
Hallar las Rectas Paralela y Perpendicular a: L dada. que pasan por P dado.
{(1.3) + t(2.4)}: P16.5) {(6.5) + t(2.4)} : {(6.5) + t(-4.2)}
{(2.4) + t(1.-2)}: P(5.4) {(5.4) + 1(1.-2)} : {(5.4) + t(z.1)}
{(0,2) + t(1.0)}: P(3.5) {(3.5) + t(1.0): {(3.5) + t(0.1)}
Hallar Ia Distancia entre la Recta: L y e} Punto externo: Pe ‘
{(2.3) + t(6.8}: Pe(7.2) {(1.2) + t(4.3)}; Pe(2.7) ' : 46:22
{(3.2) + t(4.-3)}: Pe(4.6) {(2.2) + t(1.2)}: Pe(4.6) ‘ 38:0
Cual es el Punto P de la Recta L, que estd mas cerca de! Punto Pe dado:
' L={(1.3) + t(4.3)} ; Pe(8.2) o L={(1.2) + t{3.1)} : Pe(4.6) (5.6) : (49/10,33/10)
Hallar el dngulo entre las Rectas: |
LI ={(5.2) + t(2.1)}: L2 = {(5.7) + t(1.3)} : e 44.80°
Lt = {(2.5) + t(3.-2)} ; L2 = {(4.3) + t(2.3)} 90°
Ll = {(3.4) + t(4.3)}: L2 = {(2.5) + t(2.0)} 36.87°

13'-26] Hallar el Cuarto Vértice del Cuadrado ubicado entre los Puntos:

3) (4.!): (3.6): (1.3) b) (5.3): (1.1): (4.0) (6.4) . (2.4)

Hallar los dos Vértices faltantes a los cuadrados, que tienen por Vértices opuestos a los puntos:

3) (1.2):(5.4) b) (2.5): (5.0) (2.5). (4.0 ¢ (1.1). (6.9

Si:xA+yB =0 donde: A » 0; B » 0: A No es Paralelo a B ; Demostrar que la igualdad se
verifica cuando:x =y =0

MDemostrarArO B » 0 ;A No es paralela a B Si:
xA+y8-xH+yzB = X, =Xy =Y,

Demostrar que las Diagonales de un Paralelogramo se intersectan en sus Puntos medios.

i 3-31) Demostrar que la Recta que une los Puntos medios de los lados de un Tridngulo es Paralela al Tercer

fado vy posee la mitad de su Longitud.

13-321 Demostrar que las Medianas de un Tridngulo. se cortan en un punto (Llamado Baricentro); ubicado a
un tercio de un lado y a dos tercios del Vértice opuesto.

!3-33! Demostrar que la Diagonal de un Paralelogramo. es dividida en tres partes iguales pcr dos Rectas. que
partiendo de un Vértice lateral, van a los Puntos medios del lado opuesto.

3 3-34) Demostrar que la Mediana de un Tridngulo Isdsceles. que va al lado distinto. es perpendicitlar a ese laco
!3-35 Demostrar que todo Tridngulo inscrito en una Semicircunferencia es un Tridngulo Re<tangulo.

{3-36) Demostrar que las Diagonales de un Rombo se intersectan en sus Puntos Medios.
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El estudio de la GEOM@TRIA ANALITICA. es el estudio de la Geometria mediante un Sistemz de Coordenadas.
que lleva asociada un Algebra. Los problemas basicos de la Geometria son:

I.- Dada una Ecuacién Matematica, hallar su Lugar Geométrico
Il.- Dado un Lugar Geométrico, hallar su Ecuacién Matemética.

Se entiende por Lugar Ceométrico o grafica de una Ecuacién, al conjunto de puntos que satisfacen la Ecuacion.
En este Texto se estudia a la Geometria Analitica del Plano.

ST A O R A DAS

Un Sistema de Coordenadas Cartesianas en el Plano es un Conjunto Y
de dos Rectas Reales perpendicularmente dispuestas, que dividen al 1 Cuadrante

Plano en cuatro cuadrantes, donde un punto se asocia al Par 4 Cuadrante - .......é")’)
ordenado (x.y) ) :

Y

) 48 & §

) e

L &

Abscisa

La Recta Real en modo horizontal XOX es el Eje de abscisas o Eje X.
La Recta Real Vertical Y'OY es el Eje de ordenadas o Eje Y

Ordenada

»

La distancia die un punto P al Eje de ordenadas se llama Abscisa x; La

. 3% Cuadrante| 2% Cuadrante
distancia al Eje de abscisas se llama Ordenada y uadranze uadran

Para indicar un punto. se indica la Abscisa. luego la Ordenada: (x.y)

Ei 4-1 Se grafican los puntos: Pt(4.1); P2(2.-1); P3(-3.-2): ; 21
P4(0.2) : ; I

Pl

De acuerdo a las anteriores convenciones, se ubican T
los puntos en el Sistema de Coordenadas en el Plano. : 2 : —

: ol 0 : iz : 4
Se elige una adecuada escala en los Ejes Coordenados. p3i P P2

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

La distancia entre los puntos: Pl(x,.y,) : P2(x,.y,) se determina por la Férmula:

“‘J !% L V0t 11 n

:
Ttk

Verificando la férmula. si: A = Pi(x,.y,) . 8 = P2(x,.y,)

Las longitudes: AC ; BC : AB son:
715=x2-x, : Bf=yz-yl AB = d: Donde d es ia distan- bA

—_— — — cia entre Pl, P2
AB? = AC? + BC?

2
d* = (x, = x) -, - ) ,
De la raiz cuadrada, se toma-
r 3 s . , o X
d = \/(xz -x ) e 0y, - yl) 15 la yaxz pgsut:va. por :anto
fa distancia se considera
siempre positiva.

Por el Teorema de Pitigoras.
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Ej 4-2 Se hallan las distancias entre los puntos:  a) Pl (2, 1) : P2(6.4) b) P1(-2,0) ; P2(0.-1)

a) St P2 = x =12 P2(6.4) = X,
y, = | Y, =

Si d =6 - x)? + (v, -y

=V6-27 - @4- 17 =25 =5

"
o

b)
Sit Pi{(-2.0) = x, =-2; P2(0.-1) = x, =
vy =0 . y, =-! ,
Si: d = \[(x2 -x,)2 + 'YJZ IPQ

=yo- (20 + (-1 -0 = /5 = 223

421 ] Demostrar que el Tridngulo entre los puntos A(1.2). B(4.3). C(3.0) es Isosceles

Para la demostracién serd suficiente con verificar que dos de los lados del Tridngulo son de la misma
longitud. Tomando a cualquiera de los puntos (A. B o C) como Pi o P2, la distancia entre puntos serd:

d = J(xz -xl)2 + (y, _y')z
A(12): B@AI) dy = y(d-1 + 3-2) = /10
B(4.3): C3.0) dy. = {3 -4 + (0-3)? = {10
C.0) A1) dey = (I -3 + 2-0) =B 2

PUNTO DE DIVISION

El Punto de Division P(x.y); que divide al Segmento comprendido entre los puntos: Pl(x,.y,). P2(x,.y;) en

determinada relacién r, se calcula por: : :
TR g Y
AT TR

|
I

Si la relacién de Segmentos es: ;= P P

PP
2
Por Tridngulos Semejantes se verifica que:
PP PD x -x X, *rx,
[ & e = e = = X =
PP, PB x-x P+r
PP DPp ¥, - Y, * 1Y,
[ S oo 2 commem = = y =
PP, BP, y-y, | »r

Ei 4-3 En el Segmento entre los puntos P1(2.1); P2(10.5): el punto que lo divide en relacion: r = 1 : se llama
Punto medio P(x.y) (Queda situado en fa mitad)

X, *rx 2 + 110 - X, * X
X = = = = X =
|+ e 2
YooY, 1 +1-5 - Y,
y = = =] =» y =
I »r 1os 2
£l Punto medio 0 Punto con relacidn r = | es 5(6.3)




A A RERA] I

La Recta es el Lugar Geométrico de puntos, que satisfacen a una Ecuacion Lineal con dos variables de la forma:

IRETRRRETE

L AR SRR r

i1

Son caracteristicas de una Recta:

. Y
L: Es el Simbolo de 1a Recta ' ' ]\
PENDIENTE: Es la Tangente del 4ngulo de inclina- ? Pl
cibndelaRecta: m = Tan B bé
ABSCISA AL ORIGEN: Segmento O (a) L P
ORDENADA AL ORIGEN: Segmento yO  (b) N«
Lo: puntos: P(x.y): P,(x,.y,) estadn sobre la Recta. O~ i ?\
ECUACIONES DE LA RECTA
De acuerdo a las caracteristicas de la Recta, sus principales Ecuaciones son:
EC. GENERAL Ax + By + C = 0 A.B. Csonconstantes
EC. PUNTO-PENDIENTE y -y, =mx - x,) "m es la pendiente (x,.y,) es punto conocido
EC. PENDIENTE-ORDENADA y = mx + b m es la pendiente b es la Ordenada al Origen
EC. CARTESIANA Y =¥¢ _Ya"Yi " Dos puntos conocidos son: (x,.y,):" (x,.¥)
O DE DOS PUNTOS X=X X, =X
£C. REDUCIDA x oy : .
0O ABSCISA-ORDENADA ; + E = | a. b son la Abscisa y Ordenada al Origen.
Segun se aprecia son suficientes dos datos, para especificar a una Recta.
Ej 4-4 La Recta expresada en Forma Ceneral: 3x + 4y - 12 = 0 ; se la escribe en otras formas.
3x+4y-12 =0 Procediendo algebraicamente a partir
3 de la Recta dada en Forma General
= y =2 - —X+ 3 ) ! .
4 forma Pendiente-Ordenada, despejan-
doy (m= -3/4. b=3
V-0 = -3x-4) y ( | )
4 forma Punto-Pendiente (x,.y,)= (4.0)
Sit 3x 4y = 12 Dividiendo todo entre 12, ordenando
L A se logra la Forma Reducida (@ = 4 ;

4 3 b=3)

Para calcular el dngulo de inclinacién, 8 de la Recta, respecto

N 3 2.3
Sii m=-= = TanB = 2 al Eje positivo de las Abscisas: X

4 ;

Arctan(- %) Considerando que: m = Tan 8. despejando ©

!
D
]

\ . El dngulo que se obtiene es: -36.87° , sin embargo su Com-
-36.87° = 143.13 plemento es: 8 = 143.13°

Otras formas de Ecuacidn de Recta son la ECUACION NORMAL y la VECTORIAL (Ver Pig 98 y Cap. 1li-10)
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| 422 Craficar la Recta de Ecuacién: 2x +y - 6 = 0

La gréfica se obtiene facilmente a partir de

una tabla: X1y
, 06
Sii 2x+y-6=0 I ]4
Despejando:  y = 6 - 2x 2142
310

Para conformarla tabla, se asignan valores
en: x, para asi hallar.y

Luego reuniendo todos los puntos. se obtiene la grifica
requerida. En fa préctica se precisan de solo dos puntos. para
obtener la gréfica de una Recta.

43 | Determinar si los puntos: P1(4,3): P2(2.5); pertenecen a la Recta: x -2y +2 = 0

Para saber si un punto pertenece a una Recta, se reempla

za tal punto en la Ecuacion. observando si la Ecuacién se 61Y P2§ ’ """" A
cumple. o Bt R O SN R S
x-2y+2=0 En la Ecuacion de Recta: 4 Pl .....
4-23+2:=0 Reemplazando P1(4.3). se apre- :
0=0 cia que la ecuacidn se cumple. . b
P TR UL et SN S S

2-25+2=0 Euego'dr)eemplazando f2(2,5). la ! )

-6 » 0 cuacién no se cumple. ' ‘ ' X
Por tanto P| pertenece a la Recta (Ya que satisface su P P P2 4 06
Ecuacién); P2 no pertenece a la Recta (No satisface su )

Ecuacién)

4-4 1 Hallar [a Interseccién entre las Rectas: LI; 2x + 3y -17 =0 (2 3x- Sy+3 =0

£l Lugar Ceométrico de las Interseccion de dos Rectas es \\ Y-
un punto. :

Este punto se halla resolviendo el Sistema de dos
Ecuaciones, con dos Incédgnitas, que conforman las dos
Ecuaciones de Recta.

x + 3y - 17 =0 x =4
3x - 5)’ + 3 =0 = y = 3
Por tanto el Punto de Interseccién es P(4,3). que D 2 4 6 . X

satisface a ambas Ecuaciones de Recta.

Hallar los Puntos de Interseccién con los Ejes Coordenados de faRecta L: x +2y -6 = 0

Para hallar las Intersecciones con los Ejes : X; Y se asignan valores de la siguiente manera:

Interseccién con el Eje Y. haciendo: x = 0
Sii x+2y-6 320 =» 0+2y-6=0 = y =3

Punto de Interseccién: (0.3)

Interseccién con el Eje X, haciendo:y = 0

Si. x+27-6=0 = x+20-6=0 =» x=6

Punto de Interseccién: (6.0)

Se aplica 2l mismo procedimiento indicado en el Cap. 11-5, 0 : 2 : 4 N
ara hallar Intersecciones con Ejes Coordenados.

-2 -
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Hallar las Ecuaciones Generales de las Rectas, que poseen las siguientes caracteristicas:
a) Pendiente:m = 1/2 ; Ordenada al Origen: b = |

c) Pasa por dos puntos: P1(0,1): P2(3.2)

Usando la Ecuacién Cartesiana o de Dos puntos

q Y |
3 Usando la Ecuacién de Pendiente-Ordenada al Origen (Ya :
9. que se dispone de esos datos)
i =m b 7 S0UR MUUR S SO S
=B y lx i Reemplazando dates:m = 1/2:b = 1
, yEoxrl o= A logra la Recta en suformade {7 AT o
4 | | Ecuacidn General.

B —X -y + I =0

'} 2 La grifica se obtiene por una tabla.

b) Pendiente: m = 2; Pasa por el punto PI(3.1) Y :
Usando la Ecuacidn de Punto-Pendiente {7 47

y -y, =mx -x) Reemplazando datos:
& y -1 =2x - 3) m=2;PI(3.1) 9

: Ordenando se llega a i

’ 2x - -5=0 , :

3 J la forma de Ecuacién ‘ X
.;' Ceneral de Recta. 2

i

]

Y=Y, Y, 7Y,
g X - X, B X, - X, Reemplazando datos:
. | - P1(0.1): P2(3.2) . i T T
yot 2zt 55— 0 S S ;
-0 3.0 Simplificando y ordenando se /T S N R
: {lega a la Ecuacion General. 2 P To9.+ 4 @ 6
X - 3Y +3 = 4 ‘ : : : H 1 H : :
d) Intersecta ala Abscisay Orde.nada en: 5. 4 respecti’vamente. P —
Por la Ecuacion Reducida o de Abscisa-Ordenada \J\Y foeeenni
: CoifAING
r,r., - \ S S S e
a b Reemplazando datos: 9 \L A S
x y a=75: b =4, sonlos valores de Pob P \
5 M Z = | interseccion con los Ejes coordena- N \ !
520 dos. X "f
X+ - = . E i : : E e S :
Y Ecuacién General. ' LI TN ST \ .

e) Su Ordenada al Origen es 3 : pasa por PI(4.1)
Si la Recta posee Ordenada a! Origen: b = 3 puede suponerse que pasa por el punto: (0.3)

y-y, ¥,V Como ademds se sabe que la O S & e
= Recta pasa por P1(4.1) se P :
X=X XX puede usar la Ecuacién de los \;(Lpz
y-1 3-1 Dos puntos: freet :
x-4 0-4 Reemplazando datos: o '
y -1 ! P1(4.1): P2(0.3)
x-4 2 Simplificando y ordenando :
x+2y-6=0 ~Ecuacion General. 2

293 -




-
wguay
) %

[]

1Vi8 RENDI

NI PEHNAREGTA

La Pendiente de una Recta, simbolizada por m ; es la Tangente de su dngulo de inclinacién, respecto al Semieje
positivo de las Abscisas.

p =1

De acuerdo a la gréfica se define: m = Tan 8 . Por otro lado, partiendo de la Forma General de Ecuacién de
Recta:

Ax + By + C =0 Despejando: y \ Y
_ A c Comparando con la Ecuacién de
= Yy =-—X - — . L
B A la forma de Punto-Pendiente.
y =mx +b Entonces es posible conocer la
A pendiente de [a Recta como el 0 X
= m=-— =Tan® coeficiente de: x, cuando y estd /
B despejado. A
Ei 4-5 Hallar |a pendiente y el angulo de inclinacién de la Recta: ,2x -3y - 2 =0
De: 2x-3y-2 =0
- y= 2,2 _ p:2 Despejando y en la Ecuacién e Recta, asi el coefi-
3 3 ciente de x, se constituye en la pendiente.

3
De: TanB =m = @ = Arctanm Para calcular el dngulo se emplea la definicién de

endiente, luego despejando el éngulo 8.
8 = Arctan% = 33.39° P & P} g

“r| Hallar 12 Ecuaciédn de la Recta, que pasa por el punto: P1(2.1) con un éngulo de inclinacién de 60°

_ Considerando que la pendiente es la Tangente del éngulo
de inclinacion.
Si:8 =60°= m =Tan6 = Tan60° = 1.73
Utilizando la Ecuacién de! Punto-Pendiente:
y-y, =mx-x)
y-1=173(x-2)
= 1.73x-y-246 =0

ANGULO ENTRE RECTAS

Si- 'm,. m, son las pendientes de las Rectas: L1, L2 £ dngulo ¢, entre ambas Rectas, se calcula por:

m, -m
¢ = Arctan —————
I+ mm,
Ce acuerdo a la grafica adjunta. se verifican las relaciones:
Tana = m, Por la férmula
Tang = Tan(a -B) : TanP = m de la tangente ,
! de una resta de dngulos.
Tand Tana - Tan B m - m, reemplazando y
a = = .
t - TenaTanB | »+mm, despejando ¢.
/‘
m, - My
= ¢ = Arcien
b mom,
- 94 -
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Ei 4-6 Sehallael anguloentrelasRectas LI: 2x-y -3 =0 ;[2:x-3y+| =0

Se determinan las pendientes de las Rectas y se aplican
las correspondientes Férmulas:

L1:2x-y=-3=0 = y=2x-3 => m =2
!

| i
[2:x-3y+1 =20 = y=—Xx+— =2 m, = —
303 o3
m, -m -
¢ = Arctan———2 = /Ilrctanz——ﬁ = Arctan | = 45°
l+m m, 1 +2:1/3

.

v

(VA AR ALEEME Y RERRENDICULARIDAD

Dos Rectas son Paralelas. cuando sus dngulos de inclinacién son iguales entre si, esto significa que también
serdn iguales sus pendientes entre si.

Ej 4-7 LasRectas: L1, L2 son Paralelas
Lt:2x -y -1 =0:12:4x-2y-11 =0

Para verificar, se determinan sus pendientes

Li:2x-y-1=0 =y=2x-1 = m =2

L2: 4x -2y -7 =0=>y=2x——§-= m, = 2

Como: m, = m, . entonces las Rectas son Paralelas.

Dos Rectas son Perpendiculares , cuando sus 4ngulos de inclinacién comprenden entre si un angulo de 90°.
entonces por el Cap. {V-7 se tiene:

o m -m, : Por tanto si las Rectas poseen pen-
- e - -] e _ .
Tan¢ = T Si: ¢ =90° = Tan90° =«  dientes que cumplan con:
1 m, = -1/m, . son Rectas Per-
m -m . | endicular i
o= ' |+ m,m, = 0 = m = -— p C es entre si.
bem m, m,

Ej 4-8 LasRectas L, L2 son Perpendiculares L1: x+3y -9 =0:L2: 3x-y-7 =0

Para verificar, se determinan sus pendientes:

l1: x+3y-9=0 =y=—%x+3 __:,ml=__|§
0 =y=3-7= m=3

1

L2: 3x-y -7

Se cumple con: m, = 1/m, Por tanto son Perpendiculares.

De la Recta: x - 2y = | Hallar su Paralela por P1(2.2). su Perpendicular por P2(6.5)
| | [ : : : .
L:X"ZY‘|=an=—-x-—=m=.— N :
2 2 2

La Recta Paralelacon: m! = m = 1/2

|
y-y =m'x-x) = y-2=3(x—2) = x-2y =-2

La Recta Perpendicularcon m* = -1/m = -2

y-y,=m*{x-x) = y-5=-2(x-6)= 2x+ry =17
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DISTANCIA DE PUNTO A RECTA

La Distancia entre el punto Pe(x,.y,) ala Recta: Ax + By + C =0, se determina por:

'M za{Li HEYLHE
I

'Jq‘ + | B

El Valor Absoluto de |a expresidn de distancia, hace que se calcule la distancia. solo como positiva. (Ver demos-
tracién en It1-10). La Minima distancia de un punto a una Recta sigue una trayectoria perpendicular a la Recta.

Ef 4-9 Se calcula la minima distancia entre el punto Pe(5.3)'

My i3 i
alaRecta L[ 3x+4y-12 =0 N Pe.
‘:. ...... ‘ . ID. ......
= Ax‘ My By¢ " C = 3'5 M 4.3 - '2 = 3 i‘““z iL‘E\: ;‘3’,‘; -
A F e N
Setoma:A=3,B=4,C=-12, X, =5.y,=3 b 0 : 2 4\ 3 X

Eﬁtre: LI:3x-2y+3 =012 x-3y+4 = 0 calcularcudl es la Recta mas cercana ai punto Pe(5.6)

Distancias de Pe(5.6) a L1, L2

Ax +By +C < _.
d = | K 7Ye S[3526031 66

t
fA) + 82 32 +(_2)Z

- Ax, +8y,+C f15-36+4

z /A2+82 /|z+(_3)z

Se calculan las distancias del punto a cada Recta, para luego
comparar. Por tanto L1 estd mds cerca de Pe.

2.84

Para hallar la distancia entre Rectas Paralelas, se toma

A

[*)

- i S fovenspaneachone

/\_{‘I [

AN i
: Py : H

£l |

Entre las Rectas Paralelas: L1: 3x+4y - 12 = 0, [2: 6x + 8y - 45 = 0: Hallar la Minima distancia.

un punto de una Recta. para hallar su distancia respec-

to a la otra Recta.
En L1:3x+4y-12=0; Sitx=0 =y =3

Distancia de Pe(0.3) a L2: 6x+8y -45 = 0

Ax, + By, +C

_le0 - 83 - 45| )|

AZ '82

| e |

'} Hallar Ia distancia entre ef Origen y fa Recta L1: 3x + Sy - 15 =0

£l Origen de Coordenadas es el punto: (0.0)
Axc’ By(’ c! - '30"50 = IS

st | ]

=26

Una Férmula general paradeterminar la

C
distancia de una Recta al Qrigen de d = [———or
Coordenadas es: JAl + 8*

- 94 -
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Cuando interesa determinar si un punto es:s encima o por debajo de ia Recta, deberd Ax, + By, + C
calcularse: =

o =yA? ?
£l signo a tomarse de la raiz, debe ser contrario al signo de: C AT+ B

Sila distancia d es positiva. el punio P,(x,.y,) estard encima de la Recta. Si la distancia d es negativa, el
punto Pe(x,.y,) estard debajo de la Recta.

Ei 4-10 Distanciaentre la Recta L: x -2y +4 = 0 Hasta Pe(5,1)
g X Bt C s e e g
+ A2+ B? -y 12 e (-2)?

Como la distancia es negativa. el punto P,(5.1) estd
debajo de la Recta L. De la raiz se toma el signo negati-
va, porque C es positivo.

-3.13

4-12}ConPe(2,5); L: x - 3y + 3 = 0;determinar. a) P, esté encima o debajo L
7 b) LadistanciadeP,al .
c) El punto P, de L que determina la distancia d

o)
~—

La ubicacién de P, respecto a L

"Ax +By +C .9 _1.
d = e Ve 123303 3

i La distancia es positiva, por tanto el punto Pe(2,5)
b estd encima de la Recta: L - B

g e P b T

b)  Ladistancia de Pe a L es la calculada anteriormente
en Valor Absoluto d = |3.16] =3.16

‘X

- ¢) ladistancia antes calculada posee una trayectoria perpendicular a L; entonces determinando una Recta
. perpendicular a: L (Ver IV-8); que pase por Pe(2.5) )

Despejando en la Rec-
ta: L, se obtiene su
pendiente y su pen-
diente perpendicular.

= m'= -

Si: x-3y+3 =0= y»é’%-x‘la m = =-3

I |
3 m
Sii y-y,=m*(x-x)= y-5=-3(x-2) = LI: 3x+y-1l1=0
Usando la Ecuacion del Punto-pendiente, para L!.

L: x-3y+3=0 x =3 P33 . Intersectando la Recta dada: L con su Recta
Lii3xsy-11 =0 — y=2 " (3.2) perpzndicular: LI

Hallar las Ecuaciones de las Bisectrices a: 2x-Sy + S =0:;5x-2y- 19 =0

Una Bisectriz entre dos Rectas, tendrd puntos situados a la misma distancia de las dos Rectas; Si P(x.y)
pertenece a la Recta Bisectriz sus distancias a L1, L2 serdn:

De P(x.y) a LI d _2x-35y+5
x-Sy +5 =0 ' =29
De P(xy) a L2 d, = 2220
Sx -2y - 19 =0 + 29

- -2y - |
S d =d 2x -5y + 5 :Sx 2y - 19

=
2
' * /29 = \/ﬁ
Igualando las distancias y simplificando. De acuerdo
a los signos de las raices. 1as bisectices son:

Ly, x+y-8=0 . Ly x-y-2=0




ECUACION NORMAL DE LA RECTA

La Ecuacion Normal de la Rectaes: xCosw + ySenw = p

p es la distancia de la Recta al Origen, w es el dngulo de esa distancia al Origen

Si: Ax + By + C =0
Ax + By = -C
A B -C
X + y:
JAt+B*  JA*+B?  JAl.B? ‘
Cosw=——A—-—:Senw= B ip = -C
A2+BZ A2+BZ A2+BZ

Eji 4-11 Seescribe en forma Normal, 1a Ecuacién de la Recta: 3x + 4y - 24 =

Siz3x+4y-24 =0 A=3;B=124,C=-24 \’3{
ordy = JA2+BZ—\/3Z+42=SJ PN
34 24
—x+-—y=___

S 5 5
C’osw:-z-': w=Arccos—:;~=53.l3°: p=-?£-=4.8

Para llevar a la Forma General, serd suficiente - - i Y

A4 Escribir en Forma general, la Ecuacion Normal de Recta; x Cos 60° + ySen 60° = 6

. . . . HIR
con calcular las Funciones trigonométricas, indica i

das en la forma Normal

xCos 60° + ySen60° = 6

x-0.5 +y-0.866 =6

0.5x + 0.866y - 6 =0
= A =05;B=0866;C=-6

GraﬁcarlasRectas lt: y-2=0;12:2x-6=0

Para graficar L1: y - 2 = 0 ; se observa que la Ecuacién 4 Y ........ _ ......
es independiente de la.variable x, por tanto es paralela P P
al Eje X. : R
Si Lliy-2=0=y=2 — ; S a——
Su pendiente: m = 0 . Angulo de inclinacién: : el resnt I
8 = Arctan 0 = 0° S X
Las Rectas de la forma: y = b ; son Rectas paralelas al 2 4 6

Eje X (Rectas Horizontales) ; Pendiente:m = 0

Para graficar L2: 2x - 6 = 0: se observa que la Ecuacion es

independiente de 1a variable y ; por tanto es paralela al Eje Y

|
Si 122 2x-6 =0 = x =3 Supendientees: m =-6 =

St dngulo de inclinacién 8 = Arctan = = 90°

En general, se concluye que las Rectas de la forma x = a:

son Rectas paralelas al Eje ¥ (Rectas Verticales) de
perdientem = =

-G8 -
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PROBLEMAS DIVERSOS DE LA RECTA

Hallar las Ecuaciones de los Lados del Tridngulo ubicado entre los puntos: A(2.0): B(

Hallar luego el Baricentro, Ortocentro e Incentro.

Ecuaciones de los la-

YoV Y Y dos. por la Ecuacién

X=X = X, "X de Dos puntos:
ggﬁ;LMAi%%=.§%% = x-3y-2=0
o) b 3Ty T RN
R

£l Baricentro es el Punto de Interseccidon de las Medianas. cuyas Ecuaciones se determinan entre un

Punto medio de dos Vértices y el Vértice Opuesto.

£l Punto medio entre los Vértices: A, Bes: PM(S. 1). Entre

este Punto medio y el Vértice opuesto C(4.6), se halla la
Ecuacién de L, entre dos puntos. Similarmente se
obtienen: Ly, . Ly,
-1 -1
L, Lol =221 o sxey-26=0
X=5S 4-5

Ly x+3y =18 =0 : Lo x-y-2=0

8.2): C(4.6);

£n la interseccion de dos de las Medianas esté el Baricentro, L

este punto se halla resolviendo el Sistema:

£l Ortocentro es el Punto de interseccién de las Alturas, éstas se determman usando una Recta

Perpendicular a un Lado, que pase por el Vértice Opuesto.

Sit Lygi x=3y-2 = ms=—= m'"=-3

El Vértice opuestoes C(4.6). para la Recta Perpendicular
a: L5 e usa la Ecuacion de Punto-Pendiente

=m*(x-x)
-3(x-4)

Similarmente LH

Y=Y,
y-6=

m* =-3 . P(4.6)

Ix+y = |8 -

= LH,.

;o Xx*3y = 14: Ly x-y =

L

M

M2

Sx +y-126
X+ Sy -

14/3
8/3

Intersectando entre dos de las Alturas, se obtiene el Orto-

centro.

Eltncentro es Punto de interseccion de las Bisectrices, las que se determinan con el concepto de que se

encuentran a igual distancia de sus lados (Ver P-4-13)

Usando la Ecuacidn de distan- _Ax,+ By, + C
cia de punto a Recta. - —
P = yA? + B?
Entre: x-3y-2 _ 3x-ly-6 .,
L. L i 5 ;B
a8" “AC fl’ . (-3)? _\[3 +(-1)
Entre: | x-3y-2 _ Ix”y_'o'L
b by, e 73 B
A8 "BC l2 ’(_3)2 i<+
Entre: Ix-ly-6 _ Ix+ly-10 / El Punto de interseccién entre dos de las Rectas
—_— T/ B B ; L= v =7
Lac- Ly Ty N Bisectrices es el Incentro: x = 4.76:y =275

LH,:
L .

H2'

Ix+y -
x+3y-14
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Ejes Coordenados del Primer Cuadrante.

Se trata de hallar los valores a. b (Ver la gréfica) para
obtener la Ecuacién Reducida de la Recta:

x Y

—_* = = |

a b
El punto P,(2.3) pertenece a la Recta, satisface su E-

Areadel Triangulo: A = 22 = 12

74 Hallar 1a Ecuacion de Recta, que pasa por el punto P,(2,3); formando un Tridngulo de Area I2 con los

cuacién, usando la Ecuacion de Area, se obtiene un
Sistema de dos Ecuaciones cuyas incognitas son: a, b
2 3 .. ab X y

S ==12 Z el

a b 2 = 4 6

= a=4.:b=6 Ix+2y-12=0

Hallar el Area del Tridngulo entre L1: x=-3y+5 = 0;1l2: 2x -y =

Se determinan los Puntos de Interseccién o Vértices del P
Tridngulo entre las Rectas:
Ll: x-3y+5 = x =1 ‘
20 x-y=0 T y=2 = P2 z
i x-3y+5=0 x =17 |
13 x+2y-15=0 = y=4 = P04 u e
L2: Xx-y=0 x=3 ? : X
2 4 i
5 xezy-15.0 = yos ® P3(3.6) 0 5 8
X, y, | L2 £l Area del Tridngulo. ubicado entre tres pun-
l . . . .
A = 1 x, v, I|= i 7 4 1]=10 tos: Pl{x,.y,). PZ(xz.yz). P3(x,.y,) :sehallaa
2lx, y, | 2|y " través de un Determinante (Ver P-3-6)

42Fg| Dado el puntoPy(7.5) que pertenece alaRecta L: 3x +4y =41 = 0 :hallarotro punto P sobre la Recta

L. que diste 5 unidades de P,

Armando un Sistema de dos Ecuaciones con dos Incégni-
tas. entre la Ecuacién de distancia entre dos puntos y
Ecuacion de Recta L

Distancia de P(x.y) a P,(7.5): d = 5
d=yx=-17+ (-5 =5
L: IJx + 4y - 41 =0

Por tanto se obtienen 2 puntos: (11.2); (3.8) simétrica-
mente distanciados de P, en 5 unidades.

x=1l
x=3

= y=2
= y=8

Hallar el valor del Pardmetro: k de manera que la Recta: 2x +3y +k
Coordenados un Tridngulo de Area 12, en el I Cuadrante.

2x + 3y +k = Llevando la Ecuacidn de Recta a su
XY . Forma Reducida: Trasladando k al
K Kk segundo miembro, dividiendo lue-
- T go toda la Ecuacién entre: k
2 3
Entonces por la Férmula de Area de Tridngulos:
| Uk, ko k?
A=—ab=s—(-=)(-=)=—=12=k==1I2
2 22 3 12

Se toma: k =-12 ., para que el Tridngulo quede en el 1 ® Cuadrante. :

-
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8\ (38)

6l }?(;(7,5)......§ ....... -
) : :

12
2 > \ )
a . : x.
v 2 4 6 8 10 12 ;\ :

= 0. forme con los fjes

;.,....-6..?....';.....‘.;.......'é.......42.......;g.......;é.......r..

<100 -
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Se halla fa longitud y Punto medio entre P1, P2

d = \/(xz—X,)2 R A (R R

X:xl+x2=|+7= -=)', y2_5+3_4
2 2 2 2

De la pendiente: m, su Perpendicular es: m'L
Y, Y -

m :.2___—':_3.__5:—.l = m"‘:—_l_=3
X, - X 7 -1 3 m

Si una Diagonal estd entre Pl, P2; la otra Diagonal
estard sobre una Recta perpendicular, pasando por el
Punto medio entre P1, P2

Usando: m* = 3 y el Punto medio (4.4). se determina
una Recta Perpendicular. usando la Ecuacion de Recta en
su forma de Punto Pendiente:

i

m-L(x -Xx)
3(x - 4)

Y-y,

= 3x-y-8=0
y-4 .

Se determinan luego dos puntos simétricos a partir del Punto medio y ubicados a una distancia de |a

mitad de fa Diagonal calculada (Ver P-4-19)

2 YRR x=5 = y=1 Por tanto, los restantes Vértices son:
Vx-47+ -4 = 4072 _ 160
3Jx -y -8=0 x=3 = y-=

HAZ DE RECTAS

Para determinar una Recta, se precisan de al menos dos datos o caracteristicas. Si solo se dispone de un dato,
se determinard un Haz de Rectas. o Familia de Rectas, 1as que entre si presentan un dato o caracteristica com(n.

Ej4-12 y=2x+c¢
£s una Familia de Rectas. que tienen por dato comin
su pendiente. (m = 2)

Las Rectas toman valores diferentes de Ordenéda al
Origen (c)

™
[
w

y=¢cx+3

£s una Familia de Rectas, que tienen por dato comur, -

su Ordenada al Origen (b = 3)

Las Rectas pueden tomar valores diferentes de pen-
diente (c)

éf-??x
O\ 2 N\ #4

[

Hallar Ias Ecuaciones de la Familia de Rectas (O Haz de Rectas), paralelasalaRecta: 3x + 4y - 12 = 0.

que disten: ¢ unidades de ella.
De la distancia de Punto a Recta: (IV-9)
Ax, + By, + ¢ Tomando: (x..y) = (x.y) un pun

= to cualquiera. considerando que % : \\/ SO IORTRUE SUOR SO
2 2 1 1 - = N : >
~JA? + B la distanciaes: d = ¢ U Y O NS 77200 S
Ix+4y -12 3x+4y-12 Portantolafami i : \‘\_ SR B S
c = - s lia de Rectas se : A N X
=y3? -4 expresa en térmi Y

= 3x+4y-1235 =0 nos de c.

N
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£l Lugar Geométrico de puntos. cuya relacién de distancias a un punto y a una Recta fijos es constante, recibe
el nombre de Seccion Cénica. El nombre de Cénica proviene del heché de que ésta puede obtenerse
intersectando un Plano con un Cono. La Ecuacién General de una Conica es:

ry

Akt H bl e it i

1Al

A su vez las distintas Secciones Cdnicas son:

LA CIRCUNFERENCIA

Lugar Geométrico de puntos, cuya distancia a un punto es constante.

Un Plano paralelo a |a base de un Cono Circular Recto, al cortar a éste
determina una Circunferencia.

En la Ecuacidn General. se debe cumplin C=0;A=B,;A #0;B =0 -

LA PARABOLA -

Es el Lugar Ceométrico de puntos cuyas distancias a un punto y una Recta
son iguales. .

Un Plano perpendicular a 1a Generatriz del Cono Circular Recto, corta a
este en una Parabola.

En la Ecuacidon Ceneral se debe cumplir:
C=0:A»0:B=0(También;A=0:B»0)

LA ELIPSE

£s el Lugar Geométrico de puntos, cuya suma de distancias a dos puntos
es constante.

Un Plano que corta lateraimente a un Cono Circular Recto. determina -
en este a una Elipse.

En fa Ecuacion General se debe cumplir: C=0:A»0:B»0 ;A *'B

Los signos de A ; B deben ser iguales.
LA HIPERBOLA

Es el Lugar Geomeétrico de puntos, cuya diferencia de distancias a dos
puntos es constante.

Un Plano que corta longitudinalmente a un Cono Circular Recto
Completo. sin pasar por su Vértice (V) corta a éste en una Hipérbola.

En fa Ecuacion Ceneral se debe cumplir:
C=0:A»0:8#0:Llossignosde A B deben ser distintos.

Mediante traslaciones o Rotaciones de Ejes Coordenados. se logran otras
Formas de Cénicas donde: C » 0

Eji 4-14 Enlas siguientes Ecuaciones. indicar de que Conicas se trata:

3x?+3y?-12x-18y -6 =0 A =B =3 Es una Circunferencia
Sx?+2y?-10x-8y-21 =0 A =5:B=2:A «BSignos iguales. Elipse

9x? +36x - 18y -42 = 0 A =9:8=0:Parsbola

3x?-6y? -18x-24y -12 =0 A =13.B =6 Signos diferentes. Hipérbola

Sx?-Sy?-20x-25y-10 =0 A =5:B=-5 Signosdiferentes. Hipérbola 1
52x - 36y -236 = 0 A =B = 0. Recta (Ecuacion Lineal)

+ L REEAT M A
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Ve LA IREUNEEREN A

La Circunferencia es el Lugar Geométrico de puntos (x.y): cuya distancia a un punto fijo (Centro) es constante,
esa distancia se llama Radio (R)

41

L ecotl

Son caracteristicas de una Circunferencia: Y
CENTRO Es el punto C(h.k) R
RADIO Es [a distancia desde cualquier punto (x.y) hacia el
Centro (h.k) C(h k)
La distancia de un punto (x.y) al Centro (h.k) se calcula por: X

d = J(x-h? + (y -k? Distancia que se llamar4 Radio.

\_/

ECUACIONES DE LA CIRCUNFERENCIA )

De acuerdo a fa definicién y caracteristicas antes indicadas, las Ecuaciones de la Circunferencia son:
EC. DE CIRCUNFERENCIA CON CENTRO C(h.k) '
Tomando la distancia entre P(x.y) a C(h.k) (x -h? + (y - k? = R?
EC. DE CIRCUNFERENCIA CON CENTRO EN EL ORIGEN '
“Tomando el Centro: C(h.k) = (0.0) (Origen) x? +y?=R?
EC. GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA '

Desarrollando la 1 Ecuacidn
Donde: D =-2h;: E =-2k: F=h?+k?-R?

x2+y?+Dx+Ey+F=0

Ei 4-15 Hallar la Ecuacién de la Circunferencia de Didmetro: 4, Centro en el Origen

Considerando que todo Didmetro es el doble en longitud
que su Radio.
D=2R=4 = R=2

Usando la Ecuacién de Circunferencia, Centro en el Origen:

¥

x?+y? = R} = x?ayl =2

Hallar la Ecuacién (Forma general) y gréfica de la Circunferencia de Radio 3. Centro en (5.2)

Usando la Ecuacion de Circunferencia de Centro en
(h.k). reemplazando los datos de C(5.2;R=3 77 T

x-h?+ (y-k?=R? = (x-5?%+(y-27 =3 4

Desarrollando, se obtiene la Ecuacion Ceneral
x1-10x+25+yt-4y+4 =9 e
x? eyt e (=10 +(-4)y +20 = 0

Comparando con; x? +y? +Dx +Ey +F = 0

ceeeed

Portanto' D=-10;E=-4: fF=20.

Para desarrollar la grafica, se considera la Ecuacidn de Circunferencia con Centro en el punto Cth.k)
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#=24| Hallar la Ecuacidn y grifica de la Circunferencia, que posee un Didmetro entre: P| (1.6), P2(7.-2)

La distancia entre los puntos P1, P2; determinari el
Didmetro de la Circunferencia, lz2 mitad de tal
Didmetro es el Radio.

D = i, - x)? + 0, -y = 7 - 1Y+ (-2 -6) /, I T . -
=10 = 2R=10 = R=S5 | df' |
El Punto medio entre Pi, P2 es el Centro: 4 C(42) ™ L)
NI R N e
;=X‘+X2=|+7=4:;=y,+y2=6—2=2 02 4

2 2 2 2

Luego C(h,k) = (4.2) : Reemplazando en la Ecua-
cion de Circunferencia con Centro en (h.k)

x-R2+y-k?=R? = (x-42+(-2)7 =5

[yl

Ei 4-16 Secompletan cuadradosen: a) x?+bx ; b) x2+6x ; ¢) x?-7x

Completar Cuadrados, es el procedimiento algebraico, que procura presentar a una Expresién algebraica,
como un Binomio al cuadrado, bajo los siguientes pasos:

a)  Sit x? + bx Considerando que la variable es: x . el coeficiente lineal es: b
b.? b? Se forma un binomio al cuadrado, tomando a la variable con la mitad del u
(c + "2') B (E) coeficiente lineal (b/2), restando luego el cuadrado de esa mitad. g
.2 A Si- x? = Tx ~ Note que siempre se resta el cuadra
b) Sz x% + 6x )3 712 72 do de I2 mitad, asi sea que dentro del
(x 6)2 _ (6)7 (x ~ -E-) - (3) Binomio haya suma o resta.
2 2 71 49 Desarrollando los cuadrados y simpli-
3 x-=) - — ficando. las Expresiones vuelven a su
x+3) -9 2 4

forma original.

Si bien existen otros métodos para Completar cuadrados, el método indicado es el mds prictico.

En las Cénicas de Geometria Analitica, éste es el método que se aplicard.

S et r— e s e 4

Ej 4-17 Se calcula ef Centro y Radio de la Circunferencia: x? +y? -8x -4y -5 =0

La Ecuacién de Circunferencia estéd en su Forma general, para determinar su Centro y su Radio es
preciso Completar cuadrados, para sus dos variables: x, y llevando asi |a Ecuacidn a la Forma de Centro
en el punto: (h.k)

Sir x¥a+y!-8x- 4y -5 =0 Ecuacidn original, Forma Ceneral

x1-8x +yl-4y =5 Ordenando Términos. para: x, y

(x-4)? -4« (y-2-2" =5
x-4' -2
-4+ -2
(x-h? « (y-k?* = R? Comparando con la Ecuacion General de Circunferencia

= h=4:k=2:R

Completando cuadrados. para cada una de las Variables.

Reordenando y llevando al 2% miembro a los Términos
Independientes.

1] [1]
w ~
lad w

Expresando al cuadrado: 25 = §?

Asi se obtiene que ¢l Centro es (4.2): El Radio es 5

]
wn
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251 Graficar las Circunferencias: x2 +y? -6x+2y -6 =0 : x2+yl+4x~-2y +8=0

Sii x2+yl-bx+2y-6=0 Para graficar se
debe Completar P
cuadrados en las ecuaciofiés:

x?-6x +yl+2y=6

.......

(k=37 -3+ yenP-1" =6 El Centro estd en . P Y
-3+ y+ 1) =16 ecs(_z“)i El Radio f ...... ¢4 ..... 6 ..........
(-3 + 1) = 42 ' | b L3iD)

Sii x?+yl+4x-2y+8=0 No existe grafica T L R 4 T

de la segunda
Circun-ferencia,
x+2)2-22+y-1)-12= -8 porque ésta no

existe.
(k+2) + -1 = -3

x?+4x +yl-2y=-8

No se puede calcular el Radio, ya que ningdn nGmero
elevado al cuadrado determina -3

La suma de dos Expresiones al Cuadrado (Positivas siempre). siempre serd positiva, no pueden
determinar un negativo (-3). ’

Hallar la Ecuacién de la Circunferencia de Radio: R = 2: concéntrica a la Circunferencia de ecuacién:
x2+yl-10x-6y+9 =0

Completando cuadrados, para hallar el Centro de la 8
Circunferencia dada.
Si: x?+y?-10x=-6y+9 =0
x?-10x yl-6y =-9 :
(x=-52-5"+(y-372-3=-9
(x-5)7+ (-3 =5 e\ e e
EICentroesté en: (5.3); IangevaCircunferencia. por 0 \2 4 6 10
ser Concéntrica, tendré el mismo Centro, ) \ ey *
-h2+(y-K? =R? = (x-5F+(y-3) =2 e

[’

N

Hallar la Ecuacion de Circunferencia, con Centro en el Origen. que pasa por el punto P(8.6)

Como se conoce el Centro (0,0); el Radio puede
calcularse, reemplazando el punto dado: P(8.6) en
la Ecuacién de Circunferencia, con Centro en el
Origen.

xl+yl= R?
P86) = 8 +6=R? = R =10
Luego la Ecuacion de Circunferencia es:

xZ ,yz = Ioz

Debe notarse que al pasar la Circunferencia por el
punto P(8.6): su Ecuacién debe satisfacerse en ese
punto.

£l anterior problema se resuelve también aplicando
la Ecuacidn General de Circunferencia. cuando ésta
eyl F =0 tiene Centro en el Origen. cuya forma es:
. . Reemplazando el punto, se conocerd F. asi se obtiene la
8+ 6 ¢F=O=§F=—IOQ > c I

Ecuacion Ceneral de Esfera. Resultado que coincide con lo
= x?+y?-100=0 anteriormente obtenico.
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| Hallar la Ecuacién de la Circunferencia que pasa por los puntos: P1(4.6) ; P2(1.5) ; P3(8.4)

Se usa la Ecuacién General de Circunferencia: g
Z+y2+Dx+E)I+F=O I I o

Existiran tres Incdgnitas (D, £, F); reemplazando los
puntos dados, se debe satisfacer 1a Ecuacion

PI(4.6) 4%+ 6> +D4 +E6+F =

P2(1.5) 12+5+Dl +E£S+F =

P3(8.4) 82 +4>+DB+E4+f =

4D + 6E + F = -52 D =-8 Resolviendo
D+5SE+F=-26 = E =<2 el Sistema de

Ecuaciones
8D + 4f + F = -80 F=-8  planteado.

Si:  x*+yl+Dx+Ey+f

Completando Cuadrados en la Ecuacién General de
Circunferencia, se tiene: :

= C(4.1) .R— 5

xt+y?-8x-2y-8

x?-8x  +yl-2y
(x-2)7-42+(y - 1) =12
(k-4 ey - 1) =

n

0
0
8
8
5

i4 29' Hallar la Ecuacién de la Circunferencia con Centro en el punto (3.2), Tangente al Eje de Ordenadas

Como la Circunferencia es Tangente al Eje de Ordenadas. IR & ! e
de Centro en: (3.2); Entonces el Radio es: 3 / - \
En la grafica se aprecia que la Interseccion entre la Circun- H 4 / . \ PG
ferencia y el Eje ¥ se verifica en un solo punto. porello se - N A §CQ3.Z) T
dICE qUe es Tan?ente ....é)..zi -t .— : ""'.‘"";"“. .... ..... ..
Utilizando la Ecuacidn con Centro en: (h.k) : EE L X
0 N2 T 6 8
(x-R? + ly -k =R? = (x-3)! + (y-2) =3 \’V e

Hallar la Ecuacidn de Circunferencia con Centro C(2.1) ; Tangente a la Recta de ecuacién:
3x + 4y - 60 = 0 :

La distancia de la Recta al Centro, seré el Radio
de la Circunferencia.

.....

Por V-9 la distancia entre el punto Pe(x,y,) =
Clh.k} = C(2.1) ala Recta: 3x + 4y - 60 = 0 es:

o
R=d,

. Ax, + By, + C ='3'2’4'l-60 0 Ll
[A1 . B? l 3 . 4 ooPe
LluegoelRadioes R=d =
Usando la Ecuacién de Centro en (h.k)

(- e @-k =R = x-2)7+(y-1) =10

La Recta dada al ser Tangente a la Circunferencia (Intersectandola en un solo punto) determina que el
Radio entre el Centro hasta el Punto de Interseccion (P1) es perpendicular a ia Recta, por tanto se
constituird en la trayectona de la distancia minima del Centro a la Recta.

Note gue en [a evaluacion de la distancia se toma el Valor Absoluto.
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14-3 |_l Hallar la Ecuacién de Circunferencia, que circunscribe al Tridngulo ubicado entre las Rectas:

Llix-2y+«9=0:[2:7x+y-42=0:13:x+3y-6=0

Determinando los Vértices del Tridngulo, que son
los Puntos de interseccion de las Rectas:

LiNL2: x-2y+9 =0 _ x=35
Ix+y-42 =0 y =1
LINL3: x-2y+9 =0 . X =-3
x+3y-6 =0 y =3
[2013: 7x+y-42 = 0 X =6
Tx+y-42=0 = y=0

Los Vértices son: PI(5.7). P2(-3,3); P3(6.0)
Con tres puntos, se halla la Ecuacidén de Circunfe-
rencia, usando su forma General (Ver P-4-28)

x2+y2+Dx+Ey+F=0”

Fig .7) 52+ 72 + DS+ ET +F=0
P2(-33) (-3)%+> +D(-3)+E3+F=0
F=-12 _ 92 _ 02 _ <2

P3(6.0) 62 + 02 + D6 +EO0+F=0 x-2)" + (y-3)" =5

Otro modo de resolucién es calculando el Ortocentro (Ver P-4-16)

D=-4 x2+yl-4x-6y~-12 =0
E=-6 Completando Cuadrados

4'.’32! Hallar 12 Ecuacién de 1a Circunferencia, inscrita en el Tridngulo, ubicado entre las Rectas:

Li: 4x -3y +16 =0 [2:3x+4y-38=0;13:y+4 =0

Las Rectas o Lados del Tridngulo serén Tangentes a la Circunferencia. £l Radio es la distancia de
cualquiera de ias Rectas al Centro.

Usando la Ecuacién de distanciavde la Recta:
Ax + By + C = 0 al punto: Pe(x,.y,)

d Ax, + By, + C
= yA? + B?
L1: 4x -3y +15 =0 d = 4h -3k +16

2l Punto C(h.k) -y4? + (-3)?

[2: 3x+4y-38 =0 d_3h+4k-38
al Punto C(h.k; e
3:y+4 =0 d___O'h+l'k-38

al Punto C(h.k) -Jor+ 12

Igualando entre si las Expresiones de 4h -3k~ 16 _ 3h+4k-38

distancia al Centro. resolviendo el -3 S Th+k = 22 h =3
Sistema: 4h-3k+16=k¢4 = 4h-8k =4 k=1
-5 -1

Conocido el Centro C(3.1): se halla el Radio. aplicando cualquiera de las Ecuaciones de distancia, luego

se reemplaza en la Ecuacion de Circunferencia.

4h -3k + |6I _ |4~3 -31+16
5 _ 5

£n las Expresicnes de distancia. los signos de los radicales. se eligen de manera que indique si e! punto

ests encima ¢ debajo de la Recta (Ver Pag 97). solo asi se ubica ef Centior (h.k) dentro del Trizngulc

R=d=| | =5 = -3 +(y-1) =5

Otro modo ¢ resolucidn consiste en hallar el Incentre del Tridngulo (P-4-16) 0 Interseccion de las
3.sectrices I .acentro es el Centro de la Circunferencia
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3| Hallar la Ecuacion General de Circunlerencia, que pasa por los puntos (8.6); (1,7). Su Centro estd sobre
laRecta x +3y - 13 =0 :

La distancia del punto (x.y) que esta sobre la Circun- Y

ferencia, al Centro (h.k) es ef Radio R

d=yx-h?+(y-k?=R

Se conocen dos puntos sobre la Circunferencia: (8.6);
(1.7) reemplazando en (x.y) de la distancia:

V@ -2+ 6-k2=R: -k +(7-k? =R

El Centro: (h.k) estd sobre la Recta L por tanto satisfa-
ce su Ecuacion, reemplazando:

L x+3y-13=0 = h+3k-13=0

Conformando un Sistema de 2 7. _ Y e v - k2 = R2
Ecuaciones y resolviendo. Y8 -+ (6 -k =R , h=4 &-h"+ -k =R
Luego se reemplaza en la Ecua- /(1 R+ (7-K2 =R = k=3 = (x-47+ (-3 =5
cién de Circunferencia de Cen- h+3k=-13=0 R=5
tro en (h,k)

x2+yl-8x-6y =0

Hallar la Ecuacién de Circunferencia Tangente a las Rectas: 3x -4y -7 =0 ; 4x + 3y - S =0

4‘:3'51 Hallar la Ecuacion y gréfica cfe la Familia de Circunferencias

La Circunferencia. pasa por el punto P(-1,2)

La distancia del Centro
C(h.k) a las Rectas Ax,+ By, +C
Tangentes es el Radio
(Distanciade Recta a punto)

Las Rectas son conocidas, reemplazando (x,.y,) = (h.k)
3h-4k-7 R - 4h + 3k - 51
=32+ (-4)? /4% +3?

El puntodado P(-1.2) al estar sobre la Circunferencia,
satisface su Ecuacién:

= R

(x-hrly-K? =R? = (-1-h2+@-K? =R} i | ° / X

formando un Sistema de Ecuaciones, resolviendo.

' 538 Al reemplazar
lh-ik—-—7=R h=2:h=__2_; (x-h? +(y-k? =R2 se obtienen
S . 2 2 dos Circunfe-
4h + 3k - 51 = k=6:k=Zzi x-2)"+(y-6) =5 rencias, la gré-
— R 25 538 2 2342 109.2 fica muestra
g &) 0 -—=2) (55) solo una de

(-1-h)?+(2-k2=R? R= ='—2'g" ellas.

de Radio R = 3, Centro en C(c.4)

Reemplazando en la Ecuacién de Circunferencia:

(x -R)? =+ (y -k)? = R? La grifica representa
, 2 ; solo a algunas de las

x-c) ~{y-4)7 =3 infinitas Circunferen

xPeyl-2cx-8y+7+c? =0 cias.
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La Parébola es el Lugar Geométrico de puntos, cuya distancia a un punto fijo (Foco) es igual a la distancia a una
Recta (Directriz)

Son caracteristicas de una Parabola:

Foco: F(a,0)
Directriz. x +a =0 (-L_L—7) »
Vértice: V(0.0)

Latus Rectum: LR = 4a (CC’)

Eje de 1a Parabola: ox
Distancia de P al Foco: (PF)

Dist.ncia de P a la Directriz: (PM)

ECUACIONES DE LA PARABOLA

La Ecuacion de la Pardbola se obtiene a partir de su definicién.

PF = PM Igualdad de definicién de Pardbola. Calculando las distancias
- - - - entre los puntos: (x.y): (a.0)
e-a) + =07 = (- (-a) + & -Y)

Simplificando. Elevando al cuadrado ambos miembros de la

,/(x -a) vyt =x+a Igualdad. desarrollando cuadrados y simplificando.
(x-a)? +y? = (x+a)? Ecuacidn de Pardbola con Vértice en el Origen, Eje en el Eje
) 1 2 2 2 de abscisas (Eje horizontal): su grafica es la anteriormente
x“-2ax+a‘+y° =x"+2ax +a

indicada. .

y? = 4ax

Otra Ecuacion de Pardbola equivalente es: y? = 2px ; donde: p = 2a

Si la Pardbola tiene Vértice en otro punto, diferente al oriéen: Y

Por la grafica, si el Vértice de la Pardbola estd en V(h.k) . Eje paralelo a
fas abscisas se tiene: Vértice: V(h.k) : Foco: F(h + a.k) J

Directrizzx-h+a =0 Ecuacion: (y - k)? = 4a(x - h)

De acuerdo al Signo y Eje |a Pardbola presenta otras formas, como ser:

| l’!
iV F F |
|
|

yl-_-w _y’=-4ax II

Una Regla nemotécnica para asociar grafica y Ecuacion indica que: El Eje cuya variable es cuadritica. parece
curvarse en forma de Pardbola. hacia un lado del Eje. La 1** grifica muestra que aparentemente el Eje Y (Que en
su Ecuacién es Cuadrética) se curva hacia el Eje Positivo de las abscisas X (Su Signo es Positivo). En todos los
casos se considera que la longitud: a es positiva

Desarrollando se llega a las Ecuaciones generales de Pardbola, de Ejes Paralelos 3 los Ejes X. Y respectivamente:

y2+Dx+f)'*F=0 : Xz*Dx*Ey’on
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Ej 4-18 Se analizan las caracteristicas y grafica de la Pardbola; y* = 8x

Determinando la Longitud: a

forma general: y? = 4ax 4a = 8
=

Ecuacion dada: y? = 8x a=2

Vértice: V(0.0) Foco: F(a.0) = F(2,0)

Eje:  EjeX Directrizzx +a =10

Latus Rectum: 4a = 8 xX+2=0

La grafica puede verificarse con algunos puntos.

36 | Hallar las caracteristicas, grafica de la Pardbola: x? =

Determinando la longitud: a

forma general: x* = 4ay 4a =6

Ecuacion dada: x? = 6y a=37

Vértice: V(0.0) Foco: F(0.a) = F(0.3/2)
Eje: Ee Y Directrizz. y +a =0
Latus Rectum: 4a = 6 y+32=0

Hallar las caracteristicas y grafica de la Pardbola: (y - 3)2 = 12(x - 2)

Determinando la Longitud: a ‘ R )T
forma general: (y-k)? = 4da(x-h) = 4a=12

fcuacién dada: (y - 3)' = 12(x - 2) a=3

Vértice: V(hk) = (2.3) foco: F(h+a.k) = F(5.3)

tje: Paraleloa X Directrizzx-h +a =0

Latus Rectum: 4a = 12 x+ ! =0

La grafica puede verificarse con algunos puntos.

Hallar la Ecuacién de la Parabola de Vértice en V(0.0) : Foco en F(4.0)

Ubicando el Vértice y Foco. se concluye que el Eje de la
Pardbola es el Eje X

La longitud: a es la existente entre Vértice y foco, luego a = 4

Como el Vértice estd en el Origen, la Ecuacion es:
yl =4ax = y?=44x = y?=l6x

Hallar la Ecuacién de la Pardbola de Vértice en: V(2.3) : Foco en f(4.3)

Ubicando el Vértice y Foco. se concluye que el Eje de
la Pardbola es paralelo al £je X

La Longitud: a entre el Vértice y Foco, es a = 2

Como el Vértice estd en (h.k). |3 Ecuacién es:

-k =da(x-h) = (y-3) =8(x-2)
Llevando !a fcuacidon a su forma general, asi que
¢esarreilande: -8 - by 25 =0
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j { Hallar fa Ecuacion de Pardbola de Vértice V(1.4); Foco F(I.-1)

Ubicando el Vértice y Foco, se concluye que el Eje de la
Parabola es Paralelo al Eje ¥ negativo.

La Longitud entre Vértice y Foco 2s:a = 5

Como el Vértice esta en: (h.k) = (I.4) siendo su Eje
Paralelo al Eje ¥ negativo, la Ecuacion es:

(x-h)? = -daly-k) = (x-1)? = -20(y-4)

24T Hallar 1a Ecuacién de Parabota de foco(6.0). cuya Directriz es el Eje Y

¥ De acue:io a la definicion de la Pardbola, el Vértice estd a la
mitad entre Foco y Directriz.

Entre el Foco (6.0) y (0.0) (Por donde pasa la Directriz); el
Pun:~ medio es el Vértice V(3.0)

_ ) Por tanto se tiene: a = 3.y la Ecuacion que corresponde es:
: -k =da(x-h) = y?=12(x-3)

S R WUR P IR T 3 e

42 Determinar las caracteristicas y grafica de la Parabola: y? - 12x - 10y +37 = 0

Para obtener las caracteristicas, es preciso Completar cuadrados : o T
(Ver Ej-4-16) a los Términos con variable y — IOY*-/

yl-12x-10y+37 =0 Ecuacion dada

y2 - 10y -12x = =37 Reordenando
(y-5)72-5-12x = =37 Completando
Car L . cuadrados
b 5)2 =1x-12 y simplificando.
=57 = 12(x-1 Comparando con
Si: (y-k? =4da(x-h la forma:

-4 q 4 8
ire: . - = BP— ; I ..... f \ : :
Vértice: V(1.5) ; Latus Rectum: 4a = 12 ;a =3 e e ::
foco: F(4.5): Directrizzx-h+a=0= x+2=0

o)

B
.~

Determinar caracteristicas y gréfica de la Pardbota: x? - 6x-20y - 11 = 0

Completando cuadrados, sobre lavariable cuadratica x;
por procedimientos conocidos.

x1-6x-20y-11 =0 Reordenando

<2 - bx =20y = I Completando \ § S /
a2 a2 -1 cuadrados y e NG e
(x-3)"-3 20); llevando a la : \ P / X
(x-3)" = 20y + 20 forma de Ecua- S 4 L O—l o 4— 8 {10

(x = 3)? e A

20(y + 1)  cidn de Pardbola,

&

Comparando con la forma: (x -&)* = 4a(y - &) A :
= Vértice: V(3.-1) : Latus Recttm:4a =20 . ¢ =5 (AR S S N SR S S W R
fFoco F(3.4) .Directriz:y-k +3=0=y=5=0

Luego de Completar cuadrados. {21 la Unica varizble cuadritica. x) se debe comparar con la Ecuacion de
Parébola correspondiente.
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4-44 Hallar la Ecuacion de Pardbola de Vértice en el Origen, Eje sobre el Eje X; que pase por el punto: Po(9.6)

De acuerdo a fas condiciones indicadas, la forma de fa
Ecuacion serd: y? = 4ax

Esta Ecuacion debe cumplirse para el punto dado de P,(9.6):

su reemplazo permite hallar: a
Sii y? = 4ax 22 40x
= 2
= 4a-9 y? = 4x

| Hallar 1a Ecuacién de Pardbola, Eje Vertical, que pasa po

Como la Paréhola debe pasar por los tres punios.
Ecuacion debe cumplirse en cada punto.

Tomando las formas generales de la Parabola;
2+Dx+Ey+F =0 2+Dx+fy+F =
Los Ejes son Vertical, Horizontal respectivamente.

Para el reemplazo. se elige la de Eje Vertical:

x? + Dx + Ey +F=

r los puntos P1(4.5); P2(-2,11): P3(-4.21)

su

1
o

P1(4.5) 4* + D4 +E5+F=
P2(-2.11) (-2 +D(-2) + EI11 +F =0 ;
P3(-4.21) (-4 +D(-4) +E21 +F =0

= x*+Dx+E +F=0 = x'-4x-2y+10=0

La Solucién del Sistema se reemplaza en la Ecuacion de Parébola en su forma general de Eje vertical.

Un Arco Parabdlico, tiene una altura de 25 m, una |uz
del Arco a 8 m del centro de la base.

Al esbozar la gréfica en un Sistema de Coordenadas,
se determinan los siguientes puntos:

£l Centro de la base es el Origen: (0,0)

El Arco pasa por P1(-20.0); P2(0.25); P3(20.0)

En 13 Ecuacion general de Parabola de Eje Vertical, se
reemplazardn los puntos.

Luego en la ecuacién obtenida, se reemplazard x =
8 para cono-cer la altura a 8m del centro.

{Anchuraen la Base) de 40 m; Hallar la altura

Y

R S S

Y+Dx+Ey+F=0 p.og )
P1(-20.0) (-20)2+D(«2o)¢£.0+F=o= Fale = x?+Dx+Ey+F =
P2(0.25) 02+ D0 +E25+F=0 £ = -400 x1 + 16y - 400 =
P3(20.0) 20° + D20 + EQ +F=0
oyl
Si: xz'léy-400=0=>y=-4-9-0—-—5-—'.5i:x=8=> = 21 m de Altura

16

Indicar la Propiedad Optica de la Parébola:

Si un haz de rayos (Paralelos al Eje), inciden sobre el
lado interior de una Curva Parabélica, al rebotar se
concentraran en el Foco.

Si el haz de rayos incide sobre el lado exterior, al
atravesar la Curva, se concentra en el foco.
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La Elipse es el Lugar Geométrico de puntos, cuya suma de distancias a dos puntos fijos llamados Focos, es
constante e igual a la distancia: 2a

Son caracteristicas de una Elipse:
Focos: Fi(-¢,0) ; F(c.0)

Semieje mayor: OA = a
Semieje menor; OB = b

Vértices Primarios: V'(-a.0): V(a.0)
V4rtices Secundarios: B'(-b.0): B(b.0)

Directriz: DD’ : x = = a¥/c
Excentricidad: e = ¢/a < |

Latus Rectum: LR = 2b¥/a

Relacion de Elipse: a? = b? +¢?

ECUACIONES DE LA ELIPSE

Se determina la Ecuacion de Elipse de centro en el origen, Eje mayor sobre el Eje de abscisas: X o Eje mayor
Horizontal, de acuerdo a la definicién:

TP+ BF = 2a ‘ " Definicién de mip'se
\/( e x- /(x Clew -0 = 2 : Por la gréfica '
Ordenando y elevando al cuadrado
- +y?=(2a-y(-c-x+yH - .y _
— . Luego de simplificar entre 4 ; se
4a \/(—c -x)" +y® =4a’ + 4xc eleva al cuadrado y se reordena.

2,2 2 2,2 4hq2,2 o a4, 2 2.2
a‘c®+2a%cx +a’x’ »a‘y® =a’ +2a'xc +x°c Tomando: a? = bZ+c?, se

@ -cHx? + a¥y? = ala?-c? obtiene la Ecuacién de Elipse.
2 2 2 2
.x.._ + y = | = _X— + .Z—— =1
a?  al-¢? al  b?
Otras formas de Ecuacion de Elipse son: Y
£l Centro es C(h.k) (x - h)? . - k)2 :
Focos: F'(h-c.k) ; F(h+c.k) al b? X

Eje mayor Horizontal '

Si los Focos estdn sobre el Eje Y (Eje mayor Vertical)

El Centro es C(0.0) 2yt X
. — Y —
Focos: F(0.-¢) ; F(c.0) b? a?
Si los Focos estdn sobre el Eje Y (Eje mayor Vertical)
Ei Centro es C(h.k) x - h)? L -k l
Focos: F'(h.k-c) ; F(h.k+c) b? al <

It
It




Ei 4-19 Seanalizan las caracteristicas y grafica de la Elipse de Ecuacion: y? 2

La gréfica se obtiene a partir de sus caracteristicas.

2 2 2 2
Comparando: Lo A R A A
52 37 a? b?
Centro: C(0.0)
Semieje Mayor: a =5 a® =b?+c?
Semieje Menor: b = 3 c=ya’-b? =4

V Prim: V{(-a.0) = (-5.0) : V(a.0) = (5.0)
V Sec: B'(0.-b) = (0.-3); B(0.b) =

Focos: F'(-c.0) = (-4.0) ; F(c.0) = (4.
Excentricidad: e = ¢c/a = 4/5 = 0.8

Hallar las caracteristicas y grafica de la Elipse de Ecuaci

10? g? al b?
Centro: Cthk) = (3.1)
Semieje Mayor: a
Semieje Menor: b

10 42 =bl+c!?

8 c=ya’-b*=6
V Prim: V(hak) = (-7.1) : V(h+ak) = (13.1)

V Sec: B'(hk-b) = (3.-7) : B(h.k+b) = (3.9)

Focos: F(h-c.k) = (-3.1); F(h+c.k) = (9.1)
Excentricidad: e = ¢c/a = 6/10 = 0.6

o M 2 L O L 2 S

42 ) 52 az bz
Centro: Clh.k) = (2.3)
Semieje Mayor: a =5 _ a’-= b?+c?
Semieje Menor: b = 4 ¢ = \/az -b? =3
V Prim: Vith.k-a) = (2,-2) ; V(h.k+a) = (2.8)
VSec: B(hbk) = (-2.3); B(h+b.k) = (6.3)

Focos: F'(h.k-c) = (2.0) ; F(h.k+c) = (2.6)
Excentricidad: e = ¢/a = 3/5 = 0.6

Hallar 1a Ecuacién de Elipse, Vértices en (£3.0) ; Focos en (= 1.0)

Vértices (-3.0): (3.0)=a=3 = a’=bl+c?
Focos (-1.0).:(1.0)= c= 1 =28

El Centro estd entre los Vértices C(0.0)

Por tanto la Ecuacién tiene Centro en el Origen:
X 2 y 2 X 2 y 2
=3

= PN AN

—_—r = |
a*  b? 3 28!

ont (x-3)  -1)
107 8?

A
: -2

) | Hallar las caracteristicas y gréfica de la Elipse de Ecuacién:  (x - 2)2 .- E) |

42 52
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A7 Hallar 1a Ecuacidn de Hipérbola de Vértices: (-3,4); (l 3, 4) Focos: (-5.4); (| 5 4)
Graficando y ubicando Vértices y Focos:

El Centro est4 a la mitad entre los Vértices:
V'(-3.4): V(13.4) = C(h.k) = (5.4)

La Longitud entre Vértices es: 2a

Si: V(-3.4); V(13.4) > 2a = 16=>a=8

La Longitud entre Focos es: 2¢

Si: P(-5.4): F(15.4) = 2c = 20 =¢ = 10

Sic?=bl+a’= b =yc?-a’=6

2 i
Usando la Ecuacién de Hipérbola de la forma: -h -k = |

al b?
267 Hallar las caracteristicas de la Hipérbola: 144x? - 2Sy? - 3600 = 0
La Ecuacién estd en su forma general, llevando a {7777 \ A
otra forma por Operaciones Algebraicas: et \ \ 8
144x? - 25y? =3600 Ordenandoy L. Ed iy
2 e, dividiendo »-CE 5 VJ ; A
144x” 2% _ entre 3600 12: 7/.4 3/'
3600 3600 S
. , Centro: C(0.0); // T4
LA A Eje Horizontal. ; / ¥
52 g2 a=5b=12 A if-++8
c=13

Hallar las caracterfsticas de la Hipérbola: 4x? - 25y? - 32x + SOy - 61 = 0

La forma general de la Ecuacidén se transforma
Completando cuadrados:

®
-

4x?-25y?-32x+50y -61 = 0
4(x?-8x) - 25(y? - 2y) = 61
4[(x-4)*-4% - 25[(y-1)* -1 = 61

4(x - 4)* - 25(y - 1)* = 100
x-47 -1 . |
25 4

-4 _ -2, Clé.\)a=Sb=2=c=54
52 2

Determinar la Ecuacién de la Hipérbola de Cenzro: C(5.2); Semieje Real 8: Excentricidad e = 1.25; De
Eje Real Paralelo a las Abscisas.

Sit e== = c=ea=1258=10 N A
a \ \

Si: ¢! =bl+a? = b=ycl-a’=6 \

Reemplazando en la Ecuacion de Centro en ‘p; : % s

(h.k): Eje Paralelo a las Abscisas. 0ot

e N el R ) N VA
a? b? 8? 6*
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s | Hallar 1a Ecuacin de |a Hipérbola, que pasa por los puntos: (5,16/3) : (3.0) Centro en el Origen.

Usando la Ecuacion general de Hipérbola:

Ax? + Byl +Dx+fy +F =0

Como el Centro es: (0,0) ; se considera que

D = £ = 0 ; usualmente se asume que: A = |
= x?+By?+Ff=0

Reemplazando. los puntos se obtiene un
Sistema de ecuaciones. Resolviendo

Si: x? +Byt+F=0 g2
(5.16/3) S*+B(16/3)* +F=0 = 16
(3.0) 32 B0 +F=0 F=-9 Luego se lleva la Ecuacién a otra forma:
x? - —9——)/2 -9=0 2 2 :
16 IR S A Reemplazando y llevando a otra Forma de
2 9 2 2 2 Ecuacién de Hipérbola. Reordenando y
X - —y" = 9 3 4 s
16 dividiendo entre: 9

Se obtiene: a =3 ;b =4

Hallar la Ecuacion de Hipérbola que pasa por: (5.3); (-3.3); (6.9/2): (-4.9/2)

Usando la Ecuacién general de Hipérbola: o I G A ke
2, By? - g 6
Ax® + By’ +Dx +fy +F =0 \\, /
Asumiendo: A = | reemplazando cada uno de los \ \?.,;\A
puntos y resolviendo el Sistema que asi se forma: i 5'0_>V'§ ("
Si. x'+Byl+Dx+fy+F=0 //“’2
(5.3) S2+B3+DS+E3+F=0 5£é ,
(-33)  (-3)2+B3'+D(-5)+E3+F =0 TRk
9 2 9.2 9 R B f
(5-;) 6+ 3(3) + D6+ 5-2- +f=0 esolviendo el Sistema se logra: R
9. , 92 9 B=-4.D=-3.£=24.F=-5I
-4, ~ -4+ B(=) +D(-4)+E=+F=0 ’ 5
( 2) (-4) (2) (-4) 3 ]
i
Por tanto la Ecuacién es: x? - 4y? - 2x + 24y - 51 = 0. cambidndola de forma: i
x? - 4y? -2x+ 24y =51 = 0 Ecuacion general
(x?-2x) - 4(y? - 6y) = S| Factorizando y ordenando
(x -1 =12 - 4y -3)?-3% = 51 Completando cuadrados
(x-1)' -4 -3)7 =16 Ordenando y dividiendo entre: 16 ; .
(x - 1)2 ) (y_3)2=' Entonces: C(1.3):a=4:b=2 ;‘
§
4-67| Hallar las caracteristicas que poseen las Hipérbolass de Excentricidad: e = | (e == ;
3 4
Si: e=1 :e=S:1 = cz=za : cl=blval = b=0 Degerera en Recta f
a Horizontal ‘i
i
Si e = = e = £ zw = g =0 C: = b7~ aZ = ¢c=0b Dege%ra en Recta 51
a Vertical i
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Hallar Distancias y Puntos medios entre los pares de puntos indicados:
(2

| - S Lomaed

| s

) (10.7) (2.5); (5.1) 10, (6.4): 5.(3.5.3)
(12,-5); (0.0) {8a.0}; (0.6q) 13.(6.-2.5) ; 10a ,(4a.3a)

Hallar la Coordenada u; de manera que se cumpla: '
PI(6.2). P2B).d =5 ; @3).(lw).d=10 ; (52). (3.u). P(4.5) 6.2 :9.-5:8

"4=37] Hallar los puntos que dividan al Segmento entre P1(1,5); P2(7.2) en 3 partes iguales. (5.3); 3.4)

Verificar si es Rectangulo el Tridngulo de Vértices ubicados en los puntos: (1.1): (4.5); (6.1)
Verificar si es Rectdngulo el Tridngulo de Vértices ubicados en los puntos: (1,1); (0.4); (7.3)
Verificar si es Isdsceles el Tridngulo de Vértices ubicados en los puntos: (0.1): (2.5): (6.3)

Hallar el Vértice faltante al Tridngulo Equilstero entre (2.4): (6.1) (6.6.5.9);: (1.4.0.97)
Indicar si pertenecen (V o F) ala Recta: 2x + 3y - 7 = 0; los puntos (2,1): (1.3); (-4.9) V.EV

. Craficar las siguientes Rectas: 2x +y - 5=0;3x+ 2y - 1€ =0;x-2y + 6 =0:y =3 ;x =4

Hallar las Ecuaciones de Rectas, que poseen las siguientes caracteristicas:

Pendiente: m = 2 ; pasa pot Po(3.1) 2x-y-5=0
" m=-3/4." * Po(0.3) IX+4y-12=0
. m=0 ;" " Po(4.3) o y-3=0
" m = 2 intersecta al Eje Y en: -1 2x-y-1=0
" m = -1/2; intersecta al Eje Xen: 5 x+2y-5=0
Pasa por los puntos : (1.2): (5.4) o x-2y+3-0
" :(1.4):(5.2) V S X+2-9=0
" : (5.2): (5.6) ' ' x-5=0
Intersecta a los Ejes X; Y en: 6; 4 respectivamente 2xXx+3y-12=0
" . 2,3 -2y +6=0
. . 02" : x=0
. al Eje X en: 2 ; pasa por PI1(5.3) x-y-2=90
. alEjeYen:5:* P1({6.2) X+2y-10=0
n)  Pasa por Po(6.3) con inclinacién de: 8 = 30° . ' 0.57x-y-042=0
o Po(5.4) " ' 18 =45° x-y-1=0

| 4-8 | Hallar el Angulo de Inclinacién de las Rectas:
2x-y-4=0: x-2y+1=0; y-4=0; x-5=0 63.43°; 26.56°; 0°; 90°

Hallar las Rectas Paralela y Perpendicular a las siguientes Rectas. que 'pasan por el punto indicado:

2x-y -1 =0:Po(5.3) 2X-y-7T=0:x+2y-11l =0

2x + 3y- 12 =0 Po(5.4) 2Xx+3y-22=0:3x-2y-7=0

x -3 =0:Po(6.3) x-6=0,y-3=0
Hallar los puntos de interseccion entre los siguientes pares de Rectas:

2x+y-8=0 2x-3y-2=0 ' x+3y-6=0

Ix-4y-1 =0 Sx-y-18=20 2x-6y-6=0 (3.2): (4.2).?
Hallar los Angulos de Interseccion entre los siguientes pares de Rectas:

-2y =5 X-y=3 x =1 =y L pasa por (3.0).(1.4) 75.96°; 90°

X+ 2y =12 x+3y=11 EjeY Eje X -26.56°; -63.56°
m Hallar las Distancias entre las Rectas y los ountos indicados:

Ix + 4y - 24 = 0; Pe(8.5) 6x - By + 8 = 0; Pe(2.5) 4.2

2x + 3y - 12 = 0; Pe(4.5) X -2y + 2 =0;Pe(4.3) 3.05:0

|4-13] Hallar el Baricentro, Ortocentro, Incentre y E.rea del Tridngulo ubicado entre: (0.3): (5.7); (8.1)
(4.33.3.67):(4.57.5.29): (4.33.3.99) ; 21
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Determinar a que Tipo de Cénica, pertenecen las siguientes Ecuaciones:

x2+yladx-2y+5 =0 3x2+3y?-12x- 18y = 0 Circunferencia; Circunferencia
4x?+2x-y-24 =0 yl-8x-6y-48 =0 Parsbola; Parabola
x2+ 2yt -4x -8y -36 = 0 x-yl+6y-24 =0 N Elipse: Hipérbola
3x2+4y?-12x~-16y =0 x?+2y2-1 =0 Elipse: Elipse

Hallar la Ecuacidn general de Circunferencia, que posee las siguientes caracteristicas:

a)  Centro: (0.0): Radio: 3 : x?+yt-9 =0
b) " (53)" 2 ' x2+y?-10x~6y+30 = 0
c) " :(4.3); Pasa por el Origen -~ xleyl-8x-6y = 0
d) “  :(5.4); Didmétro: 6 x?+y?-10x-8y+32 =0
e)  Tiene un Didmetro entre: (2,1); (10.7) ' -~ x?+y?-36x-8y+27 =0
D " “ u . (l.6).(5,0) xz"‘yz’6X"6)’+5 :o
g)  Centro: (3.4); Tangente al Eje ¥ x?+yl-6x-8y+16 =0
!
hy " (5.2)." " Eje X " oxlayloq0x-4y+25 =0
Hallar el Centro y Radio de las siguientes Circunferencias:
x*+y?-7=0 x?+yl-6x+4y-3 =0 (0.0)./7 : (3.-2). 4
x2+yl+b6x-4y-12 =0  400x* +400y? + 400x - 320y = 6| (-3.2).5: (- 1/2.2/5). 3/4
Hallar las Ecuaciones de Circunferencia, que poseen las caracteristicas siguientes: v
a)  Pasapor PI(3.4); Centro: (0.0) '4 xl+y? = 52
b)  Pasapor: (1.1); (1.5): (7.5) - o x=a) ey -3)? = (13)?
¢) Pasapor: (2.2): (6.0); (8.4) (x -5+ y-3)? = (/10)?
d)  Pasapor: (1.4); (1.-2); (4.1) (x=-1)t +(y-1)? = 3?
E‘T_Sj Hallar las Ecuaciones de Circunferencia, que poseen las caracteristicas siguientes:
3) Centro: (0.0); Tangente a:3x + 4y - 15 =0 x?ey? =3
b) Centro: (2.1); Tangente a: Sx + 12y - 61 =0 x=2 +(y - 1) =3
¢) Centro: (3.1): Tangente a;: 15x + 8y - 107 =0 (x=32+(y-1)? =318
Hallar las Ecuaciones de Circunlerencia, que poseen las caracteristicas siguientes:
a) Pasapor:(-1.7). Tangente a: 3x + 4y - 50 = 0 en (6.8) (x=-3)% +(y-4)7 = s
b) Pasa por:.(-3.2): (4.1): Tangente a Eje X x¥+y?-2x-10y=-1 . x? +y? -42x - 290y = -44!
¢) Pasapor: (0.8).(7.1); Centro sobre 2x - 3y + 6 = 0 x?eyl-bx-8y =0
d) Pasapor: (-2.0). (4.2) Centro sobre el Eje ¥ xPeyl-8y-4 =0
e) Radio \fl_g;DebajoyTangenteax+y-|2=0enPl(7.5) x*+yl-8-4y+2 =0
N Inscrita al Tridngulo de Lados: 4x - 3y = 41: Tx - 24y =- 97: 3x + 4y =-13 xPey?-gx =25
g) Circunscrita al Tndngulo de Lados: y -x =2 2x+3y = | | 4x+y =17 Sx?+5y%-32x -8y = 34
hy  Circunscrita al Tridngulo de Lados: 7x -y =3:x + 2y = Q:x - 3y = -5 xt eyl -6x - 2y =15
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Hallar la Ecuacidn general de Pardbola, que satisface las caracteristicas de Vértice V., Foco f

a)  V(0.0); F(2.0) b) V(0.0); Foco(0.3) y?-8x =0;:x2-12y =0
T V(2.3):F(3.3) d) V(3.1): F(3.3) y -4x-6y ==17 ; x?-6x-8y=-17
e} V(4.0);F(1.0) N V(3.2)f3.-2) y +12x =48 ; x* - 6x + 16y =23
g)  V(1.3):Direc x=-2 h) V(3.3)LRentre (5.-1):(5.7) y2?-12x-6y =-57 ;y?-8x -6y =-33

i) F(4.3); Directriz: y + 1 =0 yl-12x-6y+57 =0

Hallar el Vértice y Foco de las siguientes Pardbolas: :
yi-12x = 0 y2-20x -6y +29 = 0 (0.0).(3.0) : (1.3).(6.3)
yl-8x-4y+4 =0 x1-6x-24y+33 =0 (0.3).2.3): 3.1).3.7)

Hallar la Ecuacién general de Pardbola, que satisface las caracteristicas:

a)  Eje Paralelo a X; pasa por : (9.12) ; Vértice: (0.0) yl-16x =0
by " y, " : (4.2) ; Vértice: (0.0) x?-8 =0
¢ " X (3.3); (6.5); (6.-3) Z-4x-2y+9 =0
d Y, " 1 (6.3): (-2.3); (10.9) x1-4x-8y+12 =0
Hallar la Ecuacion general de Pardbola, que satisface las caracteristicas:
a)  Eje Paralelo a X; Pasa por: (3.5); (6.-1); Vértice sobre |a Recta: 2y - 3x = 0
T_4x-6y+17 =0 12iy?-1188x - 1078y + 5929 =

b)  Latus Rectum entre: (3,3); (3.-2) yl-Sx-y+9 =0 :'2y2 -10x-2y+43 =0

I 4-24) Un cable colgante forma una Parébola con torres de 220 m de altura, separadas en 1500 m. £l punto mas
bajo del cable estd a 70 m de altura. Hallar la Altura del cable a 150 m de la base de una torre. 166 m

Hallar la Ecuacién general de Elipse, que satisface las caracteristicas:

a)  Centro: (0.0); Semiejes mayor y menor: 4; 2 x?+4y?-16 =0

b * S 2D . 6.3 x2+4y?-4x-8y-28 =0
¢ Vértices: (=5.0); Focos: (=4.0) 2 ,  9x?s25y2-225 =0
d) F(x30):e=3/5 e V(x100).e=0.8 16x? +25y? = 400; 9x2 + 25y% = 900
) V(O.£6):F(0.24) g V(0.x5):e=0.8 9x? +Sy? = 180; 25x? +9y? = 225
hy * (-1.6); (9.6); Focos:(1.6); (5.6) 16x?+ ZSyi - 128x - 300y + 756 =

iy 2.0 (6.1); e = 0.5 3?4yl -12x-8y -32 = 0
i) Focos: (3.2):(5.2):e=I/3 8x? +9y? - 64x - 36y + 92 =

k)  Vértices: (6.1): (6.9): Focos: (6.2); (6.8)
)] Un Foco: (4.0); Directriz: x = *6.25

Hallar el Centro y Semiejes mayor y menor de las siguientes Elipses.
x1+4y?-64 =0 x?+4y?-4x-32y+32 =0 (0.0):8:4 . (2.4).6:3

0
16x? +7y?-192x - 70y + 1239 = 0
9x2 +25y*-225 = 0

x}edytedx = 0 4xtayt-lbx+ 6y -T5 = 0 (-2.0%.2:1: (2.-3):10:5

4-27J Hallar a Ecuacidn general de Elipse. que satisface ias caracteristicas:
a) Centro en el origen: Pasa por: (0.2), (3.0)

4x+9y?-36 = 0
b)  Pasapor: (0.1). (1.-1). (2.2). (4.0) 13x2+23y?-5I1x-19y -4 =
¢)  Pasaper (8.-3). (-6.4). (-8.1). (2.-4) 244yl -4x-8-92 = 0

4-28) Un arco de forma semieliptica tiene 80 m en su base. su altura mixima es de 30 m. Hallar sualturaa 1S m
del Centro. 27.8m
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I4-29| Hallar la Ecuacion general de Hipérbola, que satisface los siguientes datas: Vértices V. Focos f

a)  C(0.0); Semiejes Real e Imag; 2; I, Eje | aX Coxl-gyl-4=0
b) C(3.1): Semiejes: 4; 2 Eje RealﬂaX x2—4y2<—6x+8y— 11 =0
) V(£3.0).F(=x50)  d) V(x8.0). e=5/4 16x7 - 9y? = 144 ; 9x? - 16y2-576 = 0
e) F(=5.0).e=15/3 fy V(0.£3); F(0.%5) 16x2 -9y? = 144 ; 16y2-9x2-144 = 0
g) V(0.£2):F0.24)  h) V(0.x2):e= 51 3y?-4x2-48 =0 y?-4x2-4 =0
i) Vértices(!.6): (9.6); Focos(0.6); (10.6) 9x? - 16y? - 90x + 192y - 495 = 0
i) Veértices(2.2): (4.2); Excentricidad: e = 2 3x2-y?-18x+4y+20 =0
K} V(-1.3):(5.3)re=1.5 1) V(4.4):(6.4): e = 5 SxZ-4y?-20x + 24y =36 x? -4y +40y - 8x = 80
i) Focos(10.-2).(10.18);e = 5/3 16x? -9y? - 256y + 180x - 452 = 0
Hallar el Centro y Semiejes (Real e Imaginario) de las siguientes Hipérbolas:
x1-16y?-64 =0 x?-9y?-2x+54y - 116 = 0 (0.0).8.2:(1.4).6.2
x?-9y2-10x +36y = 2 25x2 - 49y? - 100x + 294y =-884 (5.2). 1.3 :(23). 5.7
4-31] Hallar las Ecuaciones de Hipérbola que satisfacen los siguientes datos:
a)  Pasapor (2.0): (\/—2_5.2): C(0.0) x?-4y?t-4 =
b)  Pasapor (2.5): (10.5): (1.29/4): (1.11/4) 9x? - 16y” - 108x + 160y - 220 =
c)  Pasapor (5.7): (5.1): (2.1/4):(8.1/4) 9x% - 16y2~90x + 128y + 113 =
Hallar las Ecuaciones de Hipé'rbola que satisfacen los siguientes datos:
a)  Vértices(=2.0): Asintotas: y = =0.5x ' _X2 -4y*-4 =0
b)  C(0.0): Latus Rectum: 5:¢ = 3 Eje Jay C © 5yl-4x2-20=20
Resolver los siguientes Problemas de Geometria Analitica:
a) Esfera de Radio: 4; cuyo Centro estd en la interseccién de las Rectas: _
x+2-5=0:2x-y-5=0 x?+yl-6x-2y -6 =0
b) Entre: 3x +4y = 36 ; x’ +y? - 6x - 2y =-6 Hallar la Minima Distancia y los puntos de la Recta y
Circunferencia. que determinan esa Distancia. 13/5 ;. (144/:117/25) ;: (21/5.13/5)
c) Hallarla Ecuacion de Circunferencia que pasa por los puntos (- 1.1); {8.-2); y que es Tangente a la Recta:
3x+4y-41=0 x2+eyl-8x-2y-8=0;x2+y?+72x+238y-168 =0
d) El Centro de la Circunferencia: x? +y?-4x -8y + 11 = 0 es el Vértice de la Pardbola de LR
entre:(3.2): (3.6) Hallar su Ecuacion yl-4x-8y+24 =0

e) £l Vértice de la Pardbola: y2 - 12x - 2y + 25 = O es el Centro de una Elipse de Semiejes: 4: 2
x?+4y?-4x-8y-8 =0
f)  DelaCircunferencia: x? +y? = R? Hallar el Lugar Geométrico de puntos. que dividen a sus Ordenadas
en I3 relacién 1/2 Elipse: x2 + 4y? ~R? = 0

"~ g)  Un punto P se mueve de modo que el producto de Pendientes de las dos Rectas que unen a P con (-
2.1): (6.5) es constante e igual a: -4; Hallar la Ecuacién del Lugar Geométrico:

Elipse 4x? +y’ =~ 16x -6y - 43 = ¢

Ry Ladrbita de a Tierra es una Elipse, en uno sus F0cos estd ei Sol, el Semieje mayor es de 148 S 10° Km,
Su Excentricidad es: e = 0 017 Hallar la Maxima Distancia 2ntre la Tierra y Sol.” 151 02:10° Km
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El Limite de una Funcién Real de Variable Real se escribe de la siguiente manera:

I B

Eﬁ J’(} sl

L
se lee como: el Limite de la Funcion f,, . cuando x tiende hacia a. es igual a L

La definicién de Limite es: Lim [(x) =L Si: ve>0:3 08>0
x-a

Tal que: ]fm - Lj < e;siempreque 0 < |{x -¢|] <d

Todo el anterior simbolismo expresa: Si se cree que el Limite de f es igual a L ; para verificarlo se debe tener un
Intervalo (Preferentemente pequefio), de manera que se cumpla la desigualdad de: lfm -L} < € ; esto

necesaria-mente debe tener por consecuencia la existencia de otro Intervalo, que a su vez cumplird con la
desigualdad: |x-a|l < ®

Para la iriterpretacién grafica, se desarrollan las Desigualdades en Valor Absoluto, de manera que se aprecie los
Intervalos que determinan:

Vgy-Ll < e |x-a} < &
-e<f,-l<e -0 <x-a<3d
L-e<fm<L+e a-0<x<a+d

La curva de fa gréfica corresponde a una Funcién cual-

quiera fm Y

En el Intervalo sobre el Eje ¥, se observa que /(x) se halla L+e

entre: L-e; L+¢ %
Como consecuencia del anterior Intervalo sobre el Eje ¥; L
se tiene otro Intervalo sobre 2! Eje X; donde se observa

que x se hallaentre: a-8; a+d L-e

Cuando més cerca de a se encuentre x; a Su vez mas

cerca estard f(, de L (Esto se aprecia mejor cuando los
Intervalos son mas pequefios)

TEOREMAS DE LIMITES

Los principales Teoremas de Limites son los siguientes: ([(x) . 8 SON funciones. ¢ es una constante)

TS-1 Sitlim [, =L limf, =L = L =L El Limite es Unico.
x=-Qa x~a

TS-2 Llime = ¢ Ei Limite de constante es la misma constante.
x-a ) tl Limite de una constante por Funcién, es la
T5-3 Llimcf, =clim f, constante por el Limite de la Funcién.
x~a x-Q

TS-4  Lim U(x) + g,] = Lim fo * L(r: £ El Limite de una suma es la suma de los Limites.
x=-a x-=

x-a
. Y : Limite de un producto es producto de los Limites.
T$-5  Lim Um-gm] = Lim _/m Lim g,

~qQ X~-a x-a

! timite de un ccciente es el cociente de los

|5’6 Ll‘m {f,\”/g,\”] =2 [L[m f(x,V[L“m g(x)] . g(x) * O __mues
x-a x-a

I~a
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Todos los Teoremas de los Limites pueden demostrarse de acuerdo a 'a cefinicion como se vera posteriormente.

le[- = L[ =1

() 2 ! 2

Eji 5-1 Se demuestra T5-1 Si: Lim f(x) =1

Se trata de demostrar que el Limite es Gnico, para ello se usa el Método del Absurdo consistente en
partir de una Proposicién Falsa, hasta llegar a una contradiccién, lo que evidencia al Teorema.

Si: L, # L, [/m-Lll < € siempre que: |[x-a] < d,

|/(x) -Lzl < € ; siempre que: IX'GI < 62

| | -
€= 3 It - Ll Asumiendo una expresién para: €
L-L, =L - /(x) . /(x) - L Operando sobre L, - L, . sumandoyrestandor fm
-4 =1L - /(,, * /(,, - L Aplicando Valor Absoluto a ambos miembros
I =L s L =l + Uy -4l Propiedad de Valor Absoluto (Ver TA-1 de I-10)
Propiedad de Valor Absoluto (Ver TA-8 de i-10)
|L Lzl < ”(x) Ll |(x) LZ| - . v .
l | Multlphcando‘ambos miembros de la desigualdad por
3!L| -'LZ} s _If(,)_L|I + ;lf(x)-"zl 12
De acuerdo al supuesto de Limites diferentes.
I |
€< ‘2‘6 + ;e Contradiccién, por tanto los Limites son iguales:
L=1L
€ <e

‘| Demostrar: T5-2 Llimc =¢
x~-a
Se trata de demostrar que el Limite de una constante es la m:sma constante para ello se parte de la
definicién de Limite:
|x ~ L] <€ : siempre que: [x -~a] < & Por la Sitima Expresion, se concluye que con
cualquier: €, se cumple I3 definicién de Limite.

le ~¢c| < e ; siempre que: [x-a|] <&
0<e

322 | Demostrar: T5-4  Lim Uy * &g = Lim [, + Lim g,
1-a x-a x-a

Se trata de demostrar que el Limite de una Suma es la Suma de los Limites:

le fg = P limg, =B = Llim{f,+g)=A-3
x~-q x=a
€ . , Se plantea la definicién de Limite. para cada
g - Al < 7 - Semere que Ix-a] <8, fyncién. pues se asume su existencia.

Sumando miembro a miembro
Propiedad de Valor Absoluto (TA- 1)
Propiedad de Desigualdades (TD-9.1-3)

Reordenando se llega a la Expresion de Limite de
| una Suma, que existird. ya que exis:2n los Térmi-
nos con los que se conformé.

18, -8l < % . siempre que: |x -a| < §,

€ €
f,-Al +lg, -8Bl s =+==¢
(x) o "Bl 2 2

o= A 8- Bl < I, -Al * lg, -

=R+ 8q-8l <e Luego como O se elegiri el menor valor entre &,
Hf‘x) .g(,)] = [’q M B” < € . 62
!X‘G! < él R lx-al <62

d = rm’n(6|.62)
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=3 DemostrarTS-S Lim f g, = Lim i LM g4y
X-a x-a X-a

Se demuestra que el Limite
de un producto es el produc-
to de los Limites.

Si: Lim [(x) = A Lim gy = B = l;(—mf ‘g, = A'B

(x)
x-a x-a a

- AB| < € ; siempre que: |x-aj < 8 .
tf(x)g(x) ‘ siempre que: | ‘ Considerando que los Limites
€ = ABl = |f 8 ~AB + Bl - Bl + Al -~ Ag, +AB-AB|  de ambas Funciones existen

son respectivamente: A, B.
= |, - Allg,, - Bl + Bl - A) + Alg,, - Bll Y P
s Ul - Allg, -Bl + 1Bl - Al + |Allg, - Bl
Tomanflo: |[m -Al <€ . lgm -B| <€, Réemplazando )

. € €
”(x)g(x)—AB‘ <€ gt lB‘G. * ‘Al€2 it €& = —3_ ‘ lB\el = &5 \Alez = .;

e € ¢
1f(,,8(,)‘AB|<-;+-3-+—3'

”(x)g(x) - AB| < € . siempre que: x-a] <€

‘524 | Demostrar: T5-6 Lim f

f x)
Lim -2 = X2
o By Limg,
f | x-a : Como ya estd demostrado el Teorema del producto
PO ) ; . .
Sit — = f,— de Limites. Se escribe el Cociente como un producto
‘g(x) 8 por un Inverso. Este inverso debe demostrarse.
Si: Lfm £y = B = Lim LI Para facilitar las demostraciones, se eligen valores
x-a r-a By 8 de: € cualesquiera, de manera que simplifiquen las
| | expresiones resultantes.
— - —| < € ; siempre que: |x-a] <
|g Bl i |x-al <3
(x)’ : I ’ :
Si: -B| = —B% : siempre que: |x-a| < &
- Co | 1B-gyl  lgg -8l 18y -8l 2 pre que:  |x-a !
— =] = - = . i ]
gy B € B! gl 1Bl = g, > ;IB[ : siempre que: |x-a] < O,
1pte '
lg, -8l 2 . , o .
< = € . siempre que: |x -a| < 0 Donde: 8 = min(3,.3,)

18] lz,,| 1
bl 1Bi-18

Demostrar que; Lim /m = L serd cierto si: (fm -1) = (x -a)gy,
x-a

Lo anterior es una regla que permite demostrar Limites de Funciones, significa que si es posible 1a
factorizacion: fm -l =(x-ag,: el Limite serd cierto.

Utilizando las desigualdades que definen: Lim f(x) = [

”(n'L‘<€ lx-a"“b
lggx-a) <€ Ix-a] < N Tomando 8 = N
lg,| x-a] <€ N <x-a<N
a-N<x<a-N PorTA-10 de I-10

|x -a] < =
180

Asi x queda acotado, esto a su vez permite acotar 8y S lg, ! s M:Mserdel mayor valor que pueda -

it

tomar g, : sto permite asegurar fa Desigualdad y consiguierte Igualdad: €

\x-a“<-e- = 8 = —
M M

& serd el menor entre el supuesto: 8 = N y el obtenido: & = E/M. se escribe & = min(N, g/M)
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Los Limites al Infinito, son aquellos cuyos resultados o variables tlenden al Inﬁmto se ve(lﬁcan los tres casos
siguientes, cuyas definiciones son: :

) Lim [, =

Si para cualquier: M > 0; existe 6 > 0
Tal que lf(,)l > M ; siempre que: 0 < |x-a] < O

Ej 5-2 Cuando el resultado del Limite es o

L[m | = ' :Izco

3 (x-3)2  (3-3)? 0

) Lim f, =L
Si para cualquier: € > 0; existe: M > 0 ; Tal que
fy - Ll < € ; siempre que: |x] > M

Ej 5-3 Cuando la variable del Limite tiende a »

Ll'mzx*|=l,('m2+i=2+l=2+0-.’-2
X~ X X~ - X @
= ‘ S O O ] N W
1) le i | k\ Yg P R
S| para cualquier valor: M > 0 ; existe P > 0; Tal que \ i [/ I
lf,] > M : siempre que: |x| > P AN
‘ | A\ D
Ei 5-4 Cuando la variable y el resultado tienden a = ‘ P \ Poiob oo 8 X
lim x? = <% = = TR P i

X~ =

Ei 5-5 Calculando: . x’-8 -8 0

Lim T ——— = -
-2 X-2 2-2 0 M ™
Note que al reemplazar directamente, se ob- 0 4
tiene la expresién de valor no conocido 0/0 I 7
Seconformaunatabla x> -8 2 0/0 =7
de la Funcién: T ) 1.9 H.4l
2.1 12.61
Come no es posible conocer el valor de la 1.99 11.9401
Funcién en: x = 2; se toman valores inme- 2.0 12.0601
diatos. tanto antes como despuésde x = 2 1.9999 } 11.9994
. 2.000! | 12.0006
Observando la tabla se concluye que mien- - 2 |l-1n2
tras mds se acerca x hacia 2: !a Funcién se
acerca mds a 12. Luego es posible decir, 3
que el Limite de la Funcién, cuando x tien- Lim x -8 = 12
de hacia 2; esde 12. x-2 X-2
Para una conclusién formal vy definitiva. se debe probar o anterior

mediante las desigualdades de definicién de Limites.

Todas 'as anteniores deliniciones de Lirutes. tanto 1 original. como las de Limites al Infinito. buscan mostrar e!
acarcimento de una Funcidn hacia & Umite (L). cuando la Variatle x tiende hacia 2l valor a: para elic se valen
ge 1~t2rv2i0s. centro de los cuales se encontraran tanto la funcién como la Variable.
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Asi queda demostrado el Limite, ya que dado el Intervalo de: €, se halié el intervalo de: &

Eji 5-6 Demostrar: Lim (2x - 1) = 3 para: € = 0.1

x-2

Para la demostracion se usa la definicion de Limite. /f’x) ............
lfy ~Ll < € ; siempre que: |x-a| < & z
. I(zx - ]) - 3‘ < € Ix - 2| <06 OO L SOOI .
|2x-4] < € Reemplazando en las  L-eP™YNNN i L
2c-2)| < e Desigualdades de de-
: e o o 3
x-2| < = finicién. 1a Funcién y S SRS
2 el valor al que tiende ; :
: 5-% Para caso extremo se X
: 2 toma d = |x - 2| 0 2 atd 4 5
i Si: € =0.1 ;8 =005

5-6 | Demostrar: Lim x? = 9 : para: € = 0.1
x=3 i - -
Recurriendo a las Desigualdades de definicién y N '
usando las conclusiones de P-5-5 NN
fg-Ll <€ [x-31 <0 :& ........
Ix2-9] < e Ix-3] < N
[x+3[|x—3|<ee Si:d=1:|x-3] <1 . JT
[x-3] = - -l <x-3 g} I h
|x + 3] £ I S\
7 gl / Q ........
En la primera Desigualdad en: x se elige: 4 (Extremo / k\x :
Superior del Intervalo obtenido en la segunda Desi- 4 N \v
gualdad), ya que asi la expresién de § serd la mas : : / : ';\ i X
pequefia posible. P8 f 0D 1 a-6 3a+d S

Sin embargo se tendrdn dos valores de 8, el supuesto parz acotar: 8 = |; y el calculado de: § = ¢/7
el definitivo valor de 8 serd el menor:

Para hallar el Minimo valor de & se necesita

. € . 0.1 0.1
= ""”('-7) = m‘"("T) = 3= E3 =004 conocer el valor de €, en el caso: € = 0.1

Demostrar; Lim (x? +3x +5) = 45
x=3
Por la definicién de Limites, se opera con las Desigualdades en Valor Absoluto y aplicando las
conclusiones de: P-5-5

Y

”m -l <€ Definicion de Limite [x-al < 8
l(x?+3x+5)-45] < € Reemplazando |Jx-5] < & Reemplazando
|x?+3x-40| < € Simplificando x-S <1 Si: 8§ =1

[x+8|]x-5] <€ Factorizando -l <x-5 < |
I;- 5| < ° Despejando 4< x <6
Ix - 8|
e Acotando conx = 6
6 = 16 +8] Para acotar y elegir &, se procede como 2n el anterior Problema
_ €
)

ports -
T
!
|
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Hallai y demostrar; Lim (2x° - 5x* + 6x - 2)

x-4
El Limite se halla por simple reemplazo de x por el valor al que tiende: 4
Lim (2x> - 5x? +6x-2) = 24’ - 541 + 64 - 2 =
x-4

La Demostracion del Limite, se efectuara por las Desigualdades de la Definicién de Limite:

-t <¢ x-al <5
[(2x> - 5x2+6x-2)-70| < € Ix-4 <& Si: 6 =1
|2x? -Sx?+6x-72]) < € Ix-4] <.1
2 -l < x-4 <1
Ix -4||2x* +3x + 18] < € s <x<s
e x
Ix - 4] < ——— Acotando con: x = 5; para que el 2%
|2x7 + 3x + 18] miembro sea més pequefio.
€ € :
5 = = =

,2.52 +35+18] 83 Por tanto: & = min(! .—833-)

Demostrar: Lim Jx =3

x-9
Recurriendo a las Desigualdades de definicidn y a una Racionalizacién:

fy-ll<e = |x-3<e x-al <6 .
‘/_ : [x-9] <3 Si:0 = |
}(\/;-3)-1:—3—]<e [x-9] < |
X+3 -l <x-9 <1
Jx+3 . Acotando con x = 8; para que el 2%
[x-9] < €|\/—*3| miembro sea mas.pequeiio.
5= c ,\/-8-,3| sg2¢ Portanto & = min(i,5.82¢€)
5-10 Demostrar: Lim 12 -4
x=-2 x + |
. 12 |x-a] <&
i, =Ll < e -3l <e
e = |x\~| ' Ix-2] <8 Si: 3 =1
4|x-2l<e [x-2] <1
|x + 1] -l <x-2<
+ l < x <3 .
lx-2[<e|x A -
4 Acotando con x = | paraque el 2* miem-
[1 1] bro sea més pequefio.

Por tanto: & = min(l . €/2)

Hallar' im x)-8 0 -

2 x-2 0

Ya que se analiza a la Funcién. cuando x se aproxima a 2; es posible definir 13 Funcién de otro modo
{Factorizando y simplificando)
x*-8 . (x-=-2(x?+2x+4)

Lim = Lim = lim (x?+2x-4) =
-1 Xx-2 1-2 x -2 ¥-1
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:2 ] Demostrarél Limite al tnfinito:

| i
Lim — = = ’ i
x-0 )(2
Recurriendo a la definicién correspondiente, para

este caso de Limite al Infinito.

o] > M siempre que: |x -a} < O

\

al-al- =

1= -0 < 3
X

x| < Ix] <8

Al quedar calculado el valor
de: 8, queda demostrado el
Limite al Infinito.

Demostrar el Limite al Infinito: lim X -3

x-= 2X * |

 Recurriendo a la correspondiente definicion de
Limite, para este caso de Limite al Infinito.

|f(x) -L] < € siempre que: |x| > M

-3l <e
2x + |
| B ice
2x + | £ i # 3§ &1 6
3 < 2 <. ; - | H H ; CE— essraadnans
2|x| + 1 |2x3+ H ;- 3. Al quedar calculado M ; queda
——— <€ = |x| > 2-¢ o M = 2°€  demostrado el Limite.
2|x| + 1 2¢ 2e

Demostrarel Limite al Infinito: y Sx 2

im
z-= X+ 1

Recurriendo a 13 definicion correspondiente. de este caso
de Limite al Infinito.
”(x)l > M siempre que: |x] > P

2
| Sx | > M
x+1 Al quedar calcu-
Sx 5x? lado P : queda
Six| > | f=l—I>M demostrado e
! X+ . .
|+ = Limite.
x
>MLp-M
S 5

e

Calcular: Lim 2% + | .=

r-- X

£l reemplazo directo, muestra una expresion de valor no conocdo o Indeterminacion /= sin embargo
como lo fundamental es analizar el comportamiento de una furc:dn. cuando su variable crece al Infinito.
se puede obrar de la siguiente manera:

V- X X=- - X X X~ ™ | X

. o S
Lim 2x ‘=L(m{—+_—]=hm;2..‘-}=;._l_=2,0=2
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V3 INDETERMINAGIOKES
l 1 [ [ L L stiafhin
Las Indeterminaciones son operaciones de resultado no conocido. que adoptan un valor dependiente de la

Funcidn que les dio origen. Es conveniente comparar operaciones de resultado conocido, con las de resultado
no conocido o Indeterminaciones.

OPERACIONES CONOCIDAS (a > 0) INDETERMINACIONES
0+0 =0 ® e = Sen0 =0 o,
000 = oo 0
0-0=0 - Cos 0 = |
00 =0 wt+q = o Tan 0 =0 Z
a+0 =a =ra=- Cot 0 = = )
m-a:w
= Qo =7
-0 =a - Sec 0 = |
a0 =0 a ¥ = =7
2. log 0 = -
’9=O oo 0 m-m'—‘?
a «? = L08'=0
G_ a-=oa(a>|) Logaa=' l-.=7
a"=0 (a<1 log = = e 0° =7
w+() = o
0° =0
w-0 = o
a® = | 2w
0
2.0
0" =0

Si al pretender resolver un Limite, se reemplaza la variable por el valor al que tiende. cuando se presentan

Indeterminaciones, éstas deben ser evitadas o levantadas, por métodos propios que corresponden a cada clase
de Funcién. s :

LIMITES ESPECIALES

Los Limites Especiales, son aquellos que presentan una gran aplicacién, tanto para la resolucion de otros Limites.,
como para otras aplicaciones.

Pese alalndeterminacidn que originalmente presentarian, los Limites Especiales, con sus respectivos rescitados

son:
( . :
- ,oa’-1 . Sen x
lim (1 »x)* =¢ Lim =lna Lim = |
x-0 -0 X x-0 X
x . et-1 .1 -Cos x _
Lim (1 + l) = e Lim = | Lim ————-x =0
xe= X x-0 X x-0

Otros Limites de gran aplicacién, que en realidad definen el concepto de Derivada. son de la forma:

. / Y f
le {x ) {2}
h-0
Note que la variable del Limite es: h - Uimites de esta naturaleza. se estudian en el Capitulo Vi,
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CALCULO DE LIMITES

Para calcular el Limite de una Funcién se remzlaza la variable, por ef valor al que tiende. £n el caso de quz se
presenten Indeterminaciones, se aplicaran procedimientos que corresponden al tipo de Funcién.

PR A TR R A b i e L S Ul A

Ei5-T (lim (3x? + 5x + 4)
x=~2
Lim (3x2 + Sx + 4) = 3-22 + 52+ 4
! = 26
| 5;,(‘5] Calcu‘iar los siguientes Limites:
a) Lim (3x+5) =30+5=0+5=3
x-0
D ym XA 42401
x-4 X +4 4 +4 8
C X 0+
) g Lt 20 et 2
-0 x¥+1 0¥+t O+l
d - x-1 ~A\0
T (R ) N ) L R

x=4

2x - 2 0 0

En este Limite la variable (x) tiende hacia 2. entorces
reemplazando 2 en lugar de x. efectuando operaciones.

En este caso

no se presenta ninguna Indeterminacidn,

por tanto el resultado final del Limite es 26.

Implicitamen

Teoremas de

e)

g)

Calcular los siguientes Limites (Con operaciones de =):

3)

b)

<)

d)

3)

Lim
X~
Lim
X==
Lim
X~m
Lim
X=m
Lim

Lim
X~=m=
Lim
X-=
Lim
X-=-
Lim
x-0

Lim

(-=

x2+x=eo1+co=on+m=a
3x4:3-w‘=3¢o=m

7
._7_:_7_=_=0
xJ e ®
x’+|=en-o|=ao+|=9
X3'=¢='3-=mm=w

af = o a> |
“lo a < |
St (l)! -5- +(|)- _“-O _
3 3
i |
4-x=4--=__=_=0
4‘ oo
x™=0"=0"=0
Sen—=Sen-l-=Sen0=':-

)

g

h)

)

teenlos reemplazos. seestdn aplicancolos
los Limites.

myx+5=y0+5=5

x-0

lmx? =072 — =2 — =
x-0 O3 0

Lime* =¢° =1
x-0

lims =95
x-0 i

=
3
w
>
~
)
W
[
i
w
[]
1"
8

=
3
©
»
L
"
~
"
~
"
8

=
3
—
=
*x
"
—
3
8
1
8

Si: a > |, a multiplicado por <t mismo crece hasta =
Si: a < |, a multiplicado por si mismo, decrece a cero.

g) Lime'™ = ¢'" = ¢° = |

X~=-

hy Lime'™ =¢'® = ¢~

=@ = oo

x-0

N P R I

) tm(=) =(=) =07 =0
1-= X o«

. , | |

) Limln— =1ln— =1lneo ==
r-0 X O
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Los Limites Algebraicos son Limites de Funciones Algebraicas

sus Indeterminaciones se resuelven aplicando la Regla: "Deben ‘zctorizarse las expresnones desarrolladas:

Desarrollar las expresiones factorizadas y Racionalizar los radicales’

2.1 0 El Limite es Aigzbraico, porque la Funcién cuyo Limite se

o 0 calcula es Funcidn Algebraica. Al reemplazar se obtiene

= Lim (x+ Dx - 1)

x=1 x -1

Lim (x + 1) Simplificando f
x=-1

Reemplazandc.

P+l =2

9] Resolver los siguientes Limites Algebraicos

2

x2+x-6 22+2-6 O
m

x=1 xZ

-3x+2 2°+32+2 O

o X3 - 2)
-2 (X -2)(x-1)
(x+3) _2+3

una Indetermiracion (La variable tiende a 1, por tanto en
lugar de x se reemplaza 1).

Factorizando. yz que se tienen Expresiones desarrolladas.

zctores nguales

se obtlene el resultado.

Al reemglazar se presenta una Indeterminacion

Factorizzndo, tanto el numerador como el deno-
minador.

(Por el Método del Trinomio).

Simplificando factores iguales.

= Lim o 7o =5  Reemplazando. se obtiene el resultado del Limite.
x-2 - - ) .
y x2 - 7x + 12 3273402 0 Indeterminacién
im = = -
x-3 x! -9 3.9 0 Factorizando (Por el Método del Trino-
(x - 3)(x - 4) mio y por Diferencia de Cuadrados)
) X_TT; x + 3)(x - 3) Simplificando
- Lim x-4 3-4 _ 1 Reemplazando.
-3 (x +3) 3 +3 6
¢) Lim x -6xl+iix-6 _ 13"6'121'“'1'61_ 0 Indeterminacién
x-1 4 _5x? 4 4 14 -512 4+ 4 0 Factorizacién por Ruffini.
- Um (x = 1)(x = 3)x ~ 2) Simplificando
- (o Dx -+ 2)(x - 2) Reemplazando sz obtiene el
. (x - 3) _ (t -3) R resultado.
-l Xe D +2) (1)) +2) 6 3
d . x*-1 -t 0 .
Lim — = = 3 Indeterminacién
-t x° = | 17~
] ; . Factorizando (Por diver-
. Um (x=-1x*ex?+x? s x-1) s0s Métodos)
: )
- (x - 1)x" +x+1) Simplificando y reem-
. x*ex¥extexsl  1*ei’e1l-0 -1 5 plazando. se obtiene el
= tm P = . T3 resultado final.
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Resolver los siguientes Limites Algebraicos:

3) (e -1 +02 -1 0
Lim . = 0 Y Indeterminacién. Recordando la Regla que
-0 expresa; Lo desarrollado debe factorizarse y lo
- lim 12+ 2x +x? - | factorizado debe desarrollarse.
x-0 X En este caso al observarse una expresion factori-
2% + x? zada (£l cuadrado de una suma), se desarrolla
= Lim ese Cuadrado de una suma, por su cldsica regla,
x-0 X luego simplificando. :
. x{2 +X) . - . |
= [fm Factorizandoy simplificando con el denominador ;
x-0 X se logra una Expresion simplificada. reemplazan- |
=lim@2+x=2+0=0 do la variable por el valor al que tiende, se obtie- |
x-0 ne el Limite. ;
i
b) xk-1P-1_@-1Y-1_0 ‘ ’
Lim = s — H H 1
T -2 7 -2 0 | Indeterminacién |
3 2 Desarrollando el cubo por Producto j
. - -1 -1 .
= Lim X }x * 3x Notable conocido. ’
x-1 x-2 - !
2 Simplificando. ]
o K- - x+ ) ‘ ;
= Lim 3 factorizando el numerador (Por la 4
x-1 x ) Regla de Ruffini) ' !
= [ 2 _ = - = .
- ’;'_"; (x*-x+1) =2 ‘2 +1=3 Simplificando y reemplazando.
9 B -3 e -3" 0 R
x-0 X 0 0 Indeterminacién
. Moaoro nn=1).n-2.3 n _ an Desarrollando  por
, 3 +T{3 Y P X exT -3 el Binomio de
= Lim Newton.
x-0 : X
n n(n - 1) Simplificando el
=3 e Il e primer y Oltimo
- tm M 2! términos
x-0 X Factorizando: x
x(.".}"" + an-1) 3l e e x™Y) Simplificando  x
Li i 2! entre el numerador #
= Lim .
20 x ) y denominador.

< tim (Rt MR D gnea, ey

x-0 I

=_"_|3n-| +.___"(”2'| D24 sgnt - -T—l)"" =n3"!
I ! ~

d) Lt;m (x+3)(x+2) = (x+1)}x+6) _ (0 +3)0+2) - (0~ 1)0 +6) . 0 Indeterminacion.
-0 (X+2)(x+4) - (x+1)(x+8 (©0+2)(0+4) -0~1)0+8) 0 Desarrollando vy

L (x? + 5x + 6) - (x? + 7x + 6) simplificando.

x-0 (x? + 6x +8) - (x? +9x + 8) £l Limite de una -

constante. es
igual a 1a misma
constante.

]
=
3
1]
o o
3
w o
n
[WREN)

-135-




Lim

)} Calcular los siguientes Limites Algebraicos:

Indeterminacidn. Por tratarse de un Limite

con Radicales, se debe racionalizar.

b-x _1-1 _0

x= |_\/; 1_\/-;- 0
i LoX i
x= 1 I-J;ld»];
- lim (1 = x3(1 + x)

. _‘
) Lim‘/— ./Z=

x=1 lz - J;z
o (=00 R

x| I - x

=Lim(l+\/;)=l+\/|_=l+l=2

Para racionalizar el denominador (Donde
estd el radical), se multiplica y divide por el
Conjugado de ese denominadqr‘

Se aplica el producto notable: £t Producto
de una Diferencia por una Suma esigual a la
Diferencia de cuadrados.

El cuadrado simplifica a la raiz.

Simplificando factores iguales del nume-

- rador y denominador y reemplazando.

x-a X -4

Ja-ya o

a-a 0
i e
x-a X —4Q

Vx +\fa
=um_£_°_@_2__

, x-d
= Lim

= (x - a)yx + o) e (x - a)yx + Va)
1

= Lim ! = = !
NFE Gk 1

d) -
lim 223X

y3r4-3.0

5-5 0
= lim yx+4 -3 ‘/x+4*3
x-$ X -5

¢x+4+3
=~ al_1q2
= Lim x~4 3

= Lim

Xx~95

Indeterminacién. Racionalizando
el numerador (Donde se encuen-
tran los Radicales)

Simplificando. se llega a Diferen-
cia de cuadrados. que elimina los
Radicales.

Simplificando factores iguales en
el numerador y denominador

Reemplazando se llega al resul-
tado del Limite. .

Indeterminacion, Ra-
cionalizando.

Diferencia de cuadra-
dos en el numerador,
simplificando

Simplificando factores

x5 (x = S)yx + 4 +3)
= Lim ' = I =

-5 Jx+4 + 3 ‘/54-44'3

{
3+3

-4 ) -

J3-f5ed 0

S-x 1-y5-4 O
s 35 rx 3 Sex 15 -x
0 1 =fSex 3+fSex 1 +f5S-x

-5 (x - 5)(\/x +4 +3)

1
6

iguales del numerador
y denominador.

Reemplazando. queda
calculado el Limite.

Indeterminacidn

Se tienen Radicales. tanto en el
numerador como denominador.

Se racionaliza tanto el numera-
dor como denominador. por
sus respectivos Conjugados.

Simplificando ordenadamente

Factorizando=-{-1) en el deno-
minador

Reemplazando.
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Y -3-2 Ji-3-2 0 T
Lim X = = - Indeterminacion
x-1 x% - 49 77-49 0 —
Racionalizando la
Z 1 yx -3 -2 ‘ﬁ‘ 3+2 raiz del numerador.
= Lim = — Itiplicand
-1 x1-49 Jx-3+2 multiplicando vy
r 2 dividiendo por su
= Lim (yx -3)" -2 conjugado.
-7 (x? -49)(Jx -3 +2) - Simplificando en el
, x -7 numerador
= Lim
=7 (x + T}x - T)yx -3 +2) Simplificando y fac-
, | I | torizando en el de-
i = Lim = = —  nominador.

-1 (x + Nx ~3 +2) ) 7+D7T-3+2) 36

b) x -3 -2 2-y32-2 0

Lim = = -

: Indeterminacién
-2 2x - J5x + 6 2'2‘\/5'2*6 0

Racionalizando tanto

3 - Lim X - \/3X -2 x+ ‘f3x -2 2x + \/Sx +6 el numerador como

pd denominador, se mul-

¢ P2 2x - fSx- 6 x v 3x -2 o f5x 6 tiplica y divide por

i - lim x? - (f3x -2} 2x+ J5x + 6 conjugados en cada

t = . : €aso.

: x=2 (2x)% - (fSx + 6)2 x +/3x - 2

i Simplificando

i o KXo -2) 2+ yo5x + 6 ordenadamente

x-2 (x = 2)(@dx +3) x4+ f3x-2 Factorizando el 1
cociente

@2-1) 22+y52+6 _

_ 2
It

42+3) 2+/32-2

Simplifricando y
reemplazando.

P (R Al B (AR

0 Indeterminacién, como la expresion
S =3 = = ' entre raices es la misma. conviene efec-
=0 i ex - | Ji +0 -1 0 tuar un Cambio de variable:
6 _ s -
. \/u_;—l TE I u® =1 +x Siix-0 = u-| |
= lim &——— = lim . :
w-t 33 wer ul -1 Toda vez que se realiza un Cambio de ;
\/‘T - variable hay que calcular el valor al que '
(U= Duteu+t) tienqe la nueva variable, rgemplazando
= I ' precisamente en el cambio efectuado.
- + . . pe . . 3
u-r U =D+ Simplificando y eliminando raices.
2 2
= lim 242 I N A 3 se eligio: u® porque asi se simplifican las
wet U+l P+l 2 raices cuadrada y cibica.
d) ‘ 4 4 5 Indeterminacion
im YATX - Jiox _J1+0- yr=o_o Aplicando un Cambio
x-0 X 0 0 de variable:
. 4
4 ut=x + |
4 _ 4 - .
- Um Jut - yut o u- ) Sii x-0 = u-!
wetout -l wst (-’ sutrus1) Simplificando vy
u | factenizando.
= Lim = =

|
1 RPN RPN R 4

w-! u3+u‘+u*.

PP
-
1
|
w
-1




%33 Resolver los siguientes Limites Algebraicos:
3 P -8 8 -8 0
) Lim = = = -
X~ 3 3 0
*Vx-2 8-2
3 3
- 2 2
cm X8 k22
x-8

- (7 V2 2
-2
(- 8 + YR 2+ 2

= lim
x-8

= Lim
x-8 x -8
3 3 3
=L1’m(\/;i+\/;2+22)=\/§5*
x-3

b) s _5 S S
fm Y=o Ja-ya 0

X =-a a-a

o

x~a

EE

[ndeterminacion.

_Ya que I Raiz es cdbica. se ra-
cionaliza por el producto:
a’-b> = (a-b)a?+ab+b?)

El Conjugado es el 2% factor,
tomando:

Al multiplicar 1a expresién con
raiz cubica por U conjugado.
queda una Diferencia de cubos.
lo que elimina la raiz cdbica.

3\/52 + 22 = |2 Simplificando y reemplazando.

~ Considerando el producto conocido:
= (p 'Q)(P; +p’q +p25q2 +pq’+q"
Tomando: p = \/; . q = ﬁ

"/57 + s\/; i/r-z-’ + s'/?.—‘ £l 2% factor del pro-

ducto anterior se
constituye en el
conjugado.

= Lim ) S5 Sp—3 s 8 s
e X -4
x-a [t + /x’\/E+ [? /a’+‘/; [a° + [a*
’/s_’/s
= {im
xX-a

wmeW%ff

Multiplicando y divi-
diendo por el conju-
gado pararaizquinta.

J?WT f?

Simplificando.
R e R R

-: : . >- ’ ;
Q) , T3 - i3 - J5o 3-J6-3-J6-5 o Por existir tres raices cua- :

Lim Vx+3 - Vx -2 .,/x S . V63 -y6-2 Ve = - dradas en el numerador.
x-6 x-6 6-6 0 se racionalizard dos veces. *’
- lim (Vx+3 =yx-2) =\x=5 (yx+3 ~yx=-2) +yx=-5 Agrupando y operando ]

-6 x -6 (Wx+3 -yx-2) + k- como con dos Raices
RN e Y A 2 - " -
e lim W3 mx -2 - x-S x 6 22k 3)x-2)

x=6

(x - 6)(yx+3 = \x -2 +yx-59)

-6 (x - 6)(yx+3 -yx-2 +x-5)

= lim

(x + 6) - (2 y(x +3)(x -2)

(x +6) + (2y(x+3)x-2)

-6

(x-6)x+3 =yx-2+yx-5) (x+6) +(2y(x+3)(x-2)

(x +6) - (2[x +3)(x - 2))}
(x - 6)x+3 - yx=2 +x-5)x + 6 + 2yx *3)(x - 2))
Lim -(3x + 10)(x - 6)
5 (x - 6)(fx 3 - yx-2 ~yx-5)(x + 6 + 2yx *+ Ix - 2))

- -(3:6 « 10) 7

(f6+3 -y6-2+y6-5(6+6+2(63)(6-2) 12

= Lim
x~6

T
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EXL R

A vz""‘f‘l‘iﬁ: 15 i m’iﬁ E{ﬁ-,%"’ e ."

INDETERMINACIONES DE LA FORMA _oo/e0

Para resolver Limites Algebraicos que presenten Indeterminaciones de la Forma: «/= ; se debe dividir tanto el
numerador como denominador, entre la potencia de mayor grado.

Ej5-9 , 2x+3 2w+3 o+3 En el reemplazo directo, queda una Indetermi
&‘m -1 e TS nacion de 13 forma: eofeo
2% + 3 2% 3 Observando tanto al numerador como denomi-
: — + —  ’nador, se concluye que el mayor grado existen-
= Lim X o lim X — X teparaxesdel.
e X7 - X ! Entonces tanto el numerador como denomina-
X x X dor se divide entre: x
2+ 3 2+ 3 Distribuyendo numeradores sobre denomina-
- Lim X _ o dores, aplicando la Propiedad aigebraica:
l l a+b _a,b
== 1 - =
X o c b c
. : Luego de simplificar cada fraccion, se reemplaza
. 2+0 2, 2 ' la variable por: =. Se obtiene asi el resultado
1 -0 | final.

Para resolver este tipo de Limites en realidad se hacen manipulaciones algebraicas en procura llegar a
expresicnes de la forma a/e , es decir un nimero cualquiera entre =, cuyo resultado es cero.

55941 Resolver los siguientes Limites Algebraicos:

a) Lim 4x2+5x+| _4-gnz+5~ao+| = N
- m 7x3 + | 7. + | © Indeterminacién de la for-
. ma: eofe
X S5x + 1 5 ! .
i—:—;——— 4 tSt S Por tratarse de un Limite
- Lim X - lim x x" x Algebraico, se debe dividir
= Ix 41 xee 1 entre la Potencia de ma-
—_— T+ ;j yor grado.
X
La potencia de mayor gra-
4,5, does: x*
.- ! «  0+0+0 0 _ 0 Dividiendo tanto el nume-
1 7+0 7 rador como denominador
T+ i) entre esta potencia.
b) _bxteSxt+3  pe'sSelsd e
Li = 2 - .
r-u x1+9 !+ 9 = La Indeterminacién es
de la forma: /e
6x* + 5x2+3 5 3 )
: 6 + -~ La potencia de mayor
- Lim X = Lim X X grado en toda la Fun-
o Xt +9 . V9 cidnes: x*
x4 x¥ x* Dividiendc entre esa
potencia de mayor
5.3 grado
. < = _6-0-0_6 Simplificando.
L9 0-0 0
PR
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50951 Resolver los siguientes Limites Algebraicos:

3 3
L I |
m = - Indeterminacidn de la forma: w/w
x-e X * | o + | o -
) Dividiendo tanto el numerador como
x+ | denominador, entre la Potencia de ma-
) X yor grado: x
= Lim ] ‘
Y x + | Noétese que la Potencia absoluta en el
. numerador, seria de: x*’
33 ) Introduciendo: x como x’ dentro de la
X"+ . Raiz chbica. ’
N X N\X x? Simplificando dentro de la Raiz. del
= Lim -2 = Lim = . .
e X+ . } numerador 'y en el denominador.
+ -
X b Reemplazando luego, se obtiene el
3 | : resultado del Limite.
-t - 3 Es conveniente destacar que en este
o w3 / ..
= A = 0+0 = 9. =0 Tipo de Indeterminaciones, lo que se
|+ + I +0 1 ; procura es que el = pase a dividir, para
oo asi obtener ceros.
b (x +3)x s 1) (2x 3= 1)
ﬁmz Ox - 2 = G+ 2 = - quetermma-
. cidn.
(2x + 3)’(4x + 1)’ (2x +3)° @x+ 1) |, potencia
T x® T x? x> de mayor gra-
= Lim = tm do. se distri-
8 8 .
xee x+2) == (x+2) buye adecua-
X8 ) x8 damente para
9x + 3.5 4x + l“ 3 |3 cada binomio.
( 1 ( ) 2+=) @d4~+=) Simoli
) X X . x x implicando
= Lim " = Lim 78 dentro de ca-
L [7" * 2] xm= (1 +=) da binomio.
x x
Reemplazan-
2+ _3_)s @+ _'_)) - do y simplifi-
i » o  (2+0°@4+0>  2°4 cando.
Y 7o a
C) Lim 3x.l"'2‘.‘ ) 3-‘-l’2¢’| =:
ree 3T T 3= . 2" w Indeterminacién
3ro o, pre! g xe Dividiendo entre la expresién
~— |+ (2) de mayor grado que es” 3"
. Lim 3 - lim 3 (Tanto el numerador como de-
t-= 3T . 2F e | I (2)’r nominador)
P e G
e 3 33 Simplificando. reemplazando
9 =t Tome en cuenta que un nume-
Lo (=) o ro menor a cero (Como 2/3)
. 3 - =3 elevado a infinitc es igual a
- !
1 L(l) L 1o cero.
3 373 13

4

w ois et 20 A I DA Sl G J s v 1A
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INDETERMINACIONES DE LA FORMA = - «

Pararesolver Limites Algebraicos, que presentan una Indeterminacion de la Forma: = - « ; Es conveniente agrupar

los términos que producen la Indeterminacion, mediante procedimientos algebraicos de Suma. Factorizacién,
etc. ‘

E{ 5-10 Lim (x2 - Sx) = w? - S o = 0 — o

El reemplazo directo presenta una Indeterminacion
= de la Forma: = - =

Wm&mitmwa«iagé'cm4u:ﬁﬂ--m.v»\m-.:&:n.f«--v.r‘ahbnw‘.w LA RTINS b AR r gy

= Lim x(x - 3)
x== Factorizando y luego reemplazando, se llega al
= ofm ~5) = (o) = resultado del Limite.

I 2 o2
2 um(l .2 ) = - L
-1 Xx=1 x2ay -1 42-y 0 O
- lm ¥V -2
-1 ) -1)
x -1

fm ———— = Li
x-1 X+ D)x-1)  x0 x+1

b) L(m(,/x* 'J;)=«°°+ —F:w-u

Lzm(&i—-ﬁ)___V"'*'/; *
—1 2

= Lim ¥ -V = Lim !

X~ = F-@J; ""J-X_*_-*y/;
|

1

F¢J;=on+w

=.L.=0

t

C) Lfm(vxz’SX'G'X)=\/°°z+5~w+6-=:oo—w

Xew

"

’2
tim (\[x2+5x*6 - x) _L_:_é.x_ti:_x.
x-- Yx?+5x+6 +x
\/xz*SX*GZ-x2 , 5x + 6
= lim

= Lim -2
e fxleSx+bex . T yYxleSx+6+x T
5x + 6 6

S + —
= Lim 2 = Lim -
ee xlesxsbrx |56

x x x?

6

5. =
seg s
6 | ‘/|¢O¢O+| 2

| ¢ = e *
.

Indeterminacion

Efectuando la Suma de fraccio-
nes. ‘

Simplificando en el numerador
luego simplificando los factores
iguales del numeradory denomi-
nador. '

. Reemplazando.

Indeterminacién

Debido a la presencia de Radi-
cales, es conveniente racionali-
zar. :

Simplificando luego. la Diferen-
cia de cuadrados (Que elimina
la raiz)

Reemplazando.

Indeterminacién

L2 presencia del radical su-
giere el procedimiento de
racionalizacion.

Simplificando.

Dividiendo tanto el nume-
rador como denominador

entre la potencia de mayor
grado (x)

- 141 -




i i S [EX RO NERGTALES |

Los Limites Exponenciales son Limites de Funciones Exponenciales. Sus Indeterminaciones se resueiven por el
siguiente Teorema: S

F 4

e
)} & & §

R

T ‘

8 ‘ '
il
A7t |
En el reemplazo directo el anterior Limite es Indeterminado, sin embargo recurriendo a artificios algebraicos

(3inomio de Newton). puede obtenerse el tipico desarrollo del Numero Natural: e

I

—~

—— o |
I
N

B B

, J
Lim @ +x)* =1 + —+ LI .. = 2.718281... = ¢
-0 1roo2t 3t .
Ej5-11 2 2 ‘
m (1 +x)* = (1 +0)° =17 Indeterminacién de la Forma: I°
e ]2 Reordenando el exponente. para si expresar el Limite dado,
= Lim |1 +x)* como una forma del Limite anterior: e (Teorema 75-8)
x-0 La expresién entre corchetes es: e en el Limite. aplicando
= [¢)? = e? esta forma y simplificando luego. se obtiene el resultado.

Resolver los siguientes Limites Exponenciales:

3) ! L A
Lim (1 + 30" = (1 +3:0)° = 1° Indeterminacidn.
o P13 Reordenando el exponente. La expresion en el Binomio
= Lim [(I . 3X)Jx] que suma a: | debe también dI.Vldlf al exponente.
x-0 Asi se obtiene la forma de: e, simplificando luego.
=[e) =’ ‘ '
b) L L
Lim (1 +8x)% = (1 +8:0)*° = 1~ * Indeterminacion.
e D 1s Reordenando el exponente, llevando a |2
v forma de: e o del T5-8
= Lim [(I * 8x)°']' = [eff = ¢!
x-0
<) 2 2
Lm (I - Sx)% = (1 -5-0)° =1~ Indeterminacién.
2 113(-5) Reordenando el expcrente (Se
= Lim [(, . {—Sx})_';} < [N = e multiplica y se divide 2atre: -5)
x-0 Asi se llega a la Forma Ceneral del
Limite de: e
d) , I I Indeterminacién de la forma: .
tm (b - ‘x‘) =(r - :) = 1= - gfectuando un Cambio , = L . 3 x- =
T | de Variable: x = u-0
=Llm (1 »u)* = e Cuando x tiende a infinito. a nueva variable - : 2nd2 3 0
u-0 Asi se cbtiene la ferma de e
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58| Resolver los siguientes Limites Exponenciales:

| i -0 i Indeterminacién de la forma: 1~
. - X _ - 0 _ =
Lim | . x}x - [l N O} =1 » Separando el exponente para el
x-0 l - numerador y denominador.
(- x); o+ {_x})-_x[ En el numerador, se ordena el ex-
= Lim - = Lim l ponente, para que presente la for-
x=C - & T ma de: e (Si -x estd en el binomio, el
(I +x) (1 +x) mismo -x debe estar en el exponen-
- te). En el denominador directamen-
= led =2 : te se aplica la Forma de e.
e
b) tex 1.0 indeterminacion de la Forma: |7
. 0 -
Lim (L+x) * =(1 +0) = | Descomponiendo el exponente.
x-0
1.y il Separando en producto de factores.
= H x = { x .
= L‘"; (h+x) ’er: (#0700 +X) g primer factor posee la Forma de: e
£ * ; reemplazando y simplificando.
£ =e(l +0) = ¢
) x X o " o - Indeterminacién de la Forma: eo/e
3 if_n: (x + )= (m + 1) ) (o + 1) T e Propiedad de Fracciones, el numera-
. . | dor pasa a dividir al denominador. .
' , | , 1 _
‘( = Lim = Lim - = Lim - Distribuyendo exponentes en el
; x-e| x| Xm- (x + ') R [ _l_) cociente. Note que: |* = |
'y X x o Aplicando la Forma del Limite de: e
§ = 1 (Ver Ej 5-27-d) en el denominador.
T : |
§ ;b ) 1= 0 ]
¥ AP o e I
: Lim { ] =] =() Indeterminacién.
* x-1 x° = lz -1 0 o . .
: | | Factorizando el denominador.
«( | - ’ x- . . .
i = } = Lim ! ] Simplificando factores igualesy
) 1 (X Dx-1) x-1 X+ reemplazando.
% | 1-1 10 )
ﬁ = ] = (_) = I
Y 2
e) L1 | RS - Indeterminacion.
! ; ol _ “acl . " -
. Lim [;]' b= {:} =0 En el exponente se dividen tanto el nume-
oo rador como denominador entre: x
. | l—i‘-,; i -,—z—”: 2 Reemplazando y simplificando el resulta-
= Lim |~ =1 =07 =0 4o Note el uso de la Regla para evitar
. - | X o L
; Indeterminacicnes de 1a forma; e/
!
‘ ) e o Indeterminacién de la Forma: 17 . Efectuando un Cambio
! limx=-2)"2=03-2°7"7 =1 de Variable: u=x-3 CSih x -3
: x-3 : = x=u+3 ' = u-0
; = Lim ({u+3] - 2)° Cuando x tiende a 3. la nueva variable u tiende a 0
vo I Reemplazando y ordenando se obtiene fa forma de e
= L[m (‘ - u)u =2
u-90 :
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Otras Limites Exponenciales, se resuelven aplicando el.siguiente Teorema:

|
3

|

[

I

l
i
H
{ i
,I

lf? )’!:

DT
i

L
|

R A o unauam
o

Para demostrar este Teorema, se aplican los siguientes pasos:

o
~ 0
= o=
S] 1
x
S’ -
" "

>
~—
=3
o
i

x-0 X

Ei 5-12 Resolver el siguiente Limite Exponencial: Lim

x—
Lim 3 !

)
u = a*=1+u
Ln(1 +u)
In(1 +u)

_ Ln(t +u)

lna

. u
lim ——
u-0 Ln(l +u)
lna

lim —4a
w0 Lot v
u

lna

x-0 X

"
—~
= |
w

En el reemplazo directo. se presenta la Indeterminzcion de la
forma: 0/0

Efectuando un Cambio de variable.

Para despejar: x se aplican Logaritmos Neperianos a los dos
miembros de la Igualdad.

Noteque Siix -0 = u-20

Por tanto la nueva variable: i también tiende a cero.
Retornando al Ll’mite original, con la nueva variable.
Reordenando el Limite (Regla del Producto de extremos y
Producto de medios)

Bajando: u al denominador a dividir.

Usando luego la Propiedad de Logaritmos; que permite llevar;
u al exponente.

Asi se logra que el denominador, posea la forma del Limite:

-1
x-0 X
9_ Indeterminacion de la formé: 0/0
0 Aplicando el Limite bdsico antes - Lim a’ -1 = lna
demostrado T5-9. tomando: a 2-0 x
=]

Resolver los siguientes Limites Exponenciales:

3) U JAEEN B AR
m = = - . .
o x 0 0 Indetermiracion
79" - Reordenando. 7°* = (7’)".para asi aplicar el Limite tésico del
= Lim T5-9.
e Considerand 7’
onsiderando que: a =
= (7% = Sln7 g
b 4 - 8- -1 0 o
Lim : = = - Indeterminacion
-0 2 -1 2% -t 0
. Para llegar a la forma basica del Limite ante-
4 -1 rior. se divide tanto el numeradcr. como
. x lng (n?2? denominador entre: x
= lim = = = 2
o 20 - lnz  n2 Aplicando la forma del Limite dei 3-3 t3nt0
X en el numerador, como denominzzzs
X
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0 Indeterminacion
Lim = = — . ) .
-0 X 0 0 Aplicando el Teorema para Limites Exponenciales (T5-9)
=[ne = |
b) eX-e e%-e® -1 0 : Sumando'y restando | en el
Lim = 5 = 5 = 6 numerador, para asi tomar
x-0 X . la forma del Limite anterior.
et -e T e - L ef-1-(e"-1) .
= Lim = lim Se agrupan las expresiones,
x-0 X x-0 X para aplicar el Limite bésico
oe¥ - e - de esta forma (Ver 75-9).
= Lim - Lim
. . x-0 X -0 b Note que: Lne = |

lne - Ln{e™") = Lne + lne = 2

¢) _a*-a® a®-a° _ 0 Efectuando un Cambio de variable:
Lim = = - S u=x-a;x-a=u-0
x-a X -4 a-a 0

Factorizando a® vy reordenando la ex-

YAK . u - . .
&' ctm "9 _macl| @ ' presion. Una vez obtenida la forma del
3 v-0 u u-0 u Limite basico. se aplica el Teorema.
-2 § . =alna )
' d) im X—-a _a. -a . 0 ' Efectuando un Cambio de variable:
¥ x-a X -0 a-a 0 u=x-a; x-a = u-0
L uealt-(u+ral . @+a)lu+a)r-1] Factorizando (u + a)°. lue-
b = Lim p = Lim y go desarrollando por el Bi-
% u-0 \ u-o nomio de Newton.
2 Y + —y''aq + ( I) u-22 . ua®"' o+ a® I
A . , 2! I
3 = Lim (u + a)°
? u=-0 u
g u u(u I) u
: U(Uu L. u-2 - _au-l)
i , . It 2! T a' - |
x = Lim (u + a) +
7 u-0 u u
. .
i = lim (u v a)ffutt e Sutg ISR w2
;':;_ u=0 1! 2! u
}' 0(0-1
¥ = (0 +a)Pf0°" « —0-|-O°"a . —(—2-|-——-)-0°"az +..+0a%" + lna{ = a®lna
3 I !
i
£
% e) e¥ - e B0 _ 20 _ | g Inceterminacién. Buscando ! Forma
‘ Lim = = = - imi .

oo Lot 80 g 1-1 0 general del lente-del T5-9
. 8yx Ny Sumando restando | tantc en el

e -1 (e -1 : o
- numerador como denominacar.
. elx - eZX ] -1 , X .- X o
3 = lim —————— = Lim - " Dividiendo entre x. tanto al rumera-
% o eoeal -l x-0 ey -1 (o) - dor como denominador.
; X X Se agrupan las expresiorzs. para
3 ne’) -lne!) _8-2 _4 aplicar el Limite bisico de 2313 forma
(n(e®) - lne*) 64 (15-9).
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LIMITES LOGARITMICOS

de los Logaritmos y las Reglas de los Limites Exponenciales.

Ej 5-13 Resolver los siguientes Limites Logaritmicos:

Lim ln(x+1) - lnx = ln{e +1) - [nw = o - o

Resolver los siguientes Limites Logaritmicos:

- Lim (XY = tim tn(1 + 1)
X~o X X~
sn(l + ) =@ +0) = 0

Son Limites de Funciones Logaritmicas, cuyas Indeterminaciones, se resuelven aplicando las cldsicas Propiedades

Indeterminacidn

Por Propiedad del Logaritmo de un co-

ciente.

Simplificando el cociente y reemplazan-
do. :

Indeterminacidn

a) Lim [n(t +x) _ Ln(} +0) i} 2
x-0 X 0 0 | Reordenando la expresién dada.
= Lim 1 Ln(l +x) = Lim Ln[(l N x)-"-,] » Usando la Propiedad del Logaritmo de
x-0 X x-0 una potencia.
=lne = | La expresién entre corchetes es: e
b) im Xt o110 Indeterminacion
im = — = -
-1 Lnx n | 0 Efectuando el Cambio de variable:
= L{m — u=x-1 x-1=u-0
u-0 Ln(' *U) . S 7 .
Se efectiia este cambio buscando la
= Lim = Lim forma del Limite de: e (Donde su va-
u-0 ! . u-0 = riable tiende a cero)
; Ln(l U) Ln[(| + u)u] .
La expresidn entre corchetes es: e
| |
S eeem— D e = 1
[ne !
Q. In(l+69 In(l +67) Ine w
Lim ( ). ). = — Indeterminacién.
x-= Ln(l +39  In(1 +37) e o
Factorizando dentro de cada binomio
x |
Ln 6"(1 + —)
x
= Lim _.____—__6_
= (e 2
3)‘
x ] ! Usanco Pro-
Iné +Ln(|*-—;) xlné »Ln(l'—;) piedades de
. 6 , 6 ;
= Lim = [lim Logaritmos.
- | . |
3 e dln(t+—) T xln3 - Ln(l + =) Dividiendo tanto
3" 3 al numerador
[ I como denomina-
In(l + ;) Ln(l + =) dor entre x.
lng + : (n6 + - Iné Simplificando  y
= Lim = = reemplazando
- | i {n3
Ln(1 - —) Ln(i +=)
lnd - .__.._2_ {n3 +
x - -]
i 745
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resuelven usando el Teorema:

Los Limites Trigonométricos, son aquellos Limites de Funciones Trigonométricas, cuyas Indeterminacicres, se

Ly
)
=

C— r—
=
=

.J;jl

]

T5hio
1‘1 ‘

(i

Se demuestra el Teorema T5-10: ., Senx
lim —— = 1|

x-0 X

fa Circunferencia es: | (x en Radianes)

Se cumple la Desigualdad:

AC < AD < DB

Efectuando la construccién geométrica adjunta, £l Radio de

Por la gréfica

|Senx| < |x| < Tanx| Por Trigono-
x i metria.
t < i < e g
Il lS ! ICOSXI Dividiendo en-
> lSenxl > |Cosx| tre |Sen x|
Invirtiendo
. , nx : .
Um | > Lim IS_‘-’__l > Lim |Cosx]| Z:{: iﬂ;ser::suempla' la relacién, a su vez necesariamente
x-0 x-0 X x-0 e plirse que: i Sen x 2
. Senx !
B> lim | —] > | xz0 X
x-0 X

Ei 5-14 Se resuelve el Limite Trigonométrico: Lim Senx _ |
‘ x-0 2X
Lim Sen x = Eﬂ 0 Indeterminacién.
x-0 2X 2-0 0 P . .
Por tratarse de un Limite Trigonométrico se lleva a la Forma del
-tm L (;sf_’l_{) Limite bésico de los Limites Trigonométricos T5- 10.
0 2 X Separando la constante 2 del denominador. La expresién entre
b (1) = i paréntesis segUn el Limite bdsico es 1.
2 2

R DI
ald ke

Resolver los siguientes Limites Trigonométricos

[
&

% 3) Lim SenSx _ Sen -0 .0 Indeterminacién, se debe lievar a la forma de- T5-10
;; : -0 X 0 0 Como no es posible sacar el 5 de la Expresion de: Sen. Para lograr
& . SenSx la Forma del Limite requerida, se multiplica y divide la fraccion
&) = Lim ( Sx )5 por: 5, de 253 manera lo mismo que actlia como dnguic queda
2 x-0 dividiendo.
2 = (1)5 =5 > . .
3 La expresion entre paréntesis es: | en el Limite.
£
! b) Lim x Sen | Sen [ en0 = =0 Indeterminacién. Efectuandoel Cambio de variable:
{ —_— 3 -— = 0 = ®-
1 x e Uus=— Si: x~o = u-20
o . Semu \ x _ _
= Lim " Senu = L‘”; . Asi se obtiene 13 forma basica de los Limitzs Trigo-
u-90 u=

nométricos, vista en el 75-10
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5233} Resolver los siguientes Limites Trigonométricos:

3) lim Sen8x Sen80 _0 Buscando llevar el Limite a la Forma bésica de
0 Senlx  Sen2:0 0 los Limites Trigonométricos del Teorema T5- 10;
se divide tanto el numerador como denomina-
= Lim = lim _ & Luego se multiplica y divide por constantes,
x-0 Sen2x x-0 (Sen 2X)2 que permitan expresar tanto al numerador
¥ 2x como denominador en la Forma del Limite del
T5-10
_ms - :
= '("")"2' =4 Las expresiones entre paréntesis son |. Reem-
plazando y simplificando.
b) Lim Sen7x +Sen5x _ Sen7-0 +3en50 - 0+0 0 Dividiendo el nu-
x-0  Sem3x +x Sen3-0 + 0 0+0 0 merador y deno-.
minador entre: x
Sen 7x + Sen 5x Sen 7x Sen Sx .
—_— ( )7 +( )5S Multiplicando
- Lim X L m X 3x dividiendo por
x-0 Sen3x + x . yep ¢ (Sen 3zc)3 ol constantes.. para
X 3x luego aplicar el
' Limite bdsico.-
M7 =Ms
(3 + 1
O |y Bresenx _ Arcsen0 0 Efectuando el Cambio de variable:
x-0 X 0 0 u=Arcsenx =Senu=x _ Sii x~0 = u-0
= Um —2— = | De esa manera se logra la forma del Limite bdsico de fas
u-0 Senu Trigonométricas (No afecta el que se encuentre invertido)
d) L Tanx _ Tan0 0 Indeterminacién
x-0 X 0 0 Llevando la Funcién Tan a términos-de Sen:
Sen x usando relaciones trigonométricas
, Cos x . Senx. | Reordenando
= lim = lim (~——
x-0 x x-0 X Cosx Reemplazando y aplicando el T5-10
= (()—I. = |
|
e) Lim = Cosx 1 -CosO 1-1_0 Indeterminacién
x-0 X 0 0 0 Se multiplica tanto al nu-
_ . ' 2 merador como denomina-
= Lim | - Cosx 1 - Cosx = _l_(:’_gs_f_ dor por: | + Cos x. para asi
x-0 X t +Cosx x-o0 x{I + Cosx) obtener una Ildentidad tri-
3 gonoméltrica. que permite
= e S m (Sen x) _Senx llevar a la forma del Limite
x-0 x{t +Cosx}) .0 X | + Cos x bisico.
c (o (1 ° .o Redrdenando, se lleza al
| » CosO [+ resultado final.
N y Cosx _ Cos0Q b Reemplazando directamente. no se obti’en.e Indeterminac:on
:‘_"; . o 97" alguna. por tanio queda ya calculado ef Limite.
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4] Resolver el Limite Trigonométrico:

¢ Lim Tanx - Senx _ Tan0 - Sen0 _ 0
A = = — o
0 3 0’ 0 Indeterminacion
Sen “Usando: Tan x = Sen
X - Senx x/Cos x
Cos x . Senx - CosxSenx '
= lim ————— = Lim S Efectuando operacio-
x-0 X x-0 x> Cos x nes y simplificaciones.
- Lim Senx( - Cosx) 1 +Cosx Multiplicando,  divi-
0 2 Cos x I + Cos x diendo: (I + Cos x),
, , para asi llegar a una
- Lim S x(1? - Cos’x) _ L Senx(en’) Identidad.

-0 x’Cosx(l + Cosx) x-0 x’Cosx(l + Cosx) Por Diferencia de Cua-
drados y por Identidad
- Lim (Sen x)(Senx)(Senx I

Tri étrica, se lle-
-0 X  x  x " Cosx(i+Cosx) ' g:ga?r;;?: rica, se lle
= (')(')(‘)————l————— -2 ' Reordenado para apli-

CosO(l +Cos0) -2 car el Limite del T5-10
Ei 5-15 Se resuelve un Limite Trigonométrico con variable que tiende a un valor diferente de cero.

Sen x Senmn 0 Indeterminacién.

Lim
x-n X=T m-m 0

Como la variable no tiende a cero, antes de
Sen(u + 1) cualquier.otro prqcedimiento, se debe efectuar
—_— un Cambio de variable. de manera que la nueva
variable si tienda a cero.

= Lim

u-0 u

i
o
‘. -
&
#
z
A
B
&
k4
£
b
R4
‘z‘(.
o
Ey
o
$
%
kA
&
"
b

. SenuCosm + SenmiCosu
= Lim

Efectuando el Cambio de variable: u = x -1
u-0 u Portanto Si:x-mm = u-0

Senu(-1) + (0)Cosu

= Lim Desarrollando el Seno de una Suma. Simplifi-
, u-0 u cando de acuerdo a valores conocidos:
' Senu. Cosm = -1 :Senm = 0: Aplicando al Limite
= Lim -(—-u—-) = - del T5-10.
u-0

Resolver el Limite Trigonométrico:

Cos I.'—x Cos P—|
2 2

0 Efectuando el Cambio de va-
. Lim ' = T = ° riable: u =1 -x
- ! - X Si: x-1 = u-0
' n n nu _
Cos —(1 - u) COS(; - 7') Ordenando la expresion afec-
= Lim = lim ~———— tada por Coseno
- u- u
u-0 4 ° Desarrollando el Coseno de
Cos X Cos ™ + Sen Dgen ™ una diferencia.
= Lim 2 2 2 2 Simplificando por valores co-
u-0 u ' nocidos:
n n
- (O)Cos—z- + (I)Senfzi Senn—:l C‘os;- =0 Sen—z- = |
s P n
: = Lim y = Lim ( - ); Ordenando (Multiplicando y
: u-0 =0y dividiendo por 1/2) de mane-
: 2 ra que se aplique el Limite del
%i ) n n Ts-10
it = _= =
% 2 2
iﬁ ) |49 )




Resolver los siguientes Limites Trigonometiicos:

3) lim Senx - Sena _ Sena - Sena Indeterminacion

we X a-a Para llevar a la Forma del Limite
. Sen(u+a) - Sena bésico. se precisa de un Cambio
= Lim d fahler 11 = y.
evariable: u=x-a
u-0 u
- jm SenuCosa + SenaCosu - Sena St X-g=u-0
4-0 u Note que la nueva variable u tien-
d i .
- U SenuCosa - Sena(l - Cos u) € acero
= u‘_’g » Reordenando y aplicando los
S L -C resultados obtenidos en: T5-10 :
= lim (-—en—li) Cosa - Sena (———-E-S—L-l-) P-5-33-e
u-0 u u
= {I)Cosa - Sena (0) = Cosa _
5
b) 19
n ' - Indeterminacion v
Lim(1 -x)Tan Ex = (1 -1)Tan—1 = 0= , 3
x-1 2 ' . Por tratarse de un Li- )
nooTu . . L
Sen(— - .2_) mite Trigonométrico, ‘
= Lim u Tan (1 -u) = Lim u 2 se debe llevar a la For- 9
oo o-0 Cos(E ) P_‘{) ma biésica. : b |
2 2 Previamente se hace b )
n M nu n un Cambio de variable:
Sen-Z-Cos—z--Sen——-Cos—- u=1-x Siix~1 = b |
= lfmu . u-0 3
u-0 n mu , N nu .
COS;COS—; - Sen -2-56”-2— Ya que en el Limite . |
n bésico, la variable tien- -
n . nu de a cero. “
u u
(‘)COS‘;‘ - Sen—E-(O) u Cos-z— Reemplazando y desa- 12
= Lim u = Lim rrollando las Funciones > ]
u=0 (O)C'os-[x-li + (I)Senm‘- 40 gen 4 Seno y Coseno. : e |
2 2 reemplazando luego ‘
los valores ccnocidos. bs |
Ny B3 Cos — 0 CosO 2 Se multiplica y divide 1 D
= m = = — . H v
oor: 1/2 , asi se llega q
w0 | sen I ki I n al Limite bésico. : ‘:3
2 2 2 i D
) ., Senmix  Senml Senn 0 Indeterminacién { D
L{m = = = e :)
i -yx -1 t-1 0 . Racionalizando fa Expre- p
s \/.. ; sién del denominador ' D
. Senmx | +yx . Senmix
= Lim = Lim - (1 + ) Buscando que la variable b
IR SN IV S X tienca a cero. Se 2fectla S
- un Cambio de vanable:
= Lim M(l ¢‘/l-u) ) . : :3
u-0 u u=1-x Sii x-1 = u-0 =y
. SenmCosmiu - Sennu Cosn Reemplazando. desa-
= I+l -u :
t‘_’g u ( ) rrollendo y simphificando. g
. 'i ;
_ . Sentu . Senmiu — Lueg2seaplicalaforma B
= I;UTOI - (1 +yl-u = 1“‘_"; ( - (l + 1 -u) del Limite basicc =2 'as % 3
Trigcnométricos .i 1
= (Ot +1-0) = 2n ”"3
4
- 150 - “
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2) 1 J Indeterminacion
&‘fz (I Sen )" = (1 + Sen 0)° = 1" tlevando 2 la forma del Limite de: e (T5-8

1 ]S x Limite basico de los Exponenciales)
= Lim [(I + Sen x)*" ‘] * En el exponente se conforma el Limite del T5-
_ -0 10. Limite basico de los Limites Trigonométri-
= [e](l) =e cos.
b) i . Indeterminacion
2 x 0 _ = N
E‘z (Cos x)* = (Cos 0)° = | Por Trigonometria, relacion de Cos x
[ . 'lz']lx ' . _2‘_ Simplificando el exponente
= Li - =Lim (1 - § * -
&l_rg (I - Sen™) Et_n; ( en'x) Desarrollando por Diferencia de cua-
- , N drados -
- ’ - 2 . Lo .
= Lim [(I + Sen x)(1 - Sen x)] ** Distribuyendo el exponente y apli-
x~0 P .
| o cando Limites bésicos.
= Lim (1 +Sen x)¥ (I - Sen x)¥
x-0
L =TS SR £l
= er[(u +Senx)5‘“"] x 1 [(l + (~Sen x)]'S‘"‘] *
x~0 -
| -1 | |
M= W= = -= -
= (e] e 2 2eglel=e%=
q JI + Sen x - I + Tan x | +Sen 0 -41 +Tan0 O Por Ia presencia
Lim VL = A 0‘/ iy de Radicales, se
x-0 X _debe racionalizar
- Hm JU +Senx - i + Tanx /I +Senx + /I + Tan x ~el numerador.
-0 X JT + senx + JT + Tan x Tras multiplicar y
: “dividir  por el
* (I +Senx) - (ft + Tanx ) _Conjugado, se
- = lim . .
. simplifica.
y x=0 x( I +Senx + /I + Tan x) )
Expresando Tan x
¥ . Sen x - Sen x "en términos de
, Sen x - Tan x , Cos x - Sen x
! = Lim = Llim
£ 50 x(ft +Senx +fl + Tanx) x0 x(JI + Sen x + I + Tan x) _.Reordenando
= s Cos x - | para buscar la
3 = Lim ( en x) “forma del Limite
% x=0 X Cosx (fI +Senx +yl +Tanx) - Trigonométrico.
F 0 - |
3 - ) Cos < 0 _ 0

Cos 0 (/t + Sen 0 + I + Tan 0) 2

d) ., Senx Sen = ;
Lim T e _Reordenando. La Funcion Sen x; varia entre los
valores de -1 hasta 1. cuslquiera de ellos,
= Lim 1 Sen x multiplicado por cero es cero
xem X

No es necesario conocer el valor de: Sen «

A 8 4 S P et Benaitin 3 Bt
»~
[
.
>

=L,'m_l_5enan=0-5enm=0

X~ Ld
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sTF| Resolver los siguientes Limites de Funciones Hiperbélicas:

a) , Semhx Semhx O
Lim = = —
x-0 X 0 0 Indeterminacion .
o™ sando la definicion de la Funcidn Hiperbdlica: Senh x en
e ~¢€ Usando la definicién de la Funcién Hiperbédlica: Senh
T términos de exponenciales (Ver Cap. 1]-18)
= Lim
x-0 X Ordenando la expresién y aplicando los resultados obtenidos
| eX e en el Limite de: P-5-30-b
= Lim —( )
x-0 X
= l (2) = | i
2
b) ,, Coshx -1 CoshO-1 O 4
Lim 3 = 2 By Indeterminacién
x-0 X 0
Multiplicando. dividiendo por:
= Lim Coshx -.1 Coshx » ! . Cosh x + 1, en el afan de ob-
x-0 x? Coshx + | " tener luego la Funcién: Senh x
. Coshx -1 , Senh *x Simplificandoy aplicando rela-
B} L‘_r: 2(Coshx + 1) 3 &"g x(Cosh x + 1) ciones de las Funciones Hi-
o x7{LOs perbdlicas.
. h | .
= Lim (Senh Xy (enhx Ordenando y aplicando el re-
-0 X x  Coshx+1 sultado del anterior inciso.
| |
= (| |) —— 3 —
A Cosh 0 + | 2
¢) Lim Tanh x = Tanh = _= 177 Usando la definicién de la Funcién
P Hiperbdlica de: Tanh x
X _ ,X - - o -0 o R
s m f-e__¢& -"e | =2 !ndetgrmmgmén
x- ¥ re™  e"re ©+0 = Factorizando: ¢ tanto en el nume-
el - e e rador como denominador y simpli-
= Lim = Lim ficando.
e X1 v e ) xea |+ .
Reemplazando y simplificando
_l—e""'_t-o_I .
| +e2= 1 +0 Noteque: e™ = — = — = 0
e' )
d) | Presenh x _ Arcsenh 0 0 Indeterminacién
x-0 x 0 0 Efectuando el Cambio de variable:
U u =Arcsenh x = x =Senhu Si: x-0 = u-0
= Lim
u-o Senh u Aplicando el resultado de P-5-38-a
= |
e) i Senh x Senh 0 0 Indeterminacién. multiplicando y dividiendo por: x. para
x‘_’g Sen x  Sen O : 0 ordenar y aplicar los resultados del TS-10: P-5-38-a
. Senh x x Note gue en los Limites de Hiperbdlicas. |3 base para su
= Lim ( ) resolucion es el Limite cel inciso a) de este Problema
-0 X Sen x
= (1)) = |
152
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a-as

m,'.:ﬁ,t-rgwg..‘ .

.
{
!
i
£
4":
:
3
3

d)

e)

x™ - | Im - 0
x" -1 "o 0
- -2
- Lim x - D™ +x™t e e x s )
-1 (x = D" A x"T e ex o+ 0)
, xm-|+xm-2+ X+ |
= [im
-1 X"V e x™l o e x e}
e L N I
In-l+ln-2+ +l+l n

]
[y
3

Indeterminacion

El Limite es Algebraico, por tanto
factorizando. (Por el método de Co-
cientes notables o el de Ruffini)

En el numerador quedan m Términos,
en el denominador n Términos.

Tomando |€ = |

Indeterminacién, Forma oo/

Como el Limite es Algebraico,
se debe dividir entre la potencia
2 de mayor grado.

~—
|
>
x
>
=N
]
=
1}

Lim (x*e");=(

x-0

Lim (Sen x); = (Sen 0)° =07 =0

-0

Indeterminacidn

Observando las potencias el
mayor grado, que se observa es
elde: | /2

Por tanto dividiendo entre: y/x

Reordenando por Propiedades
de radicales.

Luego reemplazando se obtiene
el resultado final.

Lim .L(a" - 1) El Limite es Exponencial, llevando a la forma del T5-9.
u-0 U con el Cambio de variable:

L{ma"-l=Lna usL o Sii xee = u-0

u-0 u x

x-0 ex

! |
Lim [e"(l + _x_)}, = Lim e(l + __x_),

[
— el
Limel(l + —) 7
x-0 e"
A
efe) =e?

directamente.

Indeterminacién

El Limite es Exponencial, debe
llevarse a la forma del Limite de: e

(Ts-8)

Ordenando el exponente. La ex-
presidn entre corchetes es e

No existe Indeterminacién, por tanto el Limite se calcula
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a) Lim lnx-ltna Ina-Ilna 0 Indeterminacién. Los Limites bésicos poseen
e x-a a-a 0 variables que tienden & cero.
+ ) - Por tanto se debe efectuar un Cambio de
. In(@a+u) - lna
= Lim B variable, de manera que la nueva variable
u-0 tienda a cero: )
Ln(a*u) u=x—a:Si:x—Fx=>u—O
= Lim a = Llim — In(l + =) Se aplica la Propiedad del Logaritmo de un
u-0 u u-0 U a cociente. Se reordena la posiciéon de: u Se
\ a1t aplica la Propiedad del Logaritmo de potencias.
= Llim ln(l +=)" = Lim Ln[(l + —)"]a Reordenando el exponente, de manera que se
u-0 a u-0 a lleve a la forma del Limite de: e
- | 1 | ;
=ln(e® =—1Llne=— -
a a
| |
b) 25en? 4 sen 2 - F2A=) e — -1
, 25en’x + Senx - | 6 6 27 2 .0
Lim ; = = : ] = 6
(.0 25en‘x - 3Senx + | ZSenZE-BSenE+I 2=)? - 3(=) + |-
6 6 6 2
ul v u -1 : .
b 2wl -3y | La Indeterminacién se resuelve con
3 el Cambio de variable:

L{milf_;l)_(_zﬁ_l).:umu u:Senx.x—E.:u—l
r Qu-Du-1n u_.u-l . 6 2
3 7 £l Limite Algebraico que queda. se

2 2
(1/2) + 1 _ 3 resuelve por factorizacién.
(1/2) - | <

¢) Lim Sen[ln(x + 1)] - Sen[lnx] = Sen[Ln(= + 1)] - Sen[ln =] = Sen= - Sen « .

X -oe

= lim 2 Cos lnx + 1} +lnx Sen ln(x + 1) ~Lnx
x-= 2 Usando Relaciones Trigonométricas.
x+ | .
Ln( ) ' A+B A-B
+ Sen A -Sen B =2 Cos - Sen ——
= Lim 2 Cos tn (x » Dx Sen X
o Luego simplificando los Logaritmos que
Ln(i + _'_) quedan dentro de cada Funcién Trigono-
z .
t .
= Lim 2 Cos n(x* +x) Sen X métrica
In(l + I)
CDz <0 o0 -
=2 CosLn( * =) Sen
2 2 .
= 2Cos= Sen0 = 2(Cos=)0 = 0 .
d) P S R Al  determinacién
= = = erminaci
-1 xlnx I ln| 0 ndeterm
. Ordenando y apficando la lIdentidzd:
e(Lnx Y _ I eu -1 tf ) ‘
= Lim = Lim = | [f=e
e (nx) o it u =lnx*: x=1 =u-0
° |54 . =i

id
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Anteriormente se ha trabajado con los Limites. indicando que: "x tiende hacia a*, sin embargo cabe preguntarse,
de que manera, "x tiende hacia a"

} on - |
&8 B
N

il

il i

En las funciones Reales de Variable Real. hay dos modos de acercamiento de: x haciaa

LIMITE LATERAL DERECHO

Se obtiene, cuando desde un valor ma- Lim [m
yor, x tiende hacia a, su notacién es: x-a’
LIMITE LATERAL IZQUIERDO

Se obtiene cuando desde un valor menor. Lim f
x tiende hacia a, su notacién es: rea- =

Por el Teorema TS-1 de V-2, el Limite para existir debe ser
Gnico. por tanto el Limite existird si:
Lim fm = Lim fm

. -
xX-~a x=-a

Cabe aclarar que: a*, a’ son iguales en cuanto a su valor, los exponentes indican Unicamente el modo de
acercamiento de: x hacia a.

O IR
R TR s N
ERY ST T S T TR TR

‘ Algunas operaciones con estas expresiones son:

% a*-a~=0" | i

."d_ 3 . . . . — 2 en N — = =00

| a’-a”=0" T g 0

Ed

31

] Ei 5-16 Secalculan los Limites laterales de: ;. _ | S e GO IO & B

: Los Limites Laterales respectivamente son: ! \f(x)

15 | I ¢ | : H

1 tm e oL e

3 2 X-2  2°-2 0 2~~~ 2 4 3

2 ferenen N

g | f H H : : ¢ : :

2 lim —— = s — = -= i\
er X1 27-2 O BaENEEEEE
Los Limites Laterales son diferentes, por tanto no T R

existe Limite.

S

SERPRSINEENENSTISCEUISRA HUTPL R NI S Pe s

IRICT- PR

Hallar los Limites Laterales de: Lim (6x - x?)

x~4
Lim (6x - x?) = 6-4" - (47)? = 8
x-4"
Lim (6x -x%) = 6:4" -(4") = 8
y-4

Los Limites Laterales son iguales. por nto si existe
Limite cuyo valor es: 8

En la grafica se nota que para cualquier mcdo de acerca-
miento. el valor del Limite 25 el mismo. yz Jue en ambos
casos la Funcién tiende hacia 8.

- 155-




LIMHTIES| Dk U S E

i

!

U=

A

A

1

NG

fo)

!

ilial

Ak

Los Limites Especiales, son Limites de Funciones Especiales cuyas Indeterminaciones, se resuelven de acuerdo
a las caracteristicas de cada funcién, sin embargo su adecuado anélisis requiere de los Limites Laterales.

E{ 5-17 Se calcula el Limite de Funcién Especial Lim | x|

x=-0

Se calculan los Limites Laterales de la Funcién

Lim |x| = Lim (+x) = 0" = 0 Los Limites Late-
-0 -0 rales son iguales .
o , . entre si, por tanto
Lim x| = Lim (-x) =07 =0 G eyiste Limite
x-0’ x=-0

(De valor: 0)

Note en |a gréfica que cuando: x tiende por derecha (0")

se tiene: |x| = x : cuando tiende por izquierda (07) se tiene: |x| = -x

Haltar: Lim [x]
-2

e ; - e Vo

47 P

Calculando Limites Laterales de la Funcidn Parte D W
Entera y de acuerdo a caracteristicas de fa Funcion. |!xl|=-f- 2
Lo ] A A 5

Lim Ix) = Lim 2 = 2 = U _—t ;
x-2" x-2' Los Limites Laterales di- | = 1», :
tim Ix] = Lim 1 =1 fieren. por tanto no exis- — A
-1 -2 te Limite de la Funcién. ‘ B : X ¢
2 P 27227 4

Hallar: ., |x]|

Lim —

x-0 X

Calculando los Limites Laterales de la funcién Signo, de

acuerdo a sus caracteristicas.

x| o (+x) _ . _ Los Limites
lim — = [im —= = Lim | = | Laterales
o X x-00 X x-0' .
difieren. No
X -X . 1 ]
Lim Ix L =X . Lim(-1) =-|  existe Lm:ute
-or X R X -0 delaFuncion.
A Hallar: 1 - |x
5-4% m | x|
-0 | - x : RV :
A I T
Calculando Limites Laterales de acuerdo a las DTS OSSO SR
caracteristicas del Valor Absoluto. &:_ - :
. P =ix . | =(+x , — /] - Do
Lim lI=l.4m ()=Ltml=l . 0! D 4
r-00 | °X 00 bmx x=0' 0 2 4
. I - Ix , l -(-x l, ' . X I rearmeisanat
Lim __!._.|_ = lim -—-—(__.). = [im = | : _2 :
-0 | =-x -0 l - x o | - x : LA S
Los Limites Lat2rales son iguales. por tanto si existe Limite. Note que de _acuerdo a sus definiciores.
las Funcicnes Esceciales cambian, de acuerdo a si 1a tendencia es por izquierda o por derecha.
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La Funcién [(x) se define como Continua en x = a: si se cumple: H

il

|

Para un anélisis practico de una funcién, es conveniente desglosar lo anterior en tres requisitos de Continuidad:

i) f(‘;) estd definida £l tercer requisito de Continuidad, precisa del cumpli-

- , ; , miento de los dos primeros.
i) Existe Lim f . [Lim f, = Lim [] p
: x-a v-a' x-a" En ese tercer requisito se basa la Continuidad.

.

Una Funcién es Continua, si es Continua para todo: a

i)y f:=Llimf
(ﬂl). c-a (x) eR

Son gréficas de Funciones Continuas, las siguientes:

Son gréficas de Funciones No Continuas (Q Discontinuas) las siguientes:
vy oo -
TN E e

i \{(x) 1/(x-1)

[

Una infantil (Pero Gtil) descripcidn, expresa que una Funcidén es Continua, si su gréfica puede trazarse de
principio a fin sin levantar el Idpiz. Si se presentaran interrupciones y deba levantarse el lapiz, entonces la
Funcion no es Continua.

N . . . | - 2 _ N . -
Ej 5-18 Se determina si la Funcién: f(x) = x° -} esContinuaen:x =2
Para indicar si es Continua |3 Funcién, deben revisarse los requisitos de Continuidad. en:a = 2

) fq estd definida

fo = 28 -1 =3 Evidente, Funcién definida

i) Existe Lim f calculando Limites Laterales:
x=-a

Lim f,, = Lim (x?-1) = 3 Evidente, existe

o -2 el Limite 1
Lim f,, # Lim x?-1) =3
x-a” x=2"
iii) [('a) = Lim fx) Se cumple la igualdad, entonces al cumplirse todos los requisitos de
x- Continuidad. la funcién es Continvaen:x =a = 2
3 =3

Se confirma I3 anterior conclusidn, observando la gréfica. que es una curva Unica sin interrupciones. Se concluye
que la funcién es Continua, para todos los Reales.
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51 Oeterminar si [a Funcion es Continua en todos los Reales: [ 3.
(.

Verificando si cumple con todos los requisitos:
) [« debe estar definida

3
[ = — No estd definida en: x = |

La Funcién no esté definida para todo: x € R;
entonces no se cumple el Primer requisito.

Luego la Funcién no es Continua, para todo
x€R

Ya no es necesario revisar los otros requisi-
tos. Exceptuando: x = I; la Funcidn si es
Continua en los restantes Nimeros Reales.

Determinar si es Continua en todos los Numeros Reales: [, = Ix]

i) [, estd definida
f = lal

Evidentemente la Funcidn estd i
definidaentodoa eR

ii) Existe Lim /(x) La Funcién estd definida ¥ x € R
X=-a

, ) . Pl Py oy
Lim = tim [x] = a Los Limites Laterales S A ,
x-a'  x-a’ son diferentes, por '4 '2 i ? ;2‘? 2% 4
Llim = lim [x) =a-t tanto no existe P T R R
r-a'  x-a° Limite de Ia Funcién. i e Db

Al no cumplirse el segundo requisito, la Funcién Parte Entera no es Continua. (Esta Funcié»n neo es
Continua en todos los Nimeros Reales)

Determinar si la funcién es Continua, para todos los Reales:

i) fq estd definida

2x - |
oo = 6 x =3

Evidente, Fun
cion definida pa-
ratodo a € R

x»*3

i) Existe Lim fm Calculando Limites Laterales, toman-
do a =-3

lim = Llim (2x - 1)

5 Limites Laterales

-0’ x-Y fguales, por tanto
Lim = lim (2x-1) =5 el limiteexiste.
r-a’ x=-3

i) f,, = Lim f(x) La igualdad no se cumple. paraa = 3; por tanto la funcidn no es Continua

x=-g

- La Funcién no es Continua, para todos los Reales, en realidad excepto en: x =

65 a = 3: la Funcién es Continua en los restantes Reales.

Para que una Funcién sea Continua. debe serlo en todos los Numeros Reales. (Basta que no sea Continua en
un punto. para afirmar que la Funcién es Discontinua en los Reales). Sin embargo haciendo restricciones ¢
excepciones. se pueden tomar ciertos Intervalos, donde la Funcién sea Continua.

Enlos anter.cres Problemas. la misma gréfica ya incicaba ciertas conclusiones. que se confirman analiticament2

- 158 -

[ R e

VOVOU

@@%Q@@@@G%@@@@@@@@@@




ik

=

S it T
ARG g

%

rxt 7 N 2

SRISE]

-

TEOREMAS DE FUNCIONES CONTINUAS

Silas Funciones: f, : g, son Continuasen x =a

Ts-11) [+ g-es Continuaen:a T5-13)  fg es Continua en: a
T5-12)  f-g esContinuaen: a - Ts-14)  f/g es Continuaen: a

Estos Teoremas se demuestran utilizando la definicion de Continuidad.

DISCONTINUIDADES EVITABLES E INEVITABLES

Si una Funcién Discontinua puede definirse de otra manera. tal que se convierta en Continua, entonces posee
Discontinuidad Evitable o Removible.

Si una Funcién Discontinua, no puede definirse de otra manera, tal que se conviertaen Continua, entonces posee
Discontinuidad Inevitable o Esencial.

Ej 5-19 Se analiza la Discontinuidad de la Funcién: x - |
: 1A

La Funcion es Discontinua en x = 3. Haciendo hue se

cumpla el 3® requisito de Continuidad:

f(a) = E‘_m fo = 2

(x)
a

Tomando:a = 3

Definiendo nuevamente

= A =2

Por tanto la Discontinui-
fo= x-1 x=*3 - dad que presentaba Ia
@ 2 . x=3 Funcién era Evitable.

Analizar la Discontinuidad de: faxer xs2

fy = x-1 x>2

La Funcién es Discontinua, ya que no cumple el 2%
requisito de Continuidad en. x = 2

Lim fm =Llim (x-1) = | Limites Laterales
x-2' x-2° diferentes.
Lim /(x) = Lim (2x +1) = 5

x-2" x=2"

No Existe Limite.

La Funcidn no puede definirse de otra manera, para
asi convertirse en Continua, su Discontinuidad es Inevitable en: x = 2

Analizar la Discontinuidad de la Funcion: / x1-16

@ o ~4
La Funcién es Discontinuaen x = 4
[ = 47 - 16 -9 indeterminacidn. la Funcidn no
S 4-4 0 estd definidaen x = 4.
2 — -

im X221 _ lim krAx-4) o (x+4) =8
-4 X-4 x-4 x-4 x-4
Para que la Funcion sea <16
Continua, debe definirse [ - X » 4
de la siguiente manera: w x-4

) 8 x = 4

Por tanto la Discontinuidad que existia era Evitable.
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Determinar la Continuidad de a Funcién: x+1 x<12

S-x 2s3sx%4
X > 4

f =

Analizando los requisitos de Continuidad:

i) fq estd definida, para todo x.
x+1 x < |
fg =|5-%x 2sxs4 Como ejemplos se
x-3 x> 4 calcufan algunos
. a1t L valores de la Fun-
flon =0 gy = 31y =3 cién.

ii) Existe Lim [y - Clculando Limites Laterales en a = 2:a = 4
x-a

Lim f,, = Lim (S -x)' -3 Lim f(x) = Llim (x - 3) Limites Laterales iguales en
x-2" x-2" x-4 x-4° - ambos casos
Lim f, = Lim (x+1) =3 Lim f, = lim (5-x) =1  Existelimite.
x~2" x=2" x~4" x-4
i), Ltm [y foy = L(m P le [ Se cumplen las.'ngualdadeg.
Por tanto la Funcién es Conti-
3 =3 | = | nua, para todos los Reales.
Hallar A de manera tal que la funcién sea Continua: PR
x » |
fg =1 x*-1
A x = |

De acuerdo a los clasicos requisitos de Continuidad, debe cumplirse la igualdad: A = Lim fm
ademés deben tomarse en cuenta las consideraciones de: P-5-49 ©ox=d

3

A_L,x-l_l’-l_o '
= Um = | = 7 = E Indeterminacién, el annte es Algebralco aplican-
X B do sus reglas. .
L x-Dxtexed) . . .
= Lim Factorizando el numerador y denominador.
=1 (x = Dx+1)
. Lim x?ex+| Simplificando y reemplazando
x=1 X+ I .. -
3 Entonces, para que la Funcidn sea Continua. debe
Lt 3 tomarse: A = 3/2
I+ 2

| 5}.’32] Hallar una funcion Continua en todo x: Vx € R, exceptoen: x = 2

De acuerdo a requisitos de Continuidad, dos Funciones que no son Continuas en: x = 2. son las
siguientes:

|
/x - x+|l x » 2
Wox-2 f ! x =2
No Definida [ = Lxm fa
en: x =2
Por tanto no : r“\{ ..... S
esContinuazn2 = Pl No cumple el

e 3% requisito.
No cumple el 1¥ requisito. h
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Actualmente con el uso de las modernas Calculadoras Electrénicas, es posible verificar resultados de los Limites

que presentan alguna Indeterminacion.

De acuerdo al concepto de Limite, se debe lograr que la Funcién tienda hacia algn valor, cuando la variable

tiende a cierto valor determinado.

Reenplazando en la variable, valores cercanos a su tendencia, se puede determinar la tendencia de 1a Funcion.

Ej 5-20  xl.x-6 0 ' a6
= lim ———— = — Si: f(x) T ——
x-2 x1-3x+2 0 ) x?=3x+2
1.992+1.99-6
f(|,99) = 9 199 = 5.04040404
1.992-3-1.99 +2
o 201%+201-6 _
f(z.on - =

: 4.96039604
2.012-32.01 +2 ;

2 + -
i sson = 1.9999% +1.9999 -6 5 00040004
' 1.9999% - 3-1.9999 + 2
2.0001% +2.0001 -6

2.0001% - 3-2.0001 +2

f(zjoom) = 4.99960004

2753 | Verificar los resultados de los siguientes Limites:

.l -x 0 b)
Lim = —

x=-1 -J; ]

. | -x

Si: /(x) =

|-k

’(0.99) = 1.994987434
f1oy = 2004987567
fio 9999y = 1:999949601
f(l.000|) = 2.000052001

"

Verificando un Limite, que presenta una
Indeterminacién. Tomando la Ffuncidn
cuyo Limite se calcula.

Reemplazando valores cercanos a la
tendencia de la variable (2). tanto antes
como después. Tomando valores mas cer-
canos aun. Es indudable que el Limite
tiende hacia: 5

Por P-5-19-aelLimitees: 5. queda enton-
ces verificado el resultado.

Programando la Funcién en una Calculado-
ra, los resultados son inmediatos.

e = 2.005005005
fiso00000) = 200000500

Se toman valores a reemplazar, cada vez mas al-

tos, ya que la variable tiende a Infinito. Eviden-

£l Resultado es: 2 (Ver P-5-21-3)

<) Lim (1 +3x)"™ =1 d)
x-0

Sii [, = (1 + 30"
fi-00 = 21.02938506
fooy = 19-21863198

f\-0 000001, = 20-08562731

"

20.08544653

f(000000|)

Segun P-5-27-a ; el resuitado exacto es
e’ = 20.08553692 : la aproximacidn es

temente el resultado es: 2 (Ver £j 5-9)

Cos x
Lim —?
x=1 | -x
Cos P-Zi
Si: [ =
. | -x
foss = 1-570731734
foon = 1570731724

[(0.9999, = 1.570796993
/u.oool) = 1.570795993

Por P-5-35 el resultado es:

evidente. n/2 = 1.570796327 segun se venlica.
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La aplicacién fundamental de los Limites es la de permitir |a definicion de otros conceptos Los Limites por Si
mismos brindan ademés otras aplicaciones, tanto geométricas como fisicas.

Ei 5-21 Hallar el Limite del dngulo interno de un Poligono regular de n lados. cuando n tiende a infinito.

Efectuando la construccidn geométrica adjunta. £l dngulo entre
dos radios que van a los vértices del Poligono regular es: 8, serd
igual 3 360°/n (n numero de lados del Poligono)

El dngulo entre dos lados consecutivos es ¢. La suma de
angulos internos de un Tridngulo es de 180°. Por tanto:

2.2 . 5-180° = o= 1800 - 30
2 2 n
=limé¢; o =Lm(i80° - 360)= | 80°
N=~e n-w n

Cuando el nimero de lados de un Poligono regular tiende a infinito. Entonces el 4ngulo entre dos
lados consecutivos tiende a 180°, asi el Poligono tiende ser Circunferencia.
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ASINTOTAS OBLICUAS

Una aplicacién de los Limites es el cdlculo de las Asintotas Oblicuas _
ASINTOTA OBLICUA DERECHA ASINTOTA OBLICUA IZQUIERDA

—an 55e S A

EslaRecta: y = a x + b :donde: EslaRecta y = a,x + b, ;donde:
= Li ,(x) . b L[ = L [(,) Y (f _ );
a, = Lim gl m (/m a,x a, = Llim - ¢ o= Umod, a, x) :
x-= . X= ~= X~ ~m= 2
Ej 5-22 a) Asintotas Oblicuas de: %3
loy =
+4x -5 ;
x? 3
f 2 - E
g, = lim 2 o (g XTAX -5
x-= X X-w- X §
b' = Lim [f(x) - a|x] = Lim [———— - I-x] = -4 ‘,
X-= R=e X2*4x-—5 :;
x’ :
l 2 - N
a,=Lim(—"’=L(m.f.’_‘”‘..__5._=| '
x--u X X ow X
, xJ
bz = Llim U(l) - azx] = llm [__._ - |.xl =-4
2
¥ooe x--= X"+ 4x-3

= y=lx+(-4)=x-4

b) Asintotas Oblicuas de: [m = x + lnx

Como el Logaritmo se define solo para positivos. no
existirdn Asintotas Oblicuas a izquierda.

. f . x +»lnx
a, = lim & = jm =222 .
few X ‘- X
= 1 - = [im Ix » - ]- =
b, = Lim [fm ax] =Llimix+lnx - 1%
rT-- LR

&
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Hallar los siguientes Limites y demostrarlos (Indicar Ly )
Lim (2x - 1) Lim (4x - 1) Lim (4 - 2x) s £.,8. 4, E
x-3 x-2 x-0 Ce T T 4—‘
2 4 2
Lim(x?+1);e=0.1 Lim(x? - 4x +7 Lim(x*>-1); €=0.1 )
me et oD e 5.0.02; 4,533; o,f;i
Lim(x®-6x2+9x+1)  Limx : €=001  Lim x+7:€e=0.
x-4 x-4\/— x-2 Si, 2.0.04; 3.0.58
a 2 2 e
lim — M = 10? lim—2_:e=0.1 Lim s M=10° ®, 0.01:2.19: e« 10°
x-0 x4 x--x*l X~= X+| -

Hallar Jos siguientes Limites:

Elrg (5x +3) Lim (8 "3Xz) Lim Jx + 4 . 3-8:2
- x-0 x-0

2x -6 3 J
Lim oo X+ y .
xl.a x + | Lim x+3 Lim b rx 0;0:1

x=-1 x-0 JT - x

Lim xS Lim ! Lim (6x + 1) w; 0; =
x-95 X"S X~ - 7x+l X~=
Lim Jx -1 Lim (x* - 3) Lim (x* + 5% S
X-= Xow x=-0
Lim (3'% + 1) Lim (x2* +1) Lim x'” 2::0
X~ X-- h x-0 )

x x , 1 124 . .
tim (2 Lim () Lim () w0
x-= X . x-0 X

Hallar los siguientes Limites Algebraicos:
' . bx =12 2 1, 4
Lim Lim X 3 Lim 5_:&_2 362
-2 2x -4 . 1-3 X=3 x-1 x¥+x-2 Y
2 2
, -6x+8 - ~
Lim 222X 2 Lim —X =4 Lim —X=2 2,
x-4 X2'5X+4 x=2 x*-6x+8 x-2 x2—4XQ4 3' !
L oxP-2x . xP-xtebxP-6x?ex-1 oxP-xtex-1
Lim = —=—— Lim tim =X 2270 ‘
-1 . ox2-x -t x4 exex?-3x 4 -1 x®-xtex?-y 0:4. —
, 8x> -1 , xt-2x3e2x -1 2P~ sxte3x -2 ‘
Lim ———— Lim Lim
x-172 6x% = 5x + | r-ixt - bxP e 13xt - 12x 4 4 x-2 x> - 4x? + Sx - 2 6:0: 7
3 N2 _ Y_ 1 o2
Lim LX) -1 T UN. M N TS U2 il Ul
-0 x x-0 x? x-0 x 3,28
2 b] bV n_a.N

* - - * -‘ ’ O’X a
le (l X) (l X) um (‘ X ) le ( )m - ‘: 0: Il_an-n
=0 (1 +x)?-(1 -x)? x-0 x -0 (@+x)" -a m

. -1 Lex)? -1 . x}- -
Lim (1 +x)(t +2x)(1 *3x) Lm (1 +x) lim % (@a+«x+a 6 -2: a
-0 X -0 xl-x x-a  x’-a’ 3!
Lim x""'-(n+)x+n Lim x1-5x+6 Lim (1 +x)™ - (1 ~mx) n’vn._z,mz-m
' (x - 1) -3 (x-1)P-4 -0 x? 2 T
n_am Rat, _ym m . -
im0z &) ko) im X270l (-t gz (2
oo (x - a)? -1 x™-1 -1 x™-2x" ey 2 n




Calcular los siguientes Limites Algebraicos con Radicales:

Lim 4-x

x-4 2‘\/;

Lim
x=3 3 -x

Lm

Lim

x=2 | =yfx - |

Lim

Lim
x=~1 '

Lim
X~ m\/;-!

Lim
x=2 | -

Lim
g
z—
Lim X “&
-1 x -

x=2 3 -yx+7

-3 —m

Lim Y223

x-9 X-9

Lim X¥X*2

x-2 x=-2

Lim 3x-2—\/—2;.
x=2 x-2

Lim x+8-3

-1 fx+3-2

L oxt-2Jx+2
Lim

@ Calcular los siguientes Limites:

Lim 6x - |
t-= 2x - |

Lim
ree 2l

Lim

8x?+6x - |

(2x + 3)3(6x + 2)?

x-= 4x®+5

Calcular los siguientes Limites:

Lim (x? - 6x)

Lim (J2x + | - x)

x-a

Lim (¢*"' -¢e”

X~

, | 2

Lim ( - )

R S TR
)

Lim (— - x)

IEEIES S

.. m n

lim; -

e i-x™ 1 -x"

Lim
x-1 Xx-=1
s3 I
Lim i
x-2 x-2
4
Lim ¥YX 1o yx*]
x-0 X
Lim ——-—-—-“/;”-3
x=4 x-4
3
. T ex?-2x
Lim
x=1 x-1
: 2
Lim Ix° + |
X~ - X"S
2 _
Lim x|
X==- X'|

I,
Lim _____(2x )
x-= (3x? - 1)?

Lim (yx + i -yx - 1)
Lim (x¥-yx*+1)

X~
Lim (3% -39
X=w

2
Lim (x - =—)
x-m x|

Lim (Y - %)
Lim x(yx? +1 -x)

I~=

Lm YX23°2 bl
x~-t x=1 . 64
Lim YX2r8°3 31
x~1 x=1 43
(i Y2 myx+ 4 L
x-5  x1-6x+5S "4 24
L‘,m‘\/2x+l-§/x+.5 , _'.E_I_
x-4 2x-7-x-3 S3 303
Lm’zx-¢x2+3 9.7 9
S £ ] 3x_ﬂx2+8 |0'6'|6
Lim =X T PRl
n
x~4 I_Jx- : 5
' 5
i VX3 -3 ﬂ:-%:-z-
x=2 x=2 n
3 I i
lim 72223 0 3773
x=-1 x-1
2! | |
1=k =3 —— =
Lim =4 5 24 4
x=~4 - . .
B v 7 14
Lim \/;' -5-yx-8 A _31'22—5—
x=9 ,/x+7-2ﬁ+2
4 2.
o BXIEXTEL 3000

x-= Sx¥1+7x+10

; _.___V"‘/; | 4.1:.0

Lim ;
X-=- J’r?;
m n
Lim 27X r2: 4
X~w x"'(x"—l) 9.

Lim Wxi+1-x

= 0,0
3 3

Lim (yx + -\/;) ‘
X=w -=:0:0
Lim [ln(x + 1) -Lnx]
X - m‘,co;o
Lim ( . )
X1 | -x I—\/; 0 l lad

) 2
L"m( - X ) 0. =1
r-e xi-} x+ !

——— m-n | !
Lim x¥{yx «2 - 2yx + ) ; i?‘:

I~=
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Lim (I +x)**

x-0
Lim (1 - 2x)"*
x-0
| 2x
Lim (1 +=)
X-= X
Vx
Lim (+23%)
-0 | *2x
X
, -
Lim :
x-0 X
X_ X
Lim § -4
x-0 6X_2X
Lim Ln(l -x)
x-0 X

. Senx
Lim
x-0 _Sx

. Sen 8x
Lim
-0 Sen 4x

x - Sen 9x
-0 X -Sen3x

.1 =Senx
Lim —_—
x=n/2 n-2x

Lim (—'1 - x)Tan x
x-n2

. Cosx ~Senx
lim —————
r-1/4 Cos 2x
2
. x +Sen‘x
Lim ——————

c-= X + Cosx

Lim x(I - Cos )
x-= T x
Lim Cos x

~nn | ‘Senx

Lim =
=2 x-2
Lim 1223
-3 x-13
tim {x}
-0

Lim SCNI(x)
-0 X

Lim (1 +x)'™
x-0
Lim (1 +3x)%
x-0

, 5
Lim (1 +=)
X~ b's
e
Lim (x-2)*"?
x-2
. 6 -1
Lim
x-0 2% -1
, x*-a°
Lim
x-a X-a
- |
Lim fnx
x-¢ X<~8&

Calcular los siguientes Limites Trigonométricos:

,  Sen3x

Lim

x-0 X

Lim Tan 5x

x=0 X

,  Tan6x

Lim

<-0 Tanx
2

Lim | - X

x-nn Seﬂﬂx

Lim I - /Cos x

x=-0 xz

. Sen’x

tim ——

2-0 | -Cosx

. Cosx - Cos 3x
lim ————

x-0 x?

., 1 ~2Cosx
Lim e————
x~nn n-3x

., 1 +Cosx
Lim —————
x-n Sen x

Calcular los siguientes Limites Exponenciales y Logaritmicos:

Lim (1 +5%)'%

x-0
Lim (1 - 8x)'™*
x-0

. | 8x
Lim (1 - —)
X = oo ) X
, S +x 1/x
Lim (
x=0 5-x
. 3 -37
Lim
x-0 X

a X
, X' -a
Lim
x-a X-a
, | | +x
Lim —Ln

x-0 X | -x

Sen 6x

Lim

x-0 3X

Lim x Cot x
x=-0

_ Sen Sx - Sen 3x
lim —— .~ =
x-0 Sen2x - Senx
Lim Sen(x - 11/3)
x-nn | -2Cosx -
. Senx - Cos x
lim ———
x-mq Tanx - |
lim Cos x
x-m2 (1 - Sen x)¥?

Lim (—— - !
-0 Senx Tanx

. Arcsenx - Arctan x
Lim

x-0 x]

Lim t - ‘/Senx

x-~Nn 2x -n

Lim Ix]

x=-3

Ix| -Ixd

Lim ————

z

-2 X

Lim Om

1 4

x

-0

Lim ————SQN(X)

.o x - |x|

LnS:LLé-;ZLnB
~Ln2

ln2 a®(l +lna);
tn3 " a’(l -lna)

-1;e7";2

1/5:3, 2

2:5:1

C0:2m33
L 1/4:4212

l/ﬁ:2:w

112; -3 112

-»;0:0

‘ 5-9 Calcular los Limites de Funciones Especiales (Previamente el Limite Lateral Derecho, luego el 1zquierdo)

*o0 ;= :3,2
=1 :;0.2:1 -
0,20




Hallar los siguientes Limites, de Funciones de distinta naturaleza:

Lim -1} - x2-1)?

x-1 x3-Sxl+bx-2

(4x2+ 1)46x>+ 1)?

Lim

x-= (2x4+ 1)3x 1+ 1)
X _ X

Lim € ¢

-0 Senx

_e*' -Cosx

lim ———

x-0 X2

lim In(1 +3%

x-= La(l + 2%

, Cosx !

Lim

x-0 \ Cos 2x

, 2x - Arcsen x

lim ——————

x-0 2X + Arctan x

" eSthx_eSmx

Lim

x-0 X

Lim |x - 2|

x=2

Lim [SGN(x))?

-0

Lim Ix-2|

x-2 3x -6

- Llim

yx +4 3x+2

Lim
3

Y I

2 x?
, x°+ |
Lim
x-= | x2-2

4
, ~-e
Lim
x-1 x =

Lim (Cos x)"5"*
x-0

Ln(Cos 6x)

M ——

x-0 Ln(Cos 2x)

X l/xz
Lim | +x2
x-0 | | +x3%

Lim (Sen x)'/Ten*
x-0

n m
Lim .(_x_..:..l_)__
X~= (xm + l)'.‘

Cosx ~ Senx
Sen 4x

Lim
x=n/4
Lim (Ixt + 1)
x=-0 ]
x]

x-2 X

2 Lim

L

\/x+l -1

—————

3 -0 5\/x*rl-l

Lim (1 + Sen x)®*
x-0

Lim x(e'* - 1)

X~ -

Lim (Cos x + Senx)'”

x~0

3
Lim Ln(2 +e*)

x-= Ln(3 +e”)

xll T

a
. a -a
Llim ————o
x}-a xa_ax

L, ox+xiexdaxt-4
Lim
x-1 x =1

Lim

x+x2+ex>+  +x"-n

x-1 x =1 :

Lim x*(x> + 1 - yx* - |

Xx=-=

im (t+mx)" = (1 +nx)™

x-0 Xz

Lim x?-3|x]|+2
x=2 X1-6,Xl +8

0:—7—:2
9 2
Z-5-313:e
3 .
2:¢e:. 1
l: I, e
2
An_é.;g .3.
n2 2
2
el Z.a%lna
l:0: 10
3
nn+1)

e |

'.
=il

Determinar si son Continuas (C) o No Continuas (NC) las siguientes Funciones, indicar ademis los
T Puntos de Discontinuidad si los hubiere.

[=2x-3 f=xt-4x+5
f=¢e" [ = Cosx
f=x+(x] f=1x-1]
f:.(_x._] f:‘x)

x
f3x-2 x<2 a2
/“.IO-3x x22 f"k3-
_'x+l x » ) 0
/_.' x =3 [={senx

!
f - x=-2
[ = Tanx

[ = {x} + [x]
_ Ix-3]
[ 3

x < |
x 2 |

x<0_

x20

!5- 12) Hallar el valor de A para que las siguientes Funciones sean Continuas:

/ [(2x+3 x»3
_A x =3
Ix -t x < 4
/:A X = 4
_lS-x x> 4

Ln(Cos x) 0
,= x

LR x=0

‘

x -} x <3
f=1A x =3

9-x x>13

C: C: NC:2
C. C: NC:(2n+|)-;-r-

NC.Z; C . NC.Z
NC.Z ;C:NC.3

C:NC.I

NC.3:C

i1INC (3 A)
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ViU DERIVADAS

Se entiende por Derivada de la funzién

a la siguiente serie de simbolos:

r _ d - f = .
f(,)—a;‘f(!)—f(x).- Dy =y =—

(n

La Derivada de una Funcién f(x) es stra Funcion f,, que se obtiene mediante la siguiente definicion:

el )
L

F 1)

|

Por tanto. analiticamente una Derv3da es un Limite y existird en 1a medida en que exista el Limite. (Note que
la variable del Limite es h)

Ej 6-1 Se deriva por definici®.n a iz Funcidn: ,(x) =3x?+5x + 4

/
Fo

,(x-m ~fw

Lim

h-0

Definicidn de Derivada.

Reemplazando la Funcién dada‘

e U (Bx+h)? + Sx+h) + 4] - 3x? + 5x + 4) .0

Al reemplazar fa variable del Li-

h-o h 0 mite (h) por el valor al que tiende
U BxZ<2xh-a%) + Sx+h) + 4] - [3x? + 5x + 4]  (0) seda una Indeterminacion.
= Lim ‘
h-0 h ‘ Por tanto, desarroliando el Cua-
Ix? - bxh - 3nle Sx e Sheq-3xt-sc-q  Oedodeunaduma
: ﬁm; h Desarrollando todo el numera-
dor. Simplificando y ordenando.
. 6xh = 3h? - sh
= Lim — Factorizando: h en el numerador.
h-0 Simplificando.
,_ h(éx = 3h - 9) _
= lim ————— Reemplazando. secaiculael Limi-
h-o h te.
= lim (6x » 3h +~ 3
,.l.o (6 ) Derivada de la Funcidn.
= 6x + 5

La Derivacidn por definicién, ant2ormente aplicaca. no es la que se emplea en la prictica. ya se verdn luego
técnicas mucho mas rdpidas y si—oies.

Para que exista la Derivzzz de una Funciérn. esta Funcién debe ser Continua y no contener a Puntos
Angulosos o de Esquina .WerP-2-42 enx = 2}

Si una Funcidn tiene Cer-.ada en x = x, se dice que 13 Funcién es Derivable en ese punto.
£l estudio de las condicic 25 de existencia ¢z 1a Derivada, se llama DERIVABILIDAD. se anahizarden V1.4

sin embargo prev:amers2 s2 observaran ls Técnicas de Derivacién en VI-3,

Las diversas intespretacicres 2 3 Denvada, tantc 2n la Geometria como en Fisica 0 en otras ciencias. se verin
20 VI-7 VN2 V-6 La Cervazs omo instrume~to de cdlculo es amplia y versdtil.

- 167 -




v:a

3

) o

p
il

;

;

RIVADAS

5; fx u . v . w son Funciones Reales de Variable Real; a es una constante. Entonces se tiene !a siguiente

(0’ . . . .
relacnén de Derivadas de operaciones o Derivadas de Funciones:

foon = f

. Y (x +h) (x)

[ = Lim L8
h-0

a’ =
w+v)y =u’+v
(au) =au’

uv) =u'v +uv’
(
(u)’ u'v - uv’

v UZ

/
(ww) = u'vw + uv'w + vvw

(u’) = u’@’'lnu + 2y

(x™" = mx™"

@’ =alna

(€9 =e
(tnx)’ =1
X
log e
(Log,x)" = %o
X
o
xlna

u

Definicién de Derivada

La Derivada de una co‘nstante es cero

La Derivada de Suma es la Suma de las Derivadas
Derivada de constante por funcién

Derivada de un Producto de Funciones

Derivada de un Cociente de funciones

Derivada de un Producto de tres Funciones

Derivada de una Funci6n elevada a otra Funcién.

(Senx)* = Cosx (Senh x)* = Cosh x
(Cosx)” = -Senx (Coshx)’ = Senh x
(Tanx)" = Sec’x (Tanhx)* = Sechx
(Cotx)* = -Csc’x (Cothx)’ = -Cschx
(Secx)’ = SecxTanx ‘ (Sechx)* = ~Sech x Tanh x
(Cscx)* = -Cscx Cot x (Cschx)“ = -Cschx Coth x

(Arcsenx)” =

!

(Arcsenhx)” =

(Arccosx)* = (Arccoshx)* =
l-x 2 1 YXx 2. ]
. |
(Arctanx)’ = ! (Arctanhx)* = -
I +x? I -x
- . |
(Arccot x)* = ! (Arccothx)” = -
I +x? | -x
. -1
(Arcsec x) * = ! (Arcsechx)” =

(Arcese x)* -t (Arceschx)” =

2
x/xz_l Xyl +x

Regla de la Cadena

( :) u®y®-Y  Reglade Leibnitz, donde n. k son érdenes de derivacién.

Derivada de una Funcién Inversa.
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Ef 6-2 Se demuestra: (a)' = 0 (La Derivada de una constante es cero)

Si: f.o=a
) . . .
f / La Funcion es una constante (Ver Il- 1 4), cuya Derivada se determina-
by ey T g ra. . i
[l = Lim : y
h-0 Definicion de Derivada, donde a f(x.h), foy se las llama Funcion
[ 40 incrementada y Funcién original respectivamente.
= Ltm B
h-o h Reemplazando fa Funcién dada. (Con esta funcidn se verifica que:
= Lim 2 =limO fm ) [(x.n) ") :
o R e Simplificando el numerador. Simplificando el cociente y tomando en
= 0 cuenta que 2! Limite de una constante es la misma constante.

Demostrar; (u + v)' = u' + V' (La Derivada de una Suma es igual a la Suma de Derivadas)

Sit g = Uyt Yy . .
La funcion a derivar es la suma de las otras dos
[~ = Lim /(_‘L_fﬂ Funciones: u,. vy, .
(x} . v, .
* h-0 h 'Definicion de Derivada
- Lim Wi iy * Vi) = Uy * V) Reemplazando la funcién en la definicidn
h-0 h Reordenando el numerador
- + (v - . . ,
= Lim (u(“h) Uy ( {x+h U(x)) Reordenando la fraccion, cada expresidn entre parén-
h=0 h tesis es una definicién de Derivada.
u -u v, . -U o '
= Lim (2t (B
h-0 h ' h
U ey

(x) (x)

Demostrar: (au)’ = au’ (La Derivada de una constante por una funcién)

f(,.,,, ” fm

[y = Lim - . Sit [y =au,  LaFuncién a derivar es el producto de una constante
h-0 por otra Funcion.
au -au _— .
= Lim —&2h ) Definicién de Derivada
- h e
h-0 Reemplazando en la definicidn.
afu,, m U ) .
= lim —h Factorizando: a en el numerador
h-0 h . . )
Reordenando la fraccién, el cociente que queda es ia
u - s X o
- a lim (2% oh) ) definicién de Derivada de la Funcién: U
h-0 h
=au’, =au

Demostrar: (@ + u)’ = u” (La Derivada ce una constante mas una Funcién)

Sie f.=a-+u
x) n . .

[ ( X funcién dada por una constante més una Funcion

= {a + U . :

ton {x .

Planteando la Cerivada de una Suma

= Q ’ + U ’ .
m Por P-6-1; La Cerivada de una Suma. es la Suma de las Derivadas

=0 ru’
t Por el £) 6. Lz Cerivada de una constante es cero.

=y
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! . \ .
| Demostrar: (uv)’ = u’v + uv’ (Derivada de un Producto de Funciones)
Si: =u. v .
f(‘) @ ) Funcién dada, Producto de Ias Funciones: Uy * Uiy
. x) ! X
. {(x~h)—,(x) . L o
[ = Lim PO Definicién de Derivada.
h-0
~ Reemplazando, luego sumando y restando: u v
= lim U oV o) ™ YYn P & Y e
h-0 h
e tim Jeen¥een M T e nn " Menbe U oy Vil * Vgl Uil
h-0 h h-0 “ h
ctmy e "V Deen " e
o O h Wk
= u(x,u'(x) + u(x)u'm =u'v+uv’ Derivada de un Producto
‘6=5:] Demostrar: y )' u'v -uv’ (Derivada de un Cociente de Funciones)
7] UZ .
f -/ u La Funcién es el Cociente entre Ias Funcio-
[foo=Lim XMW s e B )
: : nes:
(x) ) h (x) v
{x) U Yy |
u(x'h) _ l‘l(:r) .. .
_— - - Definicién de Derivada .
Yooy YV Uy ¥~ Yl om)
= Lim 22 @ = Lim “Eunci ‘
N hy v Reemplazando la “"Funcién dada en la
h-0 h-0 (x+h) Definicién.
y UiV ™ Yo m * Yoo ~ YeVin Efectuando las operaciones
= Lim N -indicadas, sumando y restan-
4-0 BRI do: U,
v u -u u v -V ~
; (x) x+h) ~ “im ) weh) .
= Lim - . Rl N , ‘Ordenando las expresiones y
1-0 Vg oy Yy xmVim aplicando el concepto de Deri-
e L M, pul _wututu-uv vada.
T R ) ' 2 . .
VoV ViV v v v Derivada de un cociente

Demostrar: (u(uw))' =y '(u) u'(x) (Derivada por la Regla de 1a Cadena)

Si: /m = u

(v
[ n - / (x)
h

u -
(Ve . a) Vi) -

u
Wiay * Ve omy ™ Vi)

Funcién dada‘, La funcidn: u depende
de la Funcién: v ; A su vez v depen-

de de: x

Definicién de Derivada.

j u(”m’

Reemplazando, sumandoy restando

en la

= Lim Lim

h-0 h h-o h internamente: Vo

u -u - Se multiplica y divide por v -V

= Lim Zaven ) W Yixony Yy . plcay ‘ P " Ten T
B h”: v - h Cambio de variable: Av = v, -v

) ehy T primera fraccién.
= Lim Yuooam ~ Y Yaem Vg Note que cuando: h tiende a cero. Av también
=0 \

h-0 Av h tiende 3 cero.
=y v =u'v’ Regla de la Cadena.
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Demostrar la Regla de Derivacién de Potencias: (x™)* = mx™"'

[ - Lz’m‘ f(xoh) - f(x) Siv [ =x" Funcién Potencial 3 derivar
@ Y .
h-o h Definicion de Derivada
m - m
= Lim g:ﬂrl——i- Reemplazando en la defini-
h-0

cibn, tanto a la Funcién

m .. m{m-1 . incrementada:
[xm+_xm 'h* ( )x’"zh2+...+h"‘] _xm o
[(x,h) = (x + h)" comoala

= Lim
h-0 h misma Funcién: [(x) =x™
N mm-1) .
Dymip s —(——-—)x"' hT « .+ h™ Desarroliando por el Binomio
= Lim x 2! de Newton.
h-o h Simplificando en el numera-
h(ﬂxm-' . m(m'_l) xm-Zh ..+ hm-l) dOf:
I
= Lim I 2 factorizando: h
h-0 h . g .
Simplificando y luego apli-
= Lim (TT x™ e _"l%;_l)x’"‘zh ..+ h™"Y. cando el Limite.
h-o 1!
= Ln_xm-| = mxm-l

6-8 i Demostrar la Regla de Derivacidn de Exponenciales: (@*)” = a*lna

[ = Lim /(xoh) B /(x) Si: [ =aF Definicién de Derivada y Funcién Exponencial,
L h * que se va a derivar. o
- lim a*h - q* Reemplazando en 1a Definicién.
h-0 Factorizando: a * (Que se comporta como una
, ., a L T at - | constante. ya que la variable para el Limite es: h)
= Lim a”( P ) =a” Lim( A ) Aplicando el Limite del Teorema T5-9, se obtie-
h-0 h-0 . . .
‘L « ne la Derivada de la Funcién Exponencial.
=a’lna

Demostrar |2 Regla de Derivacién de Logaritmos: (Lnx)’

!
X

[, = Lim __._____[""" - f"" Sit f,, = lnx Por la definicién de Derivada y la Funcién Logant-
n-0 h ; mo Neperiano
X+
Lt =B - L Ln Reemplazando la Funcién en la definicién de
- Lim kxR - lnx X Derivada.
h-0 h n-o h . . ,
Aplicando la propiedad del Logaritmo de un Cc-
o h i Hn.
- tm Ltap e Y ciente y reordenando la expresion
n-0 h b4 .

Luego usando la Propiedad de!l Logaritmo de unz
Potencia. para asi llevar al exponente a: 1/h

Reordenando el exponente de manera que s2
tenga la forma del Limite: e (Teorema T5-8). en 2!
, exponente se muitiplica y divide por: x

La expresion entiz corchetes es. e. asi se logra '3’
Derivada del Loganitmo Negenano




Demostrar la Regla de Derivacion: (Sen x)' = Cos x
fooory =1
oyt (x+h) x) . - ., . L, . n
[ = Lim — Siv fyy = Senx Funcion Trigonométrica a derivar: Sen x. 22em-
h-0 plazando en la definicién de Derivada
_ ;. Sen(x+h) - Senx :
= ﬁlm p Reemplazando la Funcién a derivar.
-0 .
. Senx Cosh + Senh Cosx - Senx Desarrollando por el Seno de una Suma
= Lim .
h-o h Factorizando: Sen x
- Ljm Senx(Cosh - 1) + SenhCosx Reordenando y aplicando el Limites de: P-5-33-
h-0 h e. ademids del Teorema T5-10 sobre las 2xpre-
- siones entre paréntesis.
= Lim Senx(COSh |) +(Senh)Cosx . s
h-0 R R Derivada de la Funcién Seno

= Senx(0) + (1)Cosx = Cosx

629%| Demostrar la Regla de Derivacion: (Cos x)' = - Sen x

foum =/ .
[ = L ﬁ—h)h—(ﬂ i Sit [, = Cosx Funcién Trigonométrica a derivar: Cos x
h-0
U Cos(x + h) - Cosx Definicién de Derivada.
h-o h Reemplazando
= Lim Cosx Cosh - SenxSenh - Cosx Desarrollando el Coseno de una Suma
h-0 h Factorizando: Cos x en el numerador -
< tim Sosx(Cosh - 1) - SenxSen h Reordenando y aplicando los resultados de: P-
h-0 h 5-33-3, ademds del Teorema T5-10.
= Lim Cosx (SZR=1y _ en x(;gf.:_'.'.) Derivada de la Funcién Coseno.
h-0 h ‘

= Cosx(0) - Senx (1) = -Senx

Demostrar la Regla de Derivacién: (Senh x)' = Cosh x "
. , /(,-m - fa . .
[ w = Lim ~—h Si: /(,, = Senh x Funcién Hiperb6lica a derivar: Senh x
h-0
. Lim Senh(x + h) - Senhx Definicion de Derivada-
h-0 h Reemplazando -
et - er e Usando la definicién de |a Funcién en té-minos
i 2 2 de Exponenciales
= Lim ‘
h-0 h Simplificando y ordenando
= Lim et et et e Factorizando y reordenando de manerz e se
h-0 2h pueda aplicar el Teorema. T5-9
= Lim e_x(i’_') - ‘_"(&)
h-0 2 h 2 h
X ~X 4 -X
=S (tne) - E-tne) = EZ5— = Coshx -
2 2 2
Demostrar |a Regla de Derivacién: (x) = !
Si. f,=x= x' funcién a derivar (Funcién Potencial con.m = 1)
x
ffoaex' ax® =t Apl:cando el resultado de P-6-7 (Demostracion de Derw:izsi de
"’ Pzrancias)
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g DERIVACION [DE RN GIONES |

En la practica, para derivar Funciones, es muy conveniente el uso de la TABLA DE DERIVADAS (VI-2). Algunas
de estas Formulas se demostraron por su definicidn. (Como la varizble es siempre x en todas las Funciones. sz
usara la notacidn directa de: f, f' para una Funcién y su respectiva Derivada).

DERIVADA DE POTENCIAS

R

e A
t

Ei6-3 Sii [=x' = [ =7x"" =7x* Para derivar por'es‘ta Regla de dgrivacién: Se baja la potencia
que queda multiplicando, al mismo tiempo en el exponente
se quita | a tal potencia. Simplificando luego.

I En los tres Glti-
5 mos ejemplos.
2 2‘/; antes de derivar,

-8 [as expresiones se

. - o reordenan, mos-
trandose como

-1 potencias (frac-
CioNarias o nega-

|
f=x% = [ =47x% V; _3 3]\/;;7 tivas).

Luego se derivan; el resultado se vuelve 3 ordenar.

DERIVADA DE CONSTANTES U
_ x

|

L
1

|

[’ = 0 LaDerivada de toda Funcidn constante es directamente igual a cero.

I

m
:
v
n
4

Derivar:

f=5 = [ =0 f=m?+ \/'5' s1 = [ =0 La Funcién constante

puede adoptar diversas

-1 = [ =0 [=1lnd + Senﬂ = [ =0 formas. pero su Derivada
2 2 es siempre cero.

|

DERIVADA DE CONSTANTE POR FUNCION

Ei6:5 Sit [ =3x® = [ =3(8) = 24x’ La constante que multiplica a una Funcion, sigue lvego
, multiplicando a la Derivada de tal funcion.

Derivar:

NS N I NP . «__ 15 Enlasdosditmas
[=4x = [ =12 f i Sx = [ =-15¢" = - funciones, pre
f=3x = [ =3 viamente 2 j23f-

f=5/% =5k o [=2gm. 3 denalapoierca
2

f=2" = [ =2mx"" 2‘/; fuego se dzrvi
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DERIVADA DE EXPONENCIALES g

it

Ej6-6 Sii f =73 - [" = 3*In3 La Derivada de una Exponencial es la misma Exponencial. por el
Logaritmo Natural de su Base.

%
i |

2*In2 f=e" = f'l=e’Lne‘=e’

/f (%) :, f' = (%)an-% =-2"1n2

~—
H]
Q
>
§
~—
n

10°Ln 10

DERIVADA DE SUMAS A‘ ! |

3x2 + 7x®  La Derivada de una Suma. es igual a la Suma de las
Derivadas.

Ei6-7 Sii f=x>+x" = f

Derivar las siguientes Funciones, usando la Regla de derivacién de Sumas:

f=x*+6x+2x’-3x>+8 = f'=5x*+6+6x?- i5"

- . 4 1
=8X*'|—=8xln+x-l“ = f/=4x|ﬂ___x$/4=__

' B

IR

Ej 6-8 [ =x'2 +Senx = [’ =12x" + Cosx Paraderivar se usan Reglas antes indicadas.

)11

- DERIVADA DE OTRAS FUNCIONES i %‘,

‘,
~
1L
X
—o-—3
25

N

[ =x®-Cosx + SSenx = [~ = 5x*+ Senx+ SCosx Derivando directamente de acuerdo
a las reglas anteriormente mencio-
f=x"«+ T +7lax+7 = [ =7x*+7"ln7 + - nadas. para cada caso.
X
[:4',x"4,i+1+v;=4'+x4+4+4x"+-I-X*XII“
4 4
[ =g v a4 ~axt et LMo gng e - L1,
4 4 x? 4 4‘x3

* 4 x® e+ 3Senx + xSen3 + Slax + xlns  Esconvenienteobservarcuidadosamente para

detectar cuales son constantes y cuales las

"ze® +ex®' + 3Cosx + Send + st o ins  variables. :
x

[=ce
[

- X En esta Funcion se desarrollan
[={2x + ¢t + (n (—2-) + Sen(x + 2) algunos de sus Términos. Luego

de derivar. se vuelve a agrupar
=2 x" +e*e? - lnx-1n2 + Senx Cos2 + Sen2 Cosx g

X

; -4 | | 2 2o i
[*= ﬁ%x 7 . e%e? « — + CosxCos2 + Sen2(-Senx) = 3 !—X- et~ « Cos(x - 2)
X
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DERIVADA DE PRODUCTOS ii .

!
’?*‘LW

(x%) Senx + x* (Sen x)’ Aplicando la Regla de Derivacién de Produc-
tos. (Se deriva el 1 factor copiando el 2%,
luego se copia el 1¥ factor derivando el 2%)

Ei6-9 f[=x%Senx = [

n

5x4 Senx + x* Cos x

Derivar las siguientes Funciones usando !a Regla del Producto:

f = x> Cosx = [’ =3x™Cosx + x*(~Senx) = 3x’Cosx - x*Senx  Note |2 generaliza-
| cién a tres factores,
f=x*lnx = f = 5S5x**Unx + x*— = Sx*lnx + x* de la regla del pro-
X ducto en las dos
Gltimas Funciones.
f=x%3 = f'=8x"3 +x*3n3 :
[=x"Senx4® = [ =9x"Senx4" + x’Cosx4" + xSenx4"In4

[ = x"Lnx Cosx

,'I

b

7x®Lnx Cosx + x” L Cosx + x” Ln x(-Sen x)
X

7x®lnxCosx + x®*Cosx - x' LnxSenx

DERIVADA DE COCIENTES MTRUR IR R
| 'f"ﬁ’“ﬁ!i% TR
T
E{ 6-10 / Sen x s Senx)' x> - Senx(x’)’ . PorlaRegladederivaciéndécdcientes:

x? (x%? Se deriva el numerador se copia el denomina-
c 3 g 1x? dor, restando luego la copia del numerador por.
g SO5X X enx °x la derivada de! denominador, dividiendo todo

x® entre el cuadrado del denominador.

xCosx - 3Senx Simplificando la Derivada obtenida.

xl

Derivar las siguientes Funciones por la Regla del Cociente:

x| b TP e 1) < (xT e 1)3x? 4x® e 7x® - 3x? Por la Regla del
== = [ 3. 2 T T e L cociente.
x”+1 (x*+1 X" +2x° + 1|
Al derivar el nume-
x? = ['= Sx*Senx - x* Cosx rador o dencmina-
= Sen x i (Sen x)? dor, se aplica I3
Regla correspon-
x e, , 3xM3F-1) - (x4 1)3*n3 diente 3 cads Fun-
f= = [= x 2 cién
- (3*-1)
En los dltimos Co-
x?Sen x f (2xSenx + x2Cos x)(x* + 1) - xSenx Sx* cientes, ademis se
f= H = i (3« 1)? derivan los Preduc-
Xl tos indicados que
-3x%Senx + x"Cosx + x*Cos x + 2xSenx se presentan en los
= 0 s numeradores o
XU e2xted denominadcres.
/ x%e* v /" (Bxle*+x’eN(xlnx + 1) - (x’e* + 1)(Lnx - x(1/x))
2 —— =
xlax«+| (xlnx = 1)?

Ti7s -




DERIVADA POR REGLA DE LA CADENA |

)

/ oo .
Vg - SE US3 cuando se tiene Funciones Compuestas.

LaRegladela Cadena se escribe también {u[u ]}’ = u(i)
(x)

Ej 6-11 f

2

Senx)" = Es una Funcién compuesta cuya Derivada precisa de la Regla de la

Cadena. » 1
7(Sen x)° (Sen x) ’

Se deriva previamente la potencia 7, (Mientras se deriva para esta
7(Sen x)® Cos x potencia, la Funcidén Seno no se madifica), luego se multiplica por la
derivada de la Funcion Seno. Ordenando resultados posteriormente.

7 Sen®x Cos x

5% Derivar las siguientes funciones (Por la Regla de 1a Cadena)

f = Sen(5 + x?) = [ = Cos(5 +x*3x?
[ =(x>+7Senx + 1) = [ =5@x>+7Senx+1)(3x? + 7 Cosx)
A PR 7 L
= + 2 = Hin = = —{l'+x ) =
f={tex?=(+x) fr= =t —
[ = Senx + Sen Sx + Sen(x’) = [ =Cosx + CosS5xS + Cos(x®) 5x*
[=e +e™ + ™, PR = [ =ef+e4 e Cosx + e"l'l""(Zx—B)
/=4"+4"”‘*Lnx+Ln(l+x’) - /':4‘[_)’]44-4"”[_{147-».1.* | 33X2
X ] ex
f = Ln(Senx) + Sen(lnx) o "2 ——Cosx + Cos(lnx)~
Sen x X
[ = ex‘ + e" + 40. = ": = ex‘4x‘3 - el‘4XLn4 + 4('Ln.4e‘l‘ .‘
[ = Sen(x’e™ + 1) o= = Cos(x’e* + I)(Sxfe’fxse-‘)
f = {Sen(2x* - 1)} = [ = 3[Sen(2x* - 1)}*Cos(2x* - 1) 8x*
f=(tn(x? + 6x + 1)} = [ =9[ln(x?+6x+ l)]’—z——lf-‘——(2x+6)

x°+6x+ |

DERIVADA EN UN PUNTO

La determinacién de la Derivada de una Funcidn, puede realizarse de acuerdo a las anteriores Reglas. La

determinacion de la Derivada en un punto, requiere del simple reemplazo del punto, en |a Derivada antes
calculada.

Ej 6-12 Se derivan funciones y se determina el resultado de la Derivada para un valor de su variable.

y s [ﬁr) = 3x? +7x -1 ; Calcular: /'(4) Dada la Funcién. se deriva por Reglas conoci-
= [, =bx+7 = f‘m = 64+7 =31 das. Reemplazando: x = 4
b)
Si- fm = xle* » (3x +2)* ; Calcular; /l(o)
<. r, 1, . La funcidn se deriva por Reglas conocidas
= w * 2xeT - xTe 3x»2)73 Reemplazandoen: x = 0
[T = 20€°+0%e%+ 53 0+2)*3 = 240
¢) S, = . (x-3)" : Caleular 7, N1 !a Funcién ni su Derivada estin defin-
Tox-3 - dasenelvalorde: x =3 No existe: [
b 'l .
= : = (-] . e s - = a
f,m (-0 -3) el .
176 - T
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La Derivabilidad es el estudio de |a existencia de la Derivada de una Funcién.

En |3 definicidn de la Derivada de una funcién f_ en. x =q

’ HIMHEARHA
(i!: -;L‘fmj kil i
AR TRTHTT

Si existe el Limite en x = @; entonces: fm es Derivable en x = g . Siexiste el Limite para todo: x del Dominio
de: ,m entonces: f(x) es Derivable para todo x.

Lo anterior en la préctica significa que: Una Funcidn es Derivable. siempre y cuando sea Continua y no posea
Puntos Angulosos.

Siuna funcion es Derivable en x = x, entonces se puede concluir que la Funcién estd definida en x = x, ademas
es Continua en ese punto. La conclusion en el otro sentido no es correcta, ya que una Funcién si esta definida
y es Continua, no necesariamente es Derivable (Ya que podria tratarse de un Punto Anguloso)

Wy -

La funcidn es Derivable entodo: x exceptoen: x = | ;ya
que en ese punto la Funcidén no es Continua (P-5-45)

£s decir que la derivada de 1a Funcidn existe para todo x
diferente de |.

¥, e

La Funcidn es Derivable en todo: x exceptoen: x = 0: ya
que en ese punto la Funcién tiene un Punto Anguloso
(La Funcion es Continua para todo: x)

Determinar si: Im = 3x? :esDerivableen:x =a = |

o fom e De acuerdo 2l con-
[ = Lim T cepto de Cerivabili-
e dad:

3(1 + R =312

[ = Llim El Limite existe, de

M e h valor 6. por tanto la

6h+h? Funcién es Deriva-

= Llim =Llim{6+h) =6 bleen: x=a=1
o h h-0
Determinar la Derivabilidad de: [, = (x - )%+ L
La funcién indicada, es Continua, para todo x . sin embargo - Y_ .........
posee un Punto Anguloso en: x = 2; por ello no es Derivable Ay B

en. x =2

St se deriva sin el andlisis anterior se obtendria:

: . 2
fo ==t = [y = s
. Six - 2)° X
~ : - -2 0 2 3
Indentemente no existe la Derivada parz x = 2 (fzr no )
acentarse 'a divisién entre cero)
) - 177 -




DERIVADAS LATERALES

La Derivada Lateral Derecha de: [(x) en x = q, se define como:

f(a by " f(a)

f @ = Lim ;
h-o’
La Derivada Lateral 1zquierda de: /(x) en x = g, se define como: f -t
[ = = Lim {a +h) (a)
(a) A
h-0"

Note que respectivamente se usan los Limites Laterales Derecho e Izquierdo:

Ei 6-14 Secalculan las Derivadas Laterales de: [m =|x-2jlenx=qa=2

Derivada Lateral Derecha

[ = Llim .f.("_l'.’__[(“_) z
(a) he o h
[ = tim |2+h - 2| -2 - 2
. h
h-0 :
tim Pl B g2 =)
h-or h o b heor '

La Funcién posee Derivadas Laterales en: x = 2 ; respectivamente de valor: |; -1

f - La Funcién no posee Derivada en x = 2; ya
(7" = Llim fa+h) ‘(a) .
@ =L -——h—- que en ese punto, sus Derivadas Laterales
h-o° son diferentes entre si.
.- . j2+h -2]-12-2| Esta situacion de que existan las Derivadas
[ = Lim .
(2) b o h Laterales, pero no la Derivada en el Punto es
Ih| -h usual en las Funciones Especiales. por la
= lim &= = lim — = lim ~-| =-1 presencia de Puntos Angulosos como el visto
h-0' h h-0" h h-0 enx = 2.
t -1
i 6=2§1 Hailar las Derivadas Lateralesen: x =a = 1 de: X2 X< |
[ =
= l-x x> |

Derivada Lateral Derecha

faony - 3

[,.(u) = lim (a «h) /(a) .§
h-0° h H]
T (I (A1) R UR) 3
. h E

h-0 %

_ -h

= Lim — = Llim (~1) = | >

n-or h h- o' i

Derivada Lateral lzquierda

RERT I
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[(a n " fm Los Limites Laterales en ambos casos existen,
f @ = Lim ——— por tanto las Derivadas Laterales también exis-
h-o h ten, respectivamente son de valor: -1: 2
2 ) . ‘ .
f'° = Lim {-h” -7 Los Limites Laterales. son diferzntes entre si por
" h-0 h tanto no existira Limiteen: x = a3 = |
. 2h+h? , , Par tanto no existe Derivada en ef valor de ¢ =
= lim ——— = im (2 «R) = 2 =
, R c )
2-9 N n-0Q
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= |x|

Utilizando la definicién de Valor Absoluto:

X x>0 ]

x>0
)(=IX|= 0 X=O :[”=lxl’= B X=0
-x x<0 -1 x<0

No Existe Derivada en x = 0: por tratarse de un Punto

Anguloso. Por tanto la derivada de la Funcién Valor
Absoluto es 1a Funcion Signo

Derivar: [, = f[xl

Utilizando la definicidn de 13 Parte Entera:

-l -lsx <20 0 -1 <x<0
0 Osx<| .10 O0<x<|
‘[XB—I | ¢ x <2 [[X]]_O I <x <2
2 2sx<3 0 2§x<3

No Existe Derivada en los Enteros, ya que en estos puntos
fa Funcidn no es Continua. En los restantes Reales es cero.

6228] Derivar: fo = {x}

Utilizando |a definicién de 1a Funcidn Distancia;

-x =1/2sx50 -1 -1/2<x<0
(el = X 0sxs t/2 {x}'= ! 0 <x< {2
f=-x 1/2 sxs | -1 12 <x< |
x-1 l sxxg 3/2 ] | <x<3/2

No Existe Derivada en los multiplos de 1/2; ya que en estos
se hallan los Puntos Angulosos.

Dertivar: f

m ® SCN(x) = M

X
Utilizando la definicién de 1a Funcién Signo:

1| I x>0 Ix] 0 x>0
— = 3 x =0 é(———-)=a x=0
X -1 x<0 X 0 x<0

No existe Derivada en x = 0; Funcién no definidaenx = 0

Derivar [, = [x?-1]

SR

LT PO SO SN

; i 1{: ...... : e
2 a0 1 2 X
X
% o 2
.00..._(). ~ --O-—O-O——-O ..........
iy
N x
- [/
2 P ks
‘ IR
19 1 T
i P X
-2 o i 2 4

x?-1) x*-1>0

fg=1x'-11 =10 x}-1=0
-x?-1) x'-1<0

2x x1-1>0

l'u)=:x2'll'= 3 x2-|=0
\ ~2x x1-1 <0

La Derivada no existe en los dos puntos Argulosos
de 13 Funcidn.




Una Funcién es No Derivable en: x = 5,
por no ser Continua o poseer un Punto
Anguloso en ese valor, luego:

i
Por no ser Continua en:x =5 f,, = TS

Por poseer un Punto An- _
gulosoen: x = 5 f"" = Ix-sl

Indicar dos Funciones No Derivables en x par, Derivables en todo otro: x

Nuevamente se consideran las con- e o o e

diciones de no derivabilidad, esta vez o : o

para: x par aoli

Por no ser Continua en [ = ﬁf_]] ;

X par: ® P P b X -
Por poseer Puntos An- x Pipi2i4:r ;021 41X
gulososen xpar [l = (:} — LA et el et

Indicar una Funcién definida para todo: x. no Derivableen ... v

ningun x 1 : : : : :
Una Funcién no Derivable en ningun x, deberia ser Discon- SR R T L Hrere
tinua para todo: x; o también una funcién que posea P e X
Puntos Angulosos para todo: x . P . 2 4
! X € ' AR ERLEEEEE] 4’
Por la 1*? posibilidad: [ = 2 D Y P et
W -1 xeQ

34 | Indicar una Funcién Continua para todo x; No Derivable en ningin x € R

Para no ser Derivable en ningtin x; siendo Conti- sl Y-
nua para todo: x, necesariamente la Funcién e

deberd poseer Puntos angulosos en todo x {x}

La Funcién Distancia. cuya evolucién se muestra 0 i 2

en '35 gréﬁcas' puede incrementar sUs pUntOS ‘ﬁY ........................................................
Angulosos a medida que crece ny si se suman las {2x}
funciones Distancia, con todo n. La funcién

poseerd Puntos Angulosos, para todo x 0

f = Y, inx}

LEY

Indicar en que Puntos existe Derivada. para las siguientes Funciones:

[m = xl-3 = f'm = 2x Existe Derivada para todo: x € R
[ =3 = [, =313 Existe Derivada para todo: x € R
n
N : : . +

/m = Inx = w " - Existe Derivada para to_do_. x€R

= . Existe Derivada paratedo: x € R
[‘,)~Senx = /m=Cosx ] s td. .

= . xiste Derivada para todo: x € |
fil) I = f ) =0 p ' ]
f , = - [ o= No Existe Derivada para ningin x € R
Yie m 50 !
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La Derivada de una Funcién es también otra Funcién, por tznto podria a su vez derivarse, obteniendo asf la
llamada Segunda Derivada, ésta al derivarse determinara la Tercera Derivada y asi sucesivamente. '

A partir de la Segunda Derivada, se llaman Derivadas de Orden Superior.

Si: [ Funcién original [/ Primera derivada

(f"y =f"=f2 Segunda derivada

(/" =" = Tercera derivada
=" =™ Eaésima derivada
Ej 6-15 f=x?-4xteTx+1 Funcién original
[ = 3xt-8x+7 Derivada (O Primera Derivada)
[ = 6x-8 Derivada de la Primera Derivada (O Segunda Derivada)
[ s 6; Derivada de 13 Segunda Derivada (O Tercera Derivada)

Las condiciones de existencia de las Derivadas de Crden Superior, son equivalentes a las condiciones
. de la Primera Derivada.

| 6236 Hallar hasta la Derivada de Orden siete : Si: f = x> +x> -1 ; g = Senx + |
[=x3+x®-1 . g =Snx P Otra notacién para las De-
[ o sxd s 32 g = Cosx Primera Derivada rivadas de Orden Superior.
) . es la siguiente: f™ donde
[ = 20x> + 6x g =-Senx  Segunda Derivada

n es el Orden de Derivada.

e M - ' . -

[ = 60x2 + 6 g =-Cosx  Tercera Derivada Asi la expresion [T re-
f“ = 120x g = Senx Cuarta Derivada presenta a la Derivada de
f¥ =120 g® = Cosx  Quinta Derivada orden 7.

[¥ =0 g® =-Senx  SextaDerivada En los casos antericres se
, : . . muestran las Derivadas con
[* =0 g™ =-Cosx  Séptima Derivada ambas notaciones.

Hallar las Derivadas de Orden 2; Si: { = x*Senx . g = Cos 3x

[ = x*Senx g = Cos 3x Note la plena
validéz de la Re-
f* = 3x¥Senx + x> Cos x g’ =-Sen3x3 gla del Preducto
. 2 2 3 e . ydela Cadenaen
[°" = 6xSenx + 3x* Cosx + 3x*Cosx + x°(=Sen x) g Cos 3x3-3 las Derivadas de
= -x2Senx + 6x?Cosx + 6xSen x = -9 Cos 3x Orden Superior.
‘. ]
6-38] Hallar las Derivadas de Orden 2. Si: [ L g =l
x>+
[ = x] - | g = e?x-l
x) 1
L Ix -
[ e I xd e 1) - (x2 - D3x? . 6x? g € 7
(X’¢|)z (X]"|)z g" =e“"7-7
.. le(xJ'l)z-6x22(x’+l)3x2 o l2x -2t
[ = = - = 9 x -1
x> = 1))’ (x* - 49¢e
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6-39] Hallar 1a Derivada Enésima (Orden: n) de: L

. W xsq
Para hallar la Derivada Enésima o Férmula general de Derivada de orden: n; es conveniente derivar unas

cuantas veces y observar la evolucién de las expresiones obtenidas. (No simplificar fas expresiones
obtenidas). A izquierda se anotan las Derivadas, a derecha se ordenan tales Derivadas

| ) e
[ = - = k-9 ‘ , b a) » La Gltima expresion
) _2 fr=0Entkea™ obtenida es la Deri-
}j' = (-)x+a) . [ = (-1 2 (x +a)”? vada Enésima.
= (-1)(-2)(-3)(x + . «dez total, debe aun
[ = (-1)(-2)(-3)(~4)(x +@)° = (-4l x+a)? demostrarse por In-

_ = .. duccién Matematica.

= (DD @) [ = (<) Rl ea) Y

6-40] Hallar la Derivada Enésima de: fo = *

f = 25! R | ,’ = ZSX '
, sx , Sx Previamente  se
[7=27(n2)5 [7=27(n2)5 calculan varias
=2 (tn2)s] (Ln2)5 [ =2%(n2)?s*  Derivadas, para
s ., Sx 33 luego ordenarlas
f = (27" (ln2)5) (Ln 2)5(ln 2)5 f =2 (ln2)° 5
_ _ Se comparan los
T T resultados que se
[ = 2% (tn2) 5] (Ln2)5(Ln 2)5....(Ln 2) 5 f™ = 2%(n2)"s"  obtienen.
%1} Hallar 1a Derivada Enésima de: f,, = Ln(ax + 5)
f = Ln{ax + b) f = Ln(ax +b)
[' = ! ba:(ax...b)"a [' =(ax4!'b)"0
[ = (axx;(ax b)?aa [ = 0 e )l
v * ' T e T P RTS P
[ = (-1)(-2)(ax +b)  awa foom ey pexe b e
fv = (-l)(—2)(-3)(ax+b)"a'a-a-a f* = (-1y3ax+b)"a
[ = (=1)(-2)..[-(n - N}(ax + b) "aaa... f™=(-0"""(n-1)(ax+b)"a"

Hallar la Derivada Enésima de: f(x) = (ax + b)"

[ = (ax +b)" f = (ax +b)"
' ! m-
f’ :m(ax,b)m'|a [»: (m_l)!(ax+b) a
.. m! -
[ =mm-1)ax+b)" "aa [ = T (ax +b)" ?a’
[**" = m(m-1)m-2)ax+b)" *aaa frrro= M (ax +b)"a’
(m - 3)!
[ = mm-1)(m-2)(m -3)ax +b)" *aaaa fv = m! (ax +b)" *a?
(m - 4!
— ) m meag
™ = mm-1)m-2)..[m-(n-NHjax +b)" "aa.. [ = (m - n)! fax+ b
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6243 Deducir una férmula para la Derivada Enésima de: f = Senx : g = Cosx

f=Senx = Ser{(x +0) g = Cosx = Cos(x +0)
[’ = Cosx = Sen(x +1 -T-T-) g’ =-Senx = Cos(x + 1| E) En ambos casos las
2 Funciones Trigono-
n n métricas tienen un
f” = -Senx = Sen(x +2 ;) g” =-Cosx = Cos(x +2 —2-) periodo de 21 Ra-
dianes.
n m

]{/H =-Cosx = Serl(x +3 ;) g/” = Senx = COS(X +3 7) Al repetirse la mis-
~ ma funcién cada 4
¥ = Senx = Sen(x + 4 _11) : gV = Cosx = Cos(x+4£) brdenes de deriva-
2 cion, es suficiente
= = con agregar: 2 ni/4
n - ~al dngulo. cada vez

f™ = =Sen(x+n -2-) g™ = = Cos(x +n7) que se deriva.

441 Deducir una Férmula para la Derivada Enésimade: f = Cos2x : g = Sen’x

f = Cos 2x = Cos(2x + 0) i g = Sen’x _Para el se-
'/ _ n gundo caso,
f' =-Sen2x2 = Cos(2x + 1 7)2 g - | -Cos 2x se usa una
n 2 ldentidad
f” =-Cos2x2:2 = Cos(2x +2 -2-) 2? e Trigonométri-
g = — -—~Cos 2x i
. o 7 3 . c[a y se alph;a
[ =Sen2x2-2:2 = Cos(2x +3 —)2 | e lresqta 0
i g™ = - Cos(2x +n ﬂ) 2n ?Sn;é:lmera
f¥ = Cos2x2:2-2-2 =C‘os(2x+37)2‘1 2 2 ‘
™= - = Cos(2x +n —g) 2"
Deducir una Férmula para fa Derivada Enésima: ,  7x-1

x-2x-3
En este caso, no es conveniente derivar directamente, ya que las expresiones se complican. es preferible
separar la Fraccién como una Suma de Fracciones Parciales, de acuerdo a un Teorema Algebraico.
f = x -1 7x -1 _ A . B Alx+!)+B(x~-3)

Xl-2x-3 (x-3x+1) x-3 x+I (x-3)(x+ 1)

Las Fracciones Simples poseen por numerador a una constante (Cuyo valor se determinara luego) y por
denominador a uno de los factores del denominador original. Igualando numeradores de la fraccién
original y de la suma de fracciones simples.

Tx -1 = A(x+1)+B(x -3) Reemplazando valores adecuados
Siix =3 73-1 = A3 +1)+B3-3) = A=5 enxse calculan las constantes.
X =1 7(-1)=1 =A(~1 +1)+B(-1 =3) = B =2
Por tanto: | = 7x-1 5 + 2 La Fraccién queda expresada como una Suma
: -2 -3 x-3  x+1 de Fracciones Simples.

Aplicando los resultados de las Derivadas Enésimas del anterior Problema de P-6-39.cona =-3;a =
I respectivamente. obteniendo: :

[M = s (=0)"Al(x=3)""" « 2(=1)"n!(x+ 1) Factorizando. se obtiene la expresion

o final de la Cerivada Enésima.
s (- R[S (x -3 e 2(x e 1))
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FUNCIONES EXPLICITAS

Son aquellas Funciones que presentan la forma: y = f( . ; mostrando una relacidn explicita entre las variables:
x.y {y estd despejada en términos de: x)

Son ejemplos de funciones Explicitas

Ei6'l6 y 2+Sx_|

y

x%Senx + Sx Para derivarlas se recurre a las Reglas de Der':vacién antes estudiadas.

FUNCIONES IMPLICITAS

Son aquellas Funciones que presentan la forma: F(”)
x. y (y no estd despejada en términos de: X)

= 0 ; asumiendo una relacién implicita entre las variables:

{1 6- 2 2 - I . .

Ei6:17 x° » y:-1=0 Son dos Funciones Implicitas, donde se asume que:
SeyPeyex-1=0 y = [y
o, . - Algunas Funciones Implicitas pueden convertirse en
SitxPryt-l=0= y=yl-x Explicitas (Despejando: y). como en el dltimo ejemplo.

Sin embargo no toda Funcién Implicita, puede convertirse en Explicita. Como fa 2% Funcion anterior
(Debido a que no siempre es posible el despeje de: y) '

Para derivar Funciones Implicitas, asumiendo siempre que y = f se aplica la Regla a los Términos de y (Por
tantosiy = [ su Derivada es: y) »

Ei6-18 x5 +y>-

Funcion Implicita dada

sxf«3ylty’ = Derivando implicitamente (Se derivan todos los Términos, los de: x
. 5x 4 por Reglas conocidas, los de y tambnén pero Iuego se multiplican
= vy "= pory’). .
3y
Despejando luego la Derivada: y
Ei 6-19 x9+y7+3x4+5y3 =0 .
" o ) - Funcidn Implicita dada.

9x” +7y°y +12x" + 1S5y°y" =0 : o
- 2 s 3 Derivando implicitamente (Se derivan

y (Ty” +15y7) = -9x" - 12x todos los Términos)

8 3
=y =- Ix "+ 12x Factorizando: y’ . para luego despejar

b*lsyl

Derivar implicita y explicitamente: x? »y? = 1

Derivada implicita Derivada explicifa
$eylol=0 x? eyl =1 =0 A rDi\fasr;?gloandoy. De-
. =1 - 1 _ |- xz 2
2x + 2yy’ =0 = y=yl-x"=( ) Ordenando el re-
- ftado
. X . { -1 _x sd
= -— = = —(1 - x) (- 2xX) =T = =~ —
=y y Y 2 /l %l y  Pordespeje pravio

Los resultados de ambos procedimientos son los mismos. note la sencillez de la resolucion por la Derivada
Implicita £1 ambos casos. los resultados se expresan en términos de las variables: x. y
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=471 Derivar las siguientes Funciones Implicitas:

3 2 2 _ ., , e . . ..
y ' -xt vy =1 Dada la Funcidn Implicita, se deriva implicita-

yly -2x+2yy’ =0 = y' = = mente. Luego se despeja la Derivada; y
3y’ +2y
b) ys+x4+y4+x2+y—_—5x ‘
—ax? - : 1
Syy e dxd v dydy e 2xey =5 =y = ST I
Sy cdy’et
0) yxl e xd eyl En la Derivacidn del Primer
: -3 2x - 3x? Término, se usa fa Regla del
yly‘xieylax + 3xTe2yy’ =0 =y = Iy axTox Producto.
3y2x?+2y
d)  x3y% - x%y? = ‘
2 _c 4,5 ~ 5y 3y :
sxlyd e x3syty -2xy?-x¥2yy =0 = y = 2y Z Xy 2y Xy i
Sxiyt-2xly  sxty’-2x '
e 3.
) y | _ yz = |
x?+ 1
. 3 2
yly e 1) - (v - 1)3x? Sy =0 =yl o= y®-1)3x
x>+ 1) Iyix? + 1) - 2y(x? + 1)?

Derivar implicitamente las siguientes Funciones de diversa naturaleza:

. ., Cosx+i
2 Sery -Senx+y-x =1 = Cosyy -Cosx+y -1 =0 = =-CTZ-S-;—:T
.
b . ‘ . _ ~Sen'xCo
) Senx -Cos’y = | = 3Sen?xCosx+3Cos’ySenyy’ =0 = y' = e xLosx
CoslySeny
9 ? x Para derivar el
Sen-)-(- =]l +x = x ly-xp° y y Cos — Término x/y se
y Cos ” =l = y = aplica la Regfa de!
y y -x Cos X cociente.
Yy
d ?
) e -ef-et e’ =1 = e’y'-e'-e"2x+e"2yy'=o - y.=e”2xe‘z
e’ + 2ye’

&) (nx’-y)ex’y’=0 =

(3x?-3y%y) eIy exdyly =0 =y s -3x? - 3xly(x -y?)

X -y’ Syt e 03} - yY)

nx? -yl = : . | |

D an(x Y ) X = COS(XZ . y2)(2x - zyy ) =1 = y = (___—__ _ Zx)-—

Cos(x? + y?) 2y

B)  SetxToyh oy

PR R P N 1
S Cosel Sy (2x - 2yy) =1 = Y= 2xe Coslx? -y*) - |

contyd Ly d
Zye"“" "Ccs(xz—y’)
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Ei 6-20 Hallar la Segunda derivada Implicita en:

S eyd e Funcion Imp!ic[ta dada

Sx+3y2y = 0 Derivando Implicitamente cada uno de los
o Términos de la Funcion.
= Y =" W2 » Despejando: y*, se obtiene la Derivada (mpli-
y cita.
3 n 4 . . : -
= y' = - (20x7)3y7) - (5xT)(6yy ) Para calcular y* “ se deriva y” porla Regla del
Gy Y? Cociente. Al derivar términos que contienen
(20x%)3y?) - (5x*) {6y (- 5x*/3y 2y ay.se debe multiplicar por y’

) 9y* Reemplazando la Expresion de: y’. por lo

obtenido anteriormente.
60x%> + 50x® e -
- ———;s—— Simplificando y ordenando.
y .

' 5.‘49] Calcular 1a Segunda derivada Implicita

25 -2 = | )
Funcién Implicita dada
X Y - .
2inz -2In2 = 0 Derivando implicitamente, de acuerdo a Reglas conocidas.

= y = 2Ln2 = %Y Despejando: ¥’ , simplificando el cociente por Leyes de expo-
2’ln?2 - nentes.
=y =22 -y) ‘ Volviendo a derivar: y', para obtener: y

- Reemplazando la Expresién de: y'
=2V (n2(1 -2 plazan P

y'=- = Si: x? +y? =R?
y
x2 + yz = R2 o
2x + 2yy" =0 Funcidn Implicita dada .
=y = - x _ X Derivando implicitamente y despejando: y°
Zy y Derivando nuevamente para obtener: y' . usando
.y e YIXY Y x(-x¥) la Regla de Derivada de Cocientes.
y? y? Reemplazando: y’ , luego ordenando, reempla-
y? + x? R? zando la expresion original se demuestra lo reque-
= - )3 = - ‘y‘; rido.
6-51] Demostrar Si: » 4
alx?+blyl = gih? = y' = - a
beJ
Sit alx? s bly? = qlb? Funcién Implicita dada.
2 Derivando Implicitamente, despe-
. . a‘x . pe
al2x + b¥2yy' =0 = y' = - ;’ = jando: y’
albly - alxby’ albly - alxb}(-axbYy) Derivando nuevamente para obte-
= - = - ner: y . Reemplazandoy
(b 2y)2 b4y2 }
_ - 1 : s . £l numerador presenta la forma de
__alblyl+a x) . _ @y o a la Funcion Implicita originalmente

biy? b4 - bly? planteada. reemplazando queda da-
mostrado la Proposicion

WX S ATLIIY sy
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DERIVACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Para obtener las Derivadas de las Funciones Trigonométricas Inversas (En realidad de todas fas Funciones del Tipo
Inversas). se recurre a la Derivacion Implicita, por las ventajas que representa.

Ej 6-21 Si: y = Arcsenx Funcion Trigonométrica Inversa
Seny = x Por definicion, despejando: x
Cosyy’ = x Derivando Implicitamente por sus reglas.
y! = . I Despejando: y". Por Identidad Trigonomét‘rica, se reem-

Cosy [ - Sen 2y plaza la expresion de: Cos y

_ I De acuerdo a la Ecuacidn anterior: Seny = x

Derivada de la funcidn, en términos de: x

Derivar las siguientes Funciones Trigonométricas Inversas:

y = Arccos x b) y = Arctanx
Cosy = x ! Tany=x-
-Seny y’ =1 Sec?yy’ = |
R N L |
Seny m y Secly | +Tan’y
R N | o
I - x? v S ex?

METODO DE DERIVACION LOGARITMICA

£l Método de Derivacion Logaritmica, es un método de Derivacidn de Funciones, mediante Logaritmos prévios
y aplicando luego la Derivacidn Implicita.

Este método permite también la demostracién de algunas Reglas de Derivacién.

Ei6-22 i y = x' Funcién donde: r es un NUmero Real (Racional o Irracional)

tny = In(x") Aplicando Logaritmos y desarrollando.

tny = rinx Derivando implicitamente por sus reglas.
| i . .
-y =r— Despejando: y
Y X .. .
| | Reemplazando: y = X' ; como originalmente se planteo 13
y ' =r—y=r—~x' Funcién. Simplificando.
X X
o Derivada de la Funcién. Esta Derivada es una generalizacidn
=rx de la demostrada en P-6-7
Sii y=u’ funcién donde: u. v son funciones de la variable x
lny = lnu"*) = v lnu Aplicando Logaritmos y desarrollando.
| . o .
' v =v'lnu ru —u Derivando implicitamente.
Y u Despejando: y°
/
y' = yw'lnu + U.L_‘_.) Reemplazando: y = u’
u

!
u

u'@’ lnu v —)
u
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x? Cos x

"

Ln(x?Cosx) - Ln(} +x°)
Ln(x?) + Ln(Cosx) - Ln(1 +x°)
2lnx + Ln(Cosx) - Ln(l +x°)

Derivar las siguientes Funciones. aplicando previamente Logaritmos.

Funcion dada a derivar ‘ )
Aplicando Logaritmos Neperianos a ambos miembros de la igualdad.

Desarrollando por propiedad del Logaritmo de un cociente.

Por el Logaritmo de un producto.
Por el Logaritmo de una potencia.
Derivando implicitamente.

Despejando y' , ordenando la expresi6n.

—y =2 + . l (-Senx) - (5x*) Reemplazando la Funcidn y por su expresion
y x Cosx | +x3 original, se obtiene la derivada requerida.
. 2 Senx 5x* x?Cosx ,2 5x* .
y =yl= - - ) = (= - Tanx - )
x  Cosx | +x? bex® X b +x®
b)
Funcién dada a derivar
Aplicando  Logaritmos a ambos
xd-xlog 2 miembros.
lny = n|(————) : .
x2-x-| Desarrollando por propiedades de los
: Logaritmos, tanto la potencia como el
= Ll -x? - 1) - Ln@x? - x - 1)] cociente. |
L _ Derivando implicitamente, por reglas
nocida
_l_y, =L[ | (4x* - 2) - ! (2x - 1)] conocidas
y 2 x%.x?- Cxtex-d Despejando y'
| 4x? - 2x 2x - | Reemplazando la Funcién: y por su
y' = Y-Z-[ o - = I expresién original.
x*-x*- xt-x- ,
g = 2x -}
x?-x-1
Derivar las siguientes Funciones usando (u u)/'= y' = u' lnu + vu—')
u
y = x* u=x y'=x'(l-Lnx+x-!-)=x‘(Lnx+l)
v =X X
|
y = x5 u=x y' = x**CosxLnx + Senx —)
v = Senx x
. u = Tanx ) . . Sec ’x
y = Tan’x y = Tan*x{1-ln(Tanx) + x ]
VU =X anx
= H x I
y = x* x y = x"[x*lnx+ )lnx +x"~]
v o= x
u = x 2 x?-3x-1
P! . = X M- - o=
y = x° ¥ v o= xi-3x-1 y x [(2x - 3)Lnx . ]
u=x 3 | 2
Yy =yl _ “ = x’(Clnx +3—) = 3x
y = x =3 Y »
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vz INTERPRETACION GEOMETRICA

Luego del estudio analitico de la Derivada, es conveniente estudiar |a Interpretacién Geométrica de la Derivada.

o "
Por Ia definicion de Derivada: /(;) = Lim [("——h’h—ﬂ
h-0

. Ay

SiAx = h; Ay = /(hh) —f(x) = [(i) = Lim -K— : Note que cuando Ax tiende a cero, tambnen Ay tiende
ax-0 4X

a cero.

Representando grificamente la Funcion: /(x)

El andlisis se efectua alrededor dei punto: (x.y)
Tomando: x, =x + Ax [ y, =y + Oy

La Recta: L2 que pasa por los puntos (x.y);
(x,.¥,) s una Recta Secante (Corta en dos pun-
tos a la curva)

Al disminuir Ax , la Recta L1 pasard por: (x.y):
(x,.y,): también es una Recta Secante.

Las pendientes de las Rectas LI, L2 son:

yz-y Ay y|-y ’ xl xZ
m, = =T —= . m = :
X, = X A x X, =X

Cuando Ax tiende a cero (Ay tiende también a cero); La Recta L pasard Gnicamente por el punto (x.y): entonces
se constituye en una Recta Tangente; la pendiente de esta Recta es:

- m &Y
ax-0 Ax
Sin embargo esta pendiente es también la definicidn de la Derivada, por tanto: ’L ) Ay [,
= [m — =
)
ax-0 Ox

La Recta Tangente al tener una determinada pendiente, tendrd también un angulo de inclinacién (). con
respecto 3l Semieje Positivo de las abscisas; por definicién de pendiente: m = Tan 8 : se tendré definitivamente

que: ’
W‘ U'A')H S} | U(Le]%
A
Por tanto. la Derivada de una Funcién geométricamente es una pendiente: Esta pendiente es de la Recta Tangente
que pasa por un punto de la curva.

Ej 6-23 Secalculala Pendiente de una ecuacién de recta

y = 3x + | funcién (Ecuacién de una Recta)

y =3 Derivando. su pendiente es una constante (y' = m = 3)

La pendiente calculada por derivacion, coincide con el concepto de pendiente de una Recta (Ver [V-5).
Se calculaba como el coeficiente de x. cuando y estd despejado. segun los conceptos de Ceometria

Analitica.
Ei 6-24 = x? .+ funcidn (Ecuacién de una Pardbola)
R Cerivando (y' es variable en términos de: x)

Y
S x=3 = y'=223=6 Al ser posible reempiszzar cualquier valor en x : se ¢btiene
cuaiguier valor como pendiente.
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Recta Tangente a una curva es aquella Recta, que pasa por un punto de la curva y tiene por pendiente. 13

Derivada de la curva en ese punto.

u Enfa Funcién: f, = x7 + |
La Recta Tangente en el punto Po(l.2). tiene por
pendiente a:
m = /’(x) = 2x
S x =1 = m=/"(|)=2‘l =2
La Recta Tangente pasa por el punto Po(!.2)

En la curva de: /;x) = x? - 4x + 5 la pendiente es:
m=f,=2x-4
Sii x =3 = m=['m=2-3—4=2
Utilizando la Ecuacién de Recta, forma de Punto-Pendiente: 2
y-y, = mix-x) -
Po(3.2) = y=-2=2(x-3) = y=12x-4 2

Ecuacion de la Recta Tangente a: y = e™ "' enix =2

Paralacurvade: y = e "' :la pendiente es:
4

301Y

- v’ - plx-1
m=y', =€ 2

...............

Sii x=2 = m=[", =e¥?7'2 =407

ElPuntoix =2 = y =, = e¥? ! = 20.08

Por la Ecuacién de Punto - Pendiente: y -y, = m(x -x)
Po(2.20.08) = y -20.08 =40.17(x~2) = y =40.17x - 60.26

Silacurvaes:y = 4x -x2; Supendientees:y’ =m = 4 - 2x

El punto P(3.7). no pertenece a la curva. Por tanto la Recta
Tangente pasard por el punto P(3.7) y por un punto: (x.y) que
si pertenece a la curva. tal Recta Tangente serd de la forma:

y-y, =mx-x) = y-7 = (4-20)(x-3)

Usando la Ecuacién de la Recta Tangente y la Ecuacion de la

Hallar la Ecuacién de la Recta Tangente a: y = 4x - x? : que pase por: P(3.7)

curva, se presenta un Sistema de dos Ecuaciones con dos

incognitas, que permite calcular el punto: (x.y) de la curva.

Recta Tangente y =7 = (4 - 2x)(x - 3) x =1 =3
Cunva dada: y = 4x - x? = x=5:y=-5

Se icgran dos puntos (1.3). (5.-5) por tanto existen dcs Rectas
Tarng2ntzs. cuyas pendientes son: Z; -6 Las Rectas que pasan per
P17} son = y-7=2x-3 y-7 =-4{x-3
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RECTA NORMAL

La Recta Normal a una cusva, es aquella Recta que pasa por un punto de la curva y es Normal (Perpendicutar)
a la curva en ese punto.

En la practica, para hallar una Recta Normal a una curva, es suficiente con hallar la Pendiente Normal o
Perpendicular: m*, mediante: m* = - t/m (Ver IV-9) '

Ej 6-26 Enla Funcién: [ = x? + | ; su pendiente es:
m = f’m = 2x
En: P(12) m=21 =2

La pendiente perpendi- |
cular correspondientea  m* = ~ —
la Recta Normal es: _ m

!
2

Enfacurvade: f, = x> + 4 ; Hallar Ecuaciones de la Recta Tangente y Normal en el punto Po(1.5)

fo =x’+4 Cuvadada '
m={, = 3x? Pendiente: m
m= [, =3"=3 Para x = |

Usando I3 Ecuacion del Punto Pendiente, 1a Recta Tangen-
te que pasa por Po(l.5) es:

y-y, =mx-x) = y-5=3x-1) = y=3x+2
La pendiente perpendiculares: m* = - 1.1
m 3
La Recta Normal que pasa por Po(1.5) es:

. |
Yoy, EmiEex) = y-5s-s

Enlacurvade: f = x? - 2x +3 Hallar las Longitudes de la Tangente, Normal, Subtangente,
- Subnormal en e& punto: (2.3)

Hallando las Ecuaciones de la Recta Tangente,
Normal y sus Intersecciones con las Abscisas.

. ,'” = x? - 2x +3 Curva dada
- m=f"=2-2 Pendiente

. o Enix =2

E m=22-2=2 '

= La Recta Tangente en ef punto (2.3) es:

y =Y, =mix-x)

= y-3=22x-2) = y=2x~-1

Esta Recta intersecta al Eje Xen: x = 1/2

YL B T R S

L2 Recta Normal en el punto: (2.3) es:

. ] | Esta Recta intersecta al tje X‘

{ y-y, =m'(x-x) = y—}:—-z-(x-Z) -y -—x+ e x = 8 ¢

E Las Longitudes requeridas, se definen y determinan (Come Distancia entre puntos) del siguiente mado -

{ LONGITUD DE TANGENTE: O = 45/4 LONGITUD DE NORMAL: OC = /a5
LONGITUD DE SUSTANGENTE: A3 = 3/2 LCNGITUD DE SUBNORMAL: CB = 6
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ANGULOS DE CURVAS

En la interpretacién geométrica de la Derivada se obtuvo la siguiente relacion:

il il P

T
d| [
il
Donde B 2s el dngulo, que posee 13 Recta Tangente a una curva, con respecto al semieje po;mvo de las Absc:sas
B se llama también: ANGULO DE CURVA, se calcula por:

8 = Arctan m = Arctan f ‘o

0> 2 L

Ej 6-27 tnl3 curvade: fm =x?-2x + | . se calcula el dngulo de inclinacién para el punto (2.1),

=Tan B = }"m
Tan 8 = 2x -2
Siie=1 TainB =22-2=2 P Y A
8 = Arctan 2 = 63.43° , ' 6 ....... X
2 0 0 i/ 2 4

(x> + 1)/14 en el punto: (3.2)

Hallar el dngulo de la cuva de: f

3

x®+1 |
S = = .._.x3 * —
fn = =T 14
|
Apiicando: Tan 6 = f‘m = m Ix?
Si: x=3:.TanB=—l--3-32 =_2.Z.
- 14 14
= 8 = Arctan -T% = 62.59°

= x? 2 Sx + 8 : posee un éngulovde 45°

61] Calcular el punto en el cudl la Funcién: f,

Este es un problema inverso al anterior, dado un dngulo se
trata de hallar el punto.

R xt-Sx+7

) El punto con
[ =Tan® = 2x~5 ingulo de 45°

0 = 45° ; Tan 45° = 2x-§ es:(3.2)
| =2x~5»x=3=[(3)=2

3

{ + Lnx ;forma un dngulo de 35°7

¢€n que punto la Funcién: Im

Si: [m=l*l.nx
Aplicando: Tan 9 = f’m =1
x :
S| e = 35° Tan 35° = 'I"
. x 2
i . : : : :
070 = - = . 2;[
143 -y f(.u) 2135 = P(1.43.0.39) - .
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ANGULOS DE INTERSECCION

El dngulo entre dos curvas, es en realidad el dngulo existente entre sus Rectas Tangentes en el Punto de
Interseccion. ’

Para hallar el angulo entre las curvas. previamente se debe determinar el Punto de [nterseccién, en este punto
se calculan las pendientes de las curvas, para luego calcular a Pendiente Diferencia. que es la Tangente del
dngulo buscado (Ver IV-7)

m,-m,
Tand =m = —— =
l+m|m2
Ei 6-28 Angulo entre: f =4 -x? D8y = 2xt +
Para el Punto de Interseccidn. se resuelve el Sistema:
y =4 —xz x = | = y =3
=
y = 2x? + | x==1 = y=3 : T
Pendientes:  m, = ['= -2x i m, = g'= 4x AN
Sii x =1 =m = -2 :oom, =4 / S\
R S AR W 077 SO O
-m P/ A B i\ :
m=m' 2 _ (-2)-4 _ 6 A R A VAR LR ¢
l+mm, 1+(-2)4 7 /’-2{ P \2 o

Angulo. Tan ¢ = % = ¢ = Arctan—?- = 40.6°

Pendiente Diferencia; El dngulo en el otro Punto de Interseccién es el mismo.

631 Hailar los 4ngulos de Interseccidn entre: f = x? ;g = x +2

-y x=2 = y=4 = P4 Puntos de .
y - , = o o Pt Intersec-
y=xs x ==t =y == P-L) e
Pendientes: m, =['=2x : m, =g'= 1
En: P(24) =m =4 m, = 1|

m -m - 3 ‘
mamt 2 o471 3 Tang, =2 = ¢, =30.96°
l*m‘m2 I+ 41 5 S
En: P(-11) = m =-2:m, = |
m -m -2) -
me— T2, CDL 5 | Tang, =3 = ¢, = Arctan3 = 71.56°
I +m m, I +(-2)1

Hallar el dngulo de interseccién entre las curvas de: f = Senx ; g = Cosx

Sity = Senx

n
_ | =Tanx = x = —
y = Cosx 4

Dividiendo entre ecuaciones

g'= -Senx

Pendientes: m, =[’= Cosx . m,
Si:x=n/4 =m =0707 ; m, =-0707

m -m -{~-
m e : 0.707 -(-0.707) -2828

-m,m,  1-0.7070.707
m = ¢ = Arctan2.823 = 7052°

Angulo Tand
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MAXIMOS RELATIVOS

La Funcién{m tiene un Maximo Relativo en x, si f(x,) > [(x) en un Intervalo Abierto que contenga a: x,

Ej 6-29 La Funcidn:

fg =) *+4x- x? posee Maximo Relativo
en: x =2

Bl Valor del Maximo: f,,, = | +4-2 -2 =5

Tomando el Intervalo Abierto: | < x < 3

En tal Intervalo se cumple: fm 2 iy

En realidad |a Desigualdad se cumple para todos los
Reales: ~» < x < =

MINIMOS RELATIVOS ,

N

2

P SRR, PRIPY TR

La Funcién: fm posee un Minimo Relativo en x, ; si f(x) < I(X) en un Intervalo Abierto contiene a: x,

Ei 6-30 La Funcion: f, = x? - 4x + 5 posee Minimo Relativo
en:x =2

El Valor del Minimo: f,, = 22-42+5 = 1|
Tomando el Intervalo Abierto: | < x < 3

En tal Intervalo se cumple: @ Sy

En realidad la Desigualdad se cumple para todos los
Reales: ~= < x <

Si una funcidén posee un Maximo o un Minimo Relativos,
se dice que {a Funcién posee un Extremo Relativo.

Un Teorema de mucha importancia expresa: Si Im esté definida en el Intervalo Abierto:
a<x<b Sk f(x) posee un Extremo Relativo en: x, entonces se verifica que: f‘x)' =0

Ej 6-31

La grafica de la Funcidn: [(x) = x> - 3x muestraque existen
Extremos Relativosen: x = |; x =-1

La Derivada de la Funcién en esos Puntos es:
fy = 3(1-3 =0

o =3x*-3
w fry=3(-1"=3=0

Se observa que en cada Miximo o Minimo Relativo, la
pendiente o Derivada es cero.

MAXIMOS Y MINIMOS ABSOLUTOS

La funcién: f
en el Intervalo.

El Méximo Abscluto de 1a Funcidn es el valor de: [(x)

La funcién: | |

en el Intervalo £l Minimo Absoluto de fa Funcidn es el valer de: f(')

L8 O
AN S W I
N

0

Se llaman Extremos Absolutos de una Funcién a los Maximos o Minimos Absolutos.

tiene un Méximo Absoluto en un Intervalo. si existe algun x, tal que: f_. 2 f  para tcdo: x
(xy) (x)

tierne un Minimo Abscluto en un Intervalo. si existe algan x, tal que: ’f(xJ < [(x) pars :cdo: x
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A) TEOREMA DE ROLLE

MAS DE

ORMEDI

Sila Funcidn f € Continua en el Intervalo Cerrado a < x < b:Si: [ es Derivable en eI Intervalo Abierto
=0

a<x<b. Sk /'(a) = /m 0. entonces existe ¢ talque: a < c<b:f’
Demostracién:

©"

iy Sie. f = 0 es un caso trivial, donde ¢ puede tomar cualquier
valor

entre;a < x < b

i) Si: fm > 0 entonces: ¢ es el Maximo, ya que en:
a<x<b:/m>0

i) Si: /m < 0 entonces: ¢ es el Minimo, ya que en:
a<x<b; f(x)<0

B) TEOREMA DE LAGRANGE (TEOREMA DEL VALOR MEDIO)

Sila Funcién f es Continua en el Intervalo Cerradoa s x s b, Si: [m es Derivable en el Intervalo Abierto
a<x<b. Entonces existe ¢ tal que:
for = f

b-a

f(t') =
Demostracion:

Porla Ecuacion de Rectaque pasa  y - f. [, =/,
por los puntos: (a ‘/a)): (b'f(b)) i

x-a b-a
Sicy -[ se confor- [~
T S | B TV
ma una nueva Funcion: F =g =1y — (x -a)
- : / a ¢ b \
Fm cumple con las condiciones del Teorema de Rolle, ya que )
fy - 1, oy,
s - n ) ‘@, oy - . = _f _y Ma) oy
Si:x =a = F(a) -[(a) f(a) e ———f(a-a)=0 ; Siix=b= F(b) f(b) /(a) ) (b-a)=0
-a
Por tanto existird un valorde ¢ talque:a < ¢ < b fm' =0
foy = . o Ceométricamente este Teorema sostiene
Flg=lm- b-a Haciendo cumplir: F~ = 0 que ante una Recta Secante. entre dos
a puntos de una curva, siempre existird una
oo fo “lay 0 - [ - liy =Ty Recta Tangente paralela.
© " b @

b-a b-a

C) TEOREMA DE CAUCHY

f . g. son Funciones Continuas en el Intervalo Cerrado @ s x s b: [ [ -
xS ) ) (¢} (b) (0)
Derivables en el Intervalo Atierto a < x < b: siendo 8y * 0 :@fExisterc

8. &b "8
talque a < ¢ < b. donde se cumple que: « e o
Demostracion: / /
. - f - S ) _ e T g
Construyendo: Fi, = [, = [y = K, - &) : Donde: K = =
. 5 " &
£sta Funcion cumple con las condiciones del Tecrema de Rolle. por tanto existe ¢ donde: F'm =0
F ) = / (x - Kg (x) - K = ! o f(b) - f(o)
e =Kz =0 P
Flo=la Xty &6y " Lo
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Ej 6-32 Verificar el cumplimiento del Teorema de Ralle si: [ = ~xPt6x-5: 1 <xgs

La Funcién: [ = -x! + bx - § : es evidentemente Conti- J_Y Poob g
nuay Derivabﬁe en el Intervalo de: | s x s 5; ademds: | S N B R
Sii x=1:fy=-12+61-5=0 ;

X=5:f5=-51+65-5=0 e -
Por tanto existird ¢ tal que [y =0 ‘ / %
Si [y =-2x+6=0=x=3=¢ TR ]

5 Verificar el Teorema de Lagrange, comunmente conocido como el Teorema del Valor Medio: Cuando:
fo = 6x - x! enelintervalo: | sx 4 :

La Funcién [(x = 6x - x2; es evidentemente Continua y

Derivable en ef Intervalo: | < x < 4

Sitx =1 f,=61-17=5 PI(1.5)
= : ¢ H
x=4: f,=064-4=8 P2(4.8)
Pyt \ i
Por el Teorema debe cumplirse: ] ’-i '% \ et
for = fiq En la gréfica se aprecia i A
fo = ———(: “ que ante la Recta Se- ] :r MU
- a cante por dos puntos, v [
8 - 5 "se obtiene una Recta i ——
6-2x = = X=—==C q 2 4 1 ¢ i 8
4 -1 2 Tangente paralela. ; A S

Zx@%] Verificar el Teorema del Valor Medio Si: f(x) = ———enellintervalo: 0 £ x < 5

x -2

& e T, i g ek DTS o -y o sin] -
AL 1P g g TN L e e Y T A SArAeE e a1 AR b T 2l e T LGN 5 Bl an A

309@@@0000000@9990@90@@9{0990@009@0‘3

. 3 . b # S T | e ;
La funcién: [, = no esté definidaenx = 2 ; por . i ‘ | \ : H
~ x -2 . o ¥
tanto no es Continua en: x = 2 ; consecuentemente : ,,‘l \ £
tampoco es Derivable en ese valor. P4 | \\ £
: : I b
Al no cumplirse todas las condiciones del Teorema del [ 7 ¥
Valor Medio, en el Intervalo indicado, no es posible — 0 . 3 ¢ 3
aplicar este Teorema. = : |2 i ¥
NP G
Note que si el Intervalo fuese otro. donde no se incluye et Nl tg
x = 2, si seria aplicable este Teorema. \ P 3
3
3
BE2EE] Verificar el Teorema de Cauchy: f(x) =x?-1, B = 3X* 1 2<xs5
[y

. - 2 _
Las Funciones [, = x* -1 . g,

fo - fo) = o

8o Ep "
x _24-3

3 16 -7

3x + | : son Continuas y Derivables.

Por tanto deberd cumplirse, que existe: ¢ tal que se verifi-
que la igualdad que indica este Teorema

v

g

7
x=—=c
2

La mayor aplicacion de este Tecrema se verificars. cuando se estudien las Aplicaciones de Ia Derivada.
particularmente para demostrar 1a Regla de L'Hopital.
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St x, esté en el Dominio de f . Si se cumple f'(” =0; osi ['(x
Punto Critico. ’

Ei 6-33 Lafuncién: fm = =7 +6x-x°

Es Funcidn que posee un Punto Critico en: x, = 3; ya que:

En x, = 3; se tiene un Extremo Relativo (Un Maximo) cuyo

valores: fy, = =7 +63 -3t =2

Por tanto el Punto Critico es: P(3.2)

"

o
[

w

En la Funcién: /(x) = |x-2]+1

Es una Funcidn que posee un Punto Criticoen x, = 2 ;enese
punto no existe Derivada de la Funcién, por tratarse de un
Punto Anguloso.

£l valor de |a Funcién en este Punto Critico es:
[(2) =|2-2]+1 = 1|

) no existe. Entonces en X, Se tiene un

En la prictica. para hallar Puntos Criticos de una Funcién, se denva ésta e iguala a cero. (O en su caso se busca

aquel punto, donde no exista Derivada)

Un Punto Critico puede determinar Extremos de Funcidén que pueden ser: Méximos o Minimas Relativos.’

Hallar los Puntos Criticos de: f,, = x® - 6x?+9x +2

Derivando la Funcién e igualando a cero:.
o 3 g 2
f(x)~x b6xt +9x +2

[ = Ix1-12x+9 = Los Puntos
) Criticos son
= 3x-Nx-3)=0= x=1,x=3 (1.6): (3.2)
Siix =1 o= f =17-617+91+2=6
=3 = [y, =3"-637+93+2 =2
Hallar los Puntos Criticos de la Funcion: 3 7
foy = Vle-1)

Dernvando la Funcidn e igualando a cero:

W PN ¢ L

N
[y = x-1) La Ecuacién no tiene
f‘m . -2-(x -1)" =0 Solucién.
3 Sin embargo un Punto
- 2 =0 = 2 »0 Criticoes aquel donde
33 fa Derivada es cero o

no existe.

La 17" situacion no es posible. analizando la 2%

2

| S L £s una Expresion que no existe para:
i - - .
3 x - valor x = 1 (&l valor de la Funcidn: f(”

T R S )

x = |. luego el Punto Critico estd en el

= 0) &l Punto Critico es P(1.0)
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Utilizando el concepto de Derivada, se pueden estudiar diversas caracteristicas de una Funcién. como ser su
Crecimiento, su Concavidad, etc. Para ello previamente se definen los siguientes conceptos:

FUNCIONES CRECIENTES

Siv x, < x, . f(x) < fiey En un Intervalo. entonces fm es Creciente en ese Intervalo
i 2

Sii x, < x,. /(x) > e En un Intervalo, entonces f(x) es Decreciente en ese Intervalo.
' 2 ;

Un Teorema al respecto dice: "Si: es Continua en un Intervalo y sic f° . > 0 entonces la Funcién es
x)

X .
Creciente en ese Intervalo, andlogamente si se cumple: f’m < 0 entonces la Funcién es Decreciente en ese
Intervalo” : ‘

-

E{ 6-35 fm = x? - 6x + 10 derivando, reemplazando valores

A YA St v St S
g = 2x- 6 c P \L\ | /
/"w=2~4-6 =2>0 Crecier.\te 4 \\ : /
ffy=21-6=-4<0 Decreciente _— \‘ ///
Para hallar el intervalo de Crecimiento: | O
/’m>0==2x-6>0.—.>x>3 ] X
La Funcién es Crecienteen: 3 < x < e 210 2 4 : 6

La Funcién es Decreciente en: -~ < x < 3

CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD

Si en cada punto de un Intervalo, la gréfica de una Funcién esté por encima de su Recta Tangente, se dice que
fa curva es Céncava en ese Intervalo. Sien cada punto de un Intervalo, la gréfica de una Funcién esté por debajo
de su Recta Tangente, se dice que la curva es Convexa en ese Intervalo. -

A la curva Céncava, se la llama también Céncava para Arriba. A la Convexa se a llama Céncava para Abajo.

Un Teorema al respecto dice: "Si: f** > 0 en un Intervalo, entonces 1a curva es Céncava si: f** < Oenun
Intervalo, entonces fa curva es Convexa"

El punto en el cudl una curva pasa de Céncava a Convexa, o de Convexa a Concava, se llama: PUNTO DE
INFLEXION . Este punto se encuentra cuando: [** =0

Ej 6-36 La Funcion: /m = x? - 4x + 5 ; posee su curva por encima
de sus Tangentes.

Sit f=x%-4x+5 L3 curva es Cdncava
f"=2x-4 La curva es Concava en toda la
f"=2>0 Recta Real. (No posee Punto de

Inflexién)
Ej 6-37 Lafuncién: f = -x?+6x -7 posee su curva por debajo

(Xlr B
de sus Rectas Tangentes.

Si- f=-x?-6x-7 LacuvaesConvexaen todala

. Recta Real. (No posee Punto de
fr=-2x+6 Inflexion)

[7'2-2<0
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DETERMINACION DE MAXIMOS y MINIMOS

Si bien ya se han definido previamente los ccnceptos de Maximos y Minimos (VI1-9): adn no se han establecido
las formas de precisarlos con exactitud. esto requiere de los siguientes pasos: :

- Mediante la Primera Derivada igualada a cero (f" = 0); se obtienen los Puntos Criticos, los cuales pueden ser
b Midximos o Minimos.

Siun Punto Critico estd en: x, para determinar si es un Mdximo o si se trata de un Minimo, existen tres Criterios:

CRITERIO DE LA SECUNDA DERIVADA
Si: /”(*) > 0 :entoncesen: x, estd un Minimo

L Sit f'° . < 0 :entoncesen: x, estd un Méximo

(x)
CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA
St x, <x, <X

, ] oy <0 o g > O :entonces en: x, estd un Minimo

wy < 0 ; entonces en: x, estd un Maximo
1 2

CRITERIO DE COMPARACION ,
Sii x, < x, <X, : ,'u,) < [(,,) :/‘,) < [y, - entonces en: x, estd un Minimo

Sii x, < x, <X, . /€'J > ,('.) :/‘,) > [(x}) . entonces en: x, estd un Méximo

En la practica se usa mayormente el Criterio de la Segunda Derivada.

Ej 6-38 En laFuncién: f, = x?-4x+5

PuntoCritico:f’m =2x-4 =0 = 'x=2 = fm =1
["" =2 >0 Esun Minimo

En la Funcion: [, = -x?+8x-13

Punto Critico:[‘m = -2x+8=0 = x=4 = [(4) =3

/"m = -2 >0 Es un Méximo

3

(A
3

R R BB 13 1Y 0o

Determinar los Mdximos y Minimes de la Funcién: [(x) =x>-9x?+24x - 1S

Analizando: f,, = x-9x¥+24x-15

. - z- -
[l = 3x7-18x+24 = 0

x =2
= 3(x~2)(x-4) =0 = x=4
' /"(x) = 6x-18
Siv x =2 7, =62-18=-6 <0 Miximo
Si: x=4: [, =64-18=6>0 Miimo

5 Calculando los va
lores Méximo vy
Minimo de la Funcién.

[y =20 =920 -242-15
[y =4 -94"-244-15

En este problema. a diferencia de ias anteriores, la Segunda Cerivada no es una constante, es una
Funcién que al depender de x permite reemplazaren x 3 los puntos Criticos. pars 3si determinar si se
trata de un Midximo o de un Minimo.
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71| Analizar las caracteristicas de fa Funcidn: /() =x?-10x +28

Analizar las caracteristicas de una Funcidn supone determinar sus Puntos Criticos, Mximos. MlﬂImOS

Analizar las caracteristicas de la Funcién: |

Intervalos de Crecimiento, de Caoncavidad, etc.
PUNTOS CRITICOS: (f* = 0)

Si: = y2
I [(x) =X

o

- 10x + 28

2x - 10 =0 = x =95

CONCAVIDAD: (f** > 0)

/(:/) =2 > 0= lacurvaesCéncava e 1y e L ¥ I
o e |

PUNTO DE INFLEXION: (f* * = T\ Cuwva i g :
// ) (f S 6. ...... {osomns tﬂo..‘, 'CGL\CAV& ‘5\. ...
fg=2=0 No tiene solucién S ; : :
. . PO\ e ;

Por tanto, no existe Punto de Inflexién 4 5 %\i ; / :
- A \./ i

INTERVALO DE CRECIMIENTO: (I > 0) [ o o
/(i)>0=»2x-|0_>0=>x>5 ‘ i * -------------
La Funcién es Creciente en: 5 < x < o I § X
0 2 4 6 8

La Funcion es Decreciente en: -o» < x < §

(x)

=X

k)

DETERMINACION DE MAX Y MiN: (/")
[(i') =2 > 0 = Minimo

Valor Minimo: ~
fy =52 -10'5 +28 =3

-6x2+9x +3

Determinando todas las caracteristicas de l1a Funcién,

PUNTOS CRITICOS: (f* = 0)

CONCAVIDAD: (f** > 0)

fg >0 = 6x-12>0 = x> 2

Lacurvaes Concavaen: 2 < x < =
Lacurvaes Convexaen: -= < x < 2

INTERVALO DE CRECIMIENTO: (f* > 0)

fig >0 = 3x?-12x+9 > 0
Cs: ~e<x<1; I3<x<w
Funcién Creciente:-e < x < 1:3 < X < =
Funcién Decrecienteen: | < x < 3

Muchas de las caracteristicas pueden obtenerse a
partir de otras antes determinadas.

Por Ejemplo hasta flegar a un Mdximo, la Funcién
es Creciente, a partir de ese Maximo, la Funcion
serd luego Decreciente.

DETERMINACION DE MAX Y MiN: (f ")

.5.'_1/(,)=x3-6x1+9_x+3 f(:/)=6x-!2 Siix =1, x=3

fo = 3% - 120 9 = f(’,')=6-l—l2=-6<0=>Méx
3x-1)x-3)=0 "o _ E

= x=1: x=3 f(;)"6'3‘|2-_6>0"=> Min

Valor Méximo: f,, = 7
Valor Minimo: f; = 3

PUNTO DE INFLEXION: (f** = 0)

"oz x-12

@ =0 = x =2

P,(2.5)

I
VAR AW
b
oz T
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673} Analizar las caracteristicas de la Funcién: [m = xe* )

PUNTOS CRITICOS: (f* = 0) DETERMINACION DE MAX Y MI'N;

fog = x€* .[;;;=e’+lex*xé"= e*(2 +x)

foy = 1e¥+xe* = 0 f2,=e'@2-n=¢e" >0 Min
=efl+x) =0 = x = -I Valor Min: f_, = -1e™' = -0.37

CONCAVIDAD (f** > 0)

f(i') =e*2+x) >0 = x> -2

Lacurvaes Concavaen: -2 <x < =
La curvaes Convexaen: -= < x < -2

PUNTO DE INFLEXION: (f** = 0)

fg =€ 2+%) =0 = x = -2 : : ;
X

INTERVALO DE CRECIMIENTO (f* > 0) _ :2 0 5 :

[/ el +x) > 0 = x> -I| : : ‘ :

(x)

La Funcion es Crecienteen: -1 < x < o 5 i :

La Funcién es Decreciente en: -o < x < -| : -2 i

Analizar las caracteristicas de la Funcion: [ aern
. . ]
PUNTOS CRITICOS: (f* = 0) DETERMINACION DE MAX Y MiN.
-x! -x} _y?

o = e o= e

’ .

fy =" (- =0 = x=0 foy = K3 = De™"

. N =03 '
CONCAVIDAD (f** > 0) fo = @ -Ne ™ = -1 <0
" 2 -xin £s un Miximo cuyo valor es:
= - >
[(r) (X |)C 0 f - e_orn -1
1., s 0 -w < x < -| )
Concava: o < x < -l <x < 2y T

Convexa: -1 < x < |

PUNTO DE INFLEXION: (/** = 0)

" 2 -xn x ==|
fg = x=1e™™ 20 = X =1

INTERVALO DE CRECIMIENTO (f** > 0) 2 1 0 I 3

?
f(;’a-xe"”>0 = x <0

' La Funcién es Crecienteen; -» < x < 0
La Funcidn es Decrecienteen: 0 < x < =

. !
£n este y en el antenor Problema, las expresiones e : e "*? no afectan a los resultados de las Ecuaciores 3 -
Inecuaciones. porque para ningun Namero Real. son cero o negativas

Fn SINFRRS R MBI IS b FE LA R S R

Un detslle que se obtiene es de que No es necesaria la presercia de un Miximo 0 Minimo. para que exista ¢ ~¢
un Punto de Inflexién

~y
<




6275} Analizar las caracterfsticas de la Funcién: f =

PUNTOS CRITICOS: (f* = 0)
fg = & _‘1)2,5 +2
2

S(X - I)J/S

La 1 Derivada igualada a cero, no posee
solucién. Sin embargo los Puntos Criticos,
también se hallan en los’ Puntos donde no
existe Derivada.

2
[' = Z(x - | =35
{x) 5( )

Por tanto existe Punto Criticoen: x = |

CONCAVIDAD: (f** > 0)

-6 /“(I') <0
. = ., )
25(x - 1)¥° [""4y >0

f x)

La curvaes Convexa antes y después del Punto
Critico; -0 < x < oo x # |

- .2

DETERMINACION DE MAX, MiN: (/)

.2
f(X)FS

La 2% Derivada tampoco existe en el Punto
Critico de: x = | '

-3 e 1

Por Criterio de |** Derivada (VI-12)
[l <0 [y >0

Analizando antes de | yluegode I (1";17). se

concluye que se trata de un Minimo de valor:

fo=0-1N’+2=2 |

PUNTO DE INFLEXION (f* = 0)

5
25(x - 1)*?

La Ecuacién no tiene solucién, por tanto no
existe punto de Inflexidn.

[ ] =

R ¥ 2

INTERVALO DE CRECIMIENTO: (f* > 0) : A
: %
s =25 >0 = x> T
5(x - 1)*? 2
Funcién Creciente: | < x < 2 e
Funcién Decreciente: ~o < x < | k.
Note que el Minimo es un Punto Anguloso. . 5 2 - );(6
Analizar las caracteristicas de la Funcién: f, = {x* - 1] 0
PUNTOS CRITICOS: (f* = 0) DETERMINACION DE MAX Y MiN:
f(i) =0 = x=0 (Ver P-6-30) Por el Criterio de la 1% Derivada
Buscando los Puntos donde no existe Derivada Eno [oy > 05 [y <O Mix
(Puntos Angulosos) x = | ; x =-| ,( ) ,( )
Ent [“.)<0;fu.)>o Min
CONCAVIDAD: (f* > 0) el [ <0 >0 Mn
. 0 cé (-1 -1
f 1y > ncava ”
[y <0 f ‘wy <0 Convexa PUNTO DE INFLEXION (f* " = 0)
[0y >0 Céncava No existe un punto, donde la 2% Derivada

Concava: -m < x < -}: | <x <o
Convexa: -1 <x < |

INTERVALO DE CRECIMIENTO: (f* > 0)
Por caracteristicas antes obtenidas:

F Creciente: -1 <x<0;1 <x<w
F Decreciente; e < x < -1; 0 <x< |

Para el cilculo de Derivadas. se emplean los
conceptos de derivabilidad (P-6-30)

sea cero, No existe un Punto de Inflexion.

LV JUR

]

i
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Por definicion. hallar las Derivadas de las siguientes Funciones:
f=x?-Tx+4 f=2x+1 f=9 2x-7:6x%;0

| ; -1 : | )
— fefxeT f=x x+2)*  24x+7 3

{ 6-2) Por definicion, hallar las Derivadas de las siguientes Funciones:

f=73 [ = logx f = Tanx F[n3 -  Sec?y
[ = Secx f = Coshx f=]x] xlna
SecxTanx ; Senhx ; SGN(x)
Derivar las siguientes Funciones:
f=3+x’+3x+3 = x+ ihx I3 +3x?+3
[ =2lnx+xln2 [ = SCosx + xCos S 5 2 X 2\/_
‘ —+Lln2; -5Senx+CosS
x
{ 6-4 ) Derivar (Por la Regla del Producto) .
f=xSenx  f=x®lnx  [=x'T7* 3x2Senx +x>Cosx ; 6x*lnx +x3 ; 2x7* +x?7*(n7
=¢*Cos x = x%Seri x Ln x e*(Cosx - Senx) ; 8x"SenxLnx + x®Cosx Lnx + xSenx
f f
Derivar (Por |a Regla del Cociente)
- Sen x ,_'x’»l xCosx-9Senx 2x” - Sx*-3x?
X9 X2 -1 ' , x10 ’ (x> - 1)?
[ = x? ,_2'-| x(2lnx-1) 2*"'In2
lnx 2"+ | Ln?x 27+ 1)?
Derivar (Por [a Regla de la Cadena)
[ = Sen(x* + 1) f=6>+1) : 4x>Cos(x* + 1) : 21x3(x> + 1)®
[ = Sen(1 +x%e") [ = 3,], E Cos(1 +x2e)(2xe ™+ x¥e™) : Sx*/3(1 »x)¥?
[ = Ln(1 +x9 [ = elons 4x(1 +x% ; Secixe™*
Derivar y simplificar:
/ x +ya? +x? 4 [=lTan’x-Tanx¢x —-—I——-;Tan‘x
3 22 - x?
] x
f=Senx-%Sen3x f" a?-x? 'aAfCSt’n"- Cos’x : Ja? - x?
, z |
[ = Arcsen x*t- [ = Arcsen .
. x? V XVAX -1
/ -1 |
[ | L x?-2x+1 - _'_ x) :
—nxzf-x’l 2 ./-— x“ -1 xtva’
2 T |
[=2 a’-x’~%—?—?rcsen-{ [=Ln1~e*=1) =L/t ~e* - 1) et -xt:
2 a T
J e Liamen Xy - LEBX 1= Dt -ah) - ZiaiE Sty X
2 2 2 Senlx 2 2a x-2 <l-c
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Hallar el valor de la Derivada de las Funciones, en lbs puntos indicados:
T x-|

f=x'-6x+3 ; x =35 = x =0
X+
/: e*Sen x x =0 f: X]COSX x =0
[__-eSenx x =0 f=x51.nx x =1
3 2
f=xlnx-"= ; x =1 =2 i x=e
Lnx »
f= X x =0 f=Tanx-x ;: x =21
el 2.
6-9'| Hallar 1a Derivadaen: x = a .
s ) i
=<l a=0 /=—'—3-;a=3 f=lx-2:a=2  f=Ix).a=3
x- :

a) Indicar una Funcién No Derivable en: x = 2 )
' b) Indicar una Funcién definida para todo x; No Derivable en: x impar

¢) Indicar una Funcién Continua para todo x; No Derivable en: x Entero
i

16.-! || Hallar la Segunda Derivada en las Funciones indicadas:

4 ;2
1.0
P
0:e
| : =
3.:4:3:3

f=x>-7x [=x%ns ) 6x ;. 20x’Lnx +9x>
foxo! T 4 - 2 1267 2)
x2+| f=e (x“+1) X
2
/=§Jx’+a’+£2—Ln(x+\/x’*az) fTial
Hallar la Derivada Enésima de: » _
f=e": [=Sn2x; f=—% 3% 2"Sen(2x*£22) L 2nl(1-x) Y
-x
- 1yt -\ -n - X »

[ = logx f= Lk (1) (n-Dix D (=1)"nI2(x=5)"""1 + 3(x-4)""" 1

x?-9x+20 tnio

Demostrar la Férmula de Leibnitz: " n

. (U'U)(") = Z ( ) LTI
ka0 |\ K

Derivar (Implicitamente) las siguientes Funciones Implicitas:

ylexleylax = | 3x3-y? = x?-2y¢ -3x¥-1  2x-15x*
3,5 2 4 2,4 6,2 4),)+2y.BYJ-3yz
Xy +y‘-x" =0 2x%y " +3x%y " = | 4x3-3x2y5._2y’*9x‘y
eyt el yteay  aytens
x,’yé‘ Yl - 3x2-2x:i
4y’ - 6y* Y

e” +1 = x? Sen(xly? + 1) = x 2x-ye™  1-2xy>Cos(x?y>+1)
xe” 3x%y XCos(xty 3 +1)

ls-lsl Hallar 1a Derivada Implicita indicada:

2 .o x y ..
-yl=, e*+e’ = | | . '
Xy y Y - (6x?y? + 4x%)/y? -e" (1"
(0.1 .
xPeytexteyt=y ;'('(l.)l‘; '-1=0.y 0. -42/5 -y/xlnx
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16-20

Utilizando 13 Derivada Implicita, derivar: ]

y = Arcsec x y = Arcsenhx \/’2-" : 3
xyx® - | | +x
y = Arctanh x y = lnx P

Hallar las Ecuaciones de Recta Tangente a las curvas, por punto dados:

y =x'-4x+5 ; Po(3.2) y = 4x-x%: Po(l.3)
' Inx 2x-y=4; 2x-y=-|
y =x>-6x2+9x +2 ; Po(4.6) y = —=  Po(l1,0) 9 -y=30: x-y=|
~ X

Hallar las Ecuaciones de Recta Tangente a las curvas, por los puntos dados:

y =x?-6x+1l ; PQ2,-1) bx+y-11 =0:2x-y-5=0
y =2yx-4+3 ; PR32 ' xX-y=0:x+2y-6 =0
y = -x +6x-5 ; P(5.9) 2X-y-1 =0:10x+y~59 =0

Determinar las Rectas Tangentes y Rectas Normales a las curvas de las Funciones, en los puntos
indicados. '

}

y =-x'+6x-5 : P(43) Y=3 =-2x-4):y-3 =05(x-4)
y =x*-6x?+12x-5 : P(2.3) y-3=0:x-2=0
y =e" PQ.1) x-y-1=0;,x+y-3=20
y = Sen2x ; P(n/4.1) y-1=0;4x-~-nm=0

Hallar los dngulos de inclinacién de las curvas dadas en los puntos indicados:

y =x?-4x+6: Po(3.3) y =2+1 : Po2.5)
lnx s 63.43° ; 70.15°
y = —>—: Po(L.l) y == PO o . 450
X2+l C - -45° ; 45
- ! . o . ggo
yexi-exell: P2 Y TTIyieREZe oo 0%+ 90

Hallar los dngulos de Interseccién entre las curvas de las Funciones:

y =3-x2 ; y=x>+i 45°
yexl-4 : y=x-2 18.43° ; 71.56°
y =2" .y =0/ 69.47°
y =Senx . y = Senix 71.56°
y=xt oy =k , 36.87° . 90°

Hallar el valor de ¢ ; que verifica el Teorema del Valor Medio (Teorema de Lagrange); en las Funciones
indicadas y sus respectivos Intervalos:

y=l+4x-x* 0sxg3 y =x¥-6x+1l . 2sx¢55 c=15: 35
X

y=Senx.Osxs£1- y = - , 1l sxs S t27 . 3
4 x“-4 ¢ =1

y=x2-2x—3, -1l sxg3
a) (Toda Funcién Continua cumple con el Teorema del Valor Medio? No
b) (Toda Funcidén Continua es Derivable? No

. d? dy ? ’
¢) «Scn iguales las Expresiones? ar. (—)i No
dxz dx '

} «Las Rectas Tangentes. siempre se intersectan con las Normales? Si
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Hallar los Puntos Criticos de las siguientes Funciones;

&z

[=X2"6X*|O : f=X2—4 (3[)(0_4)
f=x>-6x?+9x+2 fz1-x , (1..(3.2) - 0.H
f=x'-8x2+18 f=x’+3x o (0.18).(-2.2).22) : B
f=x%e™ f=exs (0.0).(2.4¢7%) : (0.e™%
f=Ln(t +6x-x? [ = tn(e"‘ -x+ 1) : @3.Ln10) ; (1.0)
[=1x-5] = Jx- 12 +2 (5.0) : (1.2)
- _ ¥ S Ay
f x4 f_-;(— ; ' , x=4;x=290

Hallar los Maximos (M) y Minimos (m) en las siguientes Funciones:

f=x-8x+19 f=x- 9x? +24x -1 m:(4.3) . M:(2.5). m:(4.1)
f=x*-2x1+4 f="1n9 -x?) : M:(0.4), m:(-1.3), m:(1.3) ; M:(0.Ln9)
x3e™ : f=1x-2]+3 o P.1.(0.0). M:(3.27e %) ;. m:(2.3)

w

[ =
f=x-2?+1 - | m:(4.1)

Hallar los Intervalos de Crecimiento. Intervalos de Concavidad, respectivamente de las funciones:
f=x*-8x+18 : d<x<ml-e<Xx<e

8

f=x3~6x2+9x+3_. : 'w§x<l..3<x~;2<x<

gl . -l <x<0.1<x«<
;.z(2x6+49) , —m<'x<-m.m<X<
= ln(x® +6x - ' ‘ :

8

2<x<3.02
Graficar. analizando caracteristicas, las siguientes funciones:
f=x*-10x+28 - f=-9+8x-x? f=x 12

S 2 - :

f=x-9x?+24x - 15 [=x'-8xi+15 f=3x*-25¢> + 60x

,’:Ln(|+6x—x2) ' R 2-x?

f-Lnx ~ [ =6xe™ ‘ =

x2 [=Ix=1]+]|x-3| [ = |x?-6x+8]

a)Si: y = 3x?-5x+ 1 ; Demostrar que se cumple: y " +xy -2y - Sx = 4

bySiiy = e¥*-1 . y '+y -6y-6=0

QSiy = e ;" y" -y Cosx +ySenx =0

!6’-29] Hallar las Derivadas indicadas:

foom = X0 0 Tx [y o 3IxTr12x+ 19
faen, = axP=2xel o[ : 72x - 30

’ 20! B
facon = ¢ T e ’
f(u-n) = 8x?-6x+ | :ll(lx-l) 2 ’i
foeen = 27 0 F qoren =2"tn2 !
f(,)=x2-6x+6 :/I(x)=[(x) , X=2 x =6 :i
,fm =Senx [y = fy x = n/4 .}
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Vil i ARLICACIONES DEMAXIMOS MR

Usando los conceptos de Maximos, Minimos y Puntos Criticos (Ver VI-9, VI-10, VI-11) es posible plantear
problemas de Aplicacidén Prictica de las Derivadas.

) - 4
S

Para resolver problemas de Aplicacion de Mdximos y Minimos. es aconsejable seguir los siguientes pasos:

) Identificar claramente al concepto que se busca maximizar o minimizar.

) Bosquejar una grafica del problema (Si corresponde) o
) Formar la Funcién del concepto a maximizar o minimizar, usando variables auxiliares que se requneran

Usando condiciones o datos del problema, eliminar las variables auxiliares, de manera tal que quede
una sola variable.

V)
V)  Derivar, igualar a ceso, etc (Calculando los Mdximos y Minimos requeridos)

Ej 7-1 Se trata de hallar dos Nimeros, cuyo Producto sea Méximo, si su Suma es: 8

Algunos pares de de Suma 8, determinan los Productos: 0:8 0+8=28 08 =0

Se procura hallar aquellos dos ndmeros que determinan el Va7 | +7=8 |-7=7
mayor Producto posible con la condicién de Suma 8. 2:6 2+6=8 26 =12
, ‘ , 3:5 3+45=8  35=15
Resolviendo el Problema, siguiendo las Reglas aconsejadas 44 4+4=28 44 =16
P =xu Se busca maxlmnzarel Producto: P. Siel Parde Numeros es x.u

P
X+UuU=8 = u=8-x (u es 1a variable auxiliar)
P

La Suma del Par de NGmeros es 8 (Despejando u) y reemplazando
u en la Funcién Producto

"
>
—
[e]
1
tad
=
[}
[e]
>
t
x

o
[
o
|
~N
>
"
(@]
4
x
[
K-S

Derivando e igualando a cero, se tiene x = 4 (Punto Critico)

Uu=8-x=8-4=4 Calculando luego el valor de u = 4

Pusx = 44 =16 Calculando el Producto Maximo.

Sin embargo faltaria comprobar que el Punto Critico hallado es efectivamente un Méximo (Verificacién
usualmente innecesaria); Para ello se usa el Criterio de la Segunda Derivada:

PP=-2<0 = Miximo tfectivamente es un Méximo.

/@ Hallar dos NGmeros positivos de Producto igual a 36; de manera que su Suma sea Minima. )
u S=x+u Se busca minimizar la Suma (S)
xU =36 = u-= 36 Si los NGmeros son: x, u
36 X Eliminando la variable: u: con el dato de Producto igual a 36
= fg"’ X _; Reemplazando: u en la expresién de Suma. la Gnica variable que
S':,=I __3_%=0 - x=6 queéaes:x
X Derivando e igualando a cero. se obtiene el valor de: x
= u = 3¢ = l?. = 6 Se calcula el valor del otro Nimero: u
Sum = X fu = :. 6 = 12 Calculanco la Suma Minima
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¢7224 Una barra de acero tiene una longitud de 20 m ; determinar las dimensiones en que debe doblarse de
manera que forme un Rectangulo de Area M&xima.

Este es un tipico prablema de Geometia, facilmente resoluble por los anteriores conceptos, se bosqueja
una gréfica para ilustrar el Problema:

A Se maximizard el Area A, las
A = xu dimensiones del Rectdngulo

son: x, u
L =2x+2u = 20 TN X

_ Lalongitud de la barra se cons- N \

u=10-x tituye en el Perimetro del Rec- L “ N ;
A =x(10-x) = 10x -x?2 téngulo. Reemplazando: u ’ N
Al= 10-2x=0= x = 5 Derivando e igualando a cero. N
u=10-x=10-5=5 £l Area M&xima tendré lados de

Sy Sm L

A=xu=55=25m?

Entonces el Rectangulo de Area Maxima, serd en realidad un Cuadrado.

Hallar el Area Maxima del Rectangulo inscrito en un Tridngulo recténgulo de dimensiones: 6, 8, 10 cm
(Dos lados del Rectiangulo coinciden con los lados del Tridngulo)

A : Se maximiza el Area rectan-
A =xu gular de dimensiones: x, u
b _ _u Los lados del Tridngulo son: a.
a a-x b. ¢ (Planteando por Tridngu-
b los Semejantes)
u=b-—x .
a Despejando: u :
b . b _;  Reemplazando en la Ecuacién b
A= -—X) =bx-— Lo
X x) = bx a X de: A, simplificando
A =b-2 2% =0 Derivando e igualando 2 cero,
a se obtiene: x = a/2
o x=3a Calculando el valorde u porla - 7
2 Ecuacién anterior.
L=p-L2,.0 Entonces el Area Mixima del Rectangulo, usando los valores dados
a 2 deca=6cm b=8cm.c=10cmes:
- - _ _ 2
Aygy XU = — — = — — = 12 cm

Un agricultor desea cercar un Terreno rectangular de 5000 m2, sabiendo que uno de los lados ya esta
cubierto por una cadena de cerros, hallar las dimensiones de manera que el costo del cercado del Terreno
sea Minimo. Lo

El Problema busca el Perimetro Minimo de un Recténgulo, sin uno de sus lados.

P Se minimiza el Perimetro
P=x+2u Perimetro del Rectdn-
| n 3 lados. -

A =5000 = xu = u=5- guo}coBao

A X £l Area es conocida,
P=x+2— despejando: u. reempla-

X zando u u u
P'= 1 - A, 0 = x=2A Derivando, igualando 3 N

x? cero, se obtiene x luego *
se calcula: u. )
A A 2A

TN T SiA=35000m! = x=100mu=50m= P =x+2u=

200 m
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1 €n un Tridngulo Isésceles de dimensiones: 4 ; 3 : 3 cm. Hallar el Rectangulo de Maxima Area. que se

n
inscribe con base en el lado distinto. ‘
A = 2xu Se maximiza el Area del Rectdngulo cuyas

H oy dimensiones son: 2x, u
—6/_2 B b/2 - x Los lados del Tridngulo son: a, a, b ; Su !
b2 altura: H; Por Tridngulos Semejantes. :
1 _ 2 _ (0
Y =a (2) La Altura: H se calcula por el Teorema de
Pitigoras. Despejando y reemplazando: u
2x ; ,
= H(l - T) en la Ecuacién de! Area del Recténgulo.
4H . : Simpliﬁcandd. Deri-
A, = 2xH( —_) = 2Hx - Tx vando e igualando a
b cero. Despejando el
A =2H—ﬁ2x-0 = x = — valor de: x luego se
) b 4 calculard: u
2x | 2 z .
u = H(l ——g-) = — = -i- a® - (=) Usando los valores de:a = 4 ;b =3
b1 b2 - Sii x =3/4 355
= =2 = = - (= A= 2
Ay = 2xu 73 (2) . \/5/4 = 2 cm
Hallar el Rectangulo de Maxima Area, que puede inscribirse en una Semicircunferencia de Radio: R =
cm, las bases deben coincidir.
A = 2xu Maximizando el Area Rectangu a
RY = x? 4 y? lar, con dimensiones: 2x, u. Por
B Pitagoras. reemplazando
— 2 _ 2 .,
u = yR%-x Reemplazando u en la Ecuacién
2 = 2x/RE-x? deArea derivando e igualando a \ ' U
cero. \ '
—
X
A= 2R -xY)7 2x-'2-(Rz X3 (~2%)
A* 2R -xY) =20 =0 = x =R = u=fRIoxi= DR SN0 toman
V2 V2
Area Méxima x = RWZ = 7.07 ‘ ' :
Apex = 2XU = 2("R—) Ry - R? [ ' = A, =100cm?

7.07 Méx

=R/ﬁ=

De una limina cuadrada de 12 ¢cm de lado. recortando dngulos. se debe formar un recuptente de base
cuadrada, hallar las dimensiones para Volumen Maximo

V= xlu
L-x S
L =x+2u = Uu-= Se maximiza el g 7, N
2 Volumen de un // //
ab=x. 1, 3 Paralelepipedo i T— YL/
V=x(2)—-§Lx i de base
3 5L cuadrada. sin L
2 lx-=x"=0 = x= —3— tapa superior. :
Y S S
) "y ) 513 Reemplazando u[ 7/
= u= " ‘ Ve C (‘3—) 5 = o7 Derivando. L - "/
u
L=12= u=2cm me=l28cm
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787 Un herrero precisa fabricar marcos metélicos para retratos, uno debe ser cuadrado y el otro circular, pero

solo dispone de una barra de longitud L = 8 m : De que manera deberia cortar la barra para que el Area
del Cuadrado y de! Circulo sea Minima.

A=A + A, Suma de Areas a mini-
mizar
A =s? . A =mr? ,
o2 Area del Cuadrado de ZXZTXT
L=x+u lado: s vy del Circulo de )
X u Radio: r C
X=4s = §=—  U=2Nr = 1=— _ ;
4 n Si la barra se corta, for- /]
x 2 U2 x2 [ -x 2 mardlaslongitudes: x. u RN ;
A=) ) = (5) en(—) *
4 m 4 m u formard los lados del L
Cuadrado, x formard la
2 2 _ 2 . ,
Ay, = X L - ex longitud - de Circun- ﬂ
16 4n ferencia. -
A = XA " Enla Suma de Areas, se
8 4m reemplaza: u = L-x
= x = 4L Desarrollando. Derivan- u
m+4 do, igualando a 0
o U=l -x= nL Despejando: x. despe- |
m+4 jando luego: u
Dado el valor de: L = 8 m, las dimensiones en que se corta la barra son:
x:._4£._.=~ﬁ..§_._448m u:-ji—-j—i=4352m
n+4 nm+4 m+4 n+4
x.? v .2
AM(n = A + AZ = (Z) + ﬂ(;——) = 2.24 I"ﬁ2

Hallar dimensiones del Cilindro de Miximo Volumen, que se inscribe en una Esfera de Radio: R = 4 ¢cm

v Se maximiza el Volumen del
V = nr Zh Cilindro. W
) . h2 El Radio y 1a Altura del Ci- :
RT=1%+(2) lindro son r. h ‘
h? Por Pitdgoras, relacionando th
2 _ 2 K |
= r°=R"- (-i-) con el Radio de Esfera: R. |
) Despejando: r2 |
h
V= nR? - (=) ]h Reemplazando: r? en la '
2 Ecuaciéon de Volumen. /
n
V = nRh - — h’ Simplificando
- Derivando respecto de: h
V= R? - = 3h? = 0

4
4 h2 5 Despejando: h, luego de conocerse su valor. se
ZR . r= |R*-(=) = |ZR determina el de: r . de acuerdo a £cuacién anterior
3 2 3

= h =
1 . Voiumen Méximo del Cilindro:
nR
VM¢x=n( 'Z'R][ iR]=4 SiR=4cm = r=327cm . h=462cm: Vige =
3 3 3\/3 15477 cm?
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Hallar las dimensiones del Cono de Volumen Mdximo, que se inscribe en una Esfera de Radio: R = 4 cm

4 Se maximiza el Vo-
l lumen: V del Cono
V= —~1rr‘h .
3 £l Radio y Altura del
h=u=+R Cono son: r, h
R? = 12 4+ y? De acuerdo a la gra-
s R ) , fica. Por Pitdgoras,
r®=R%-(h-R)* = 2hR -h relacionando el Ra-
i fera:
V- —n-(th-hz)h dio de Esfera: R
3 Despejando: /2
D ornr - Dpo Reemplazando en la
3 expresién del Volu-
I men
VALY TR VLR
3 3 Simplificando V
h = 4 R:h=0 Derivando e igualando a cero (La variable es: h)
3
. . 4
= J2hR -h? = J&R Despejando. de los resultados se toma solo: h = -_;R
Conocidas las dimensiones de: r. h el Volumen Maximo sera:
2 V.. =179.43 cm’
Mdx
v, =S L1 8r dr s 2080 siR=4ms r=327m
3 3 9 3 8
h =533 cm

£l otro valor de: h (h = 0); significard un Volumen Minimo. V = 0: que no tiene aplicacién practica
alguna.

“1'i.1 Hallar el Cono de Volumen Minimo, circunscrito 3 una Esfera de RadioR = Scm

v Se minimiza el Volumen del Cono.
V= lnr’h £l Radio y la Altura del Cono
3 son: r. h
2 hZ 2 . .
u *r Por ta gréfica y por Pitdgoras (u
u h- es la Ceneratriz del Cono)
r R

Por Tridngulos semejantes (R
hi+1?  h-R Radio de Esfera)

r R Reemplazando (Eliminando la
. RW? variable: u)
TRt 2R Despejando r . elevando al Cua-
22 drado.
_n. R'h
V= 3 m Reemplazando r* en el Volumen
3 Ordenando para derivar e igualar
n,, h . .
= —R®————  acero, luego se despeja la varia-
3 hR'-2hR  ble:h
22 _ ChYap L
V' o= lT-R’:sh (h” - 2RA) - h (2 - 2R) =0= h=0:h=4R; Tomando: h = 4R
3 (h? - 2Rh)?
22
s R yZR . Portanto: V,, = D= -r—‘(\/—Z-R)Z(4R) LS
3 3

h? - 2R 3
S R=Secm= V,_ =1047.20cm’ 7 =707 cm: h = 20 cm

=211 -




7:T2| Determinar el Angulo de corte de un Circulo de acero, de manera tal que el Volumen Conico que se
forme sea Miximo, el Radio del Circulo es: R = 10 cm

\l
V= %W 2 olumen del Cono

Radio y la Altura del Cono

R =r2+h? o h = JRE-/? son: r, h. Por Pitégoras.
. £l Radio del Circulo R se con-

VASLPLN "E R vierte en Generatriz del Cono,
3 despejando: h , reemplazando.
L=6R.L=2nr.r= &R La longitud del Arco es: L su ‘ ‘ L.

2 Férmula se expresaconBen
Radianes. L se constituye en

n BR? , ,BR el Perimetro de la base del

Ve S (R - (=

3 m n Cono.
R? Despejando ry reemplazan-
V= —-——2-92\/4112 - 8? do en V. Simplificando y
24m derivando respecto de 8
3 : .
Ve -—R-—[ZB( —gyn . g %(4”2 -61)"’2(-26)]r= 0

241

3 2 _ap?
V' o= R (Sen 36) 0 = 8:0:6:\[7211 TomandoG:JEZn
24 4n? - 92 3
R

J_Zn) l Zn)
24m? 24m?

3
V, = 62 4n 8’

Sii R=10cm:V,, = 403.07cm?® ; B = J:mRad-29394 =

3] Hallar las dimensiones de un recipiente abierto, formado por un Cilindro terminado en su parte inferior

por una Semiesfera, de manera que para un Volumen V., la cantidad de material usada en su _

construccién sea minima.

Se minimiza el Area

= ! 2
A = 2mrh + —4mr del Cilindro y Semies-
fera, sus radios coin
A = Zn(h + f)f ciden.
h
V=nrth + -‘-(inr’) El Volumen V se asu-
23 me conocido, es I3
V- 2mr? suma del Cilindro y
= h-= - Semiesfera.
3nr g ;
Despejando y
3
A = zn(m +0r reemplazando en la
3nr? Ecuacién de Area a
. 3 minimizar.
2 = 6V + 21r . 4 .
I uego derivando, e igua-
lando a cero.
2y 3 ) Al reemplazar fa expresidn de r. se
A = énr(3n) - (6V + 2mr7)3 =0 = r = .1\_/_ obtiene que la altura h es cero. por
3n? n tanto el recipiente se reduce a la
forma de Semiesfera atierta
_ 3 v in
h:l\/__zﬂﬂ..:o = A =2n(h~r)r=2n(—3-—)
2 Min
3nr n
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y la Pardbola de Ecuacion:y = 9 - x*

A = 2xy

= X-‘-\/’}_
y=9-(/3 =6
Apge = XY

=236 = 2078

Se maximiza el Area del Rec-
tingulo de base 2x; altura y

Por ta Ecuacidn de la Parabola
se obtiene: y Reemplazando
en la Ecuacion de Area.

Un Vértice del Rectiangulo
coincide con el punto (x.y) de
la curva de la Funcién.

Derivando, igualando a cero
se obtiene x; luegoy

Area Méxima.

j

e oyt . . 2 2. A '
£n la curva de Gauss: y = e ™™ 72 ; Hallar las dimensiones del Rectingulo de Méxima Area que pueda
inscribirse entre el Eje de abscisas y la curva.

A = 2xy

1]
N
L)

>

=
+
N
X
~
U
x
]
—~
U
X
=
|
o

2 1

3

Se maximiza el Area del Rectingulo de Base 2x :

Altura y. De la Ecuacidn de curva se obtiene: y
£l punto (x.y) de la curva de la Funcién (Curva de Gauss), es también un vértice del Rectingulo.

Hallar las dimensiones del Recténgulo de Mdxima Area que puede inscribirse en una Elipse de Semiejes:
a = 4:b =3 (Centro en el Origen)

A Se maximiza el Area
_ del Rectdngulo de base
A= &y 2x, altura 2y
x?  y? .
— == Se obtiene: y por la
a b? Ecuacion de Elipse con
b+ centro en el Origen. El
y = —ya -x Vértice del Recténgulo
a coincide con el punto
b de la Elipse (x.y)
A = 4x—ya?-x?
a
b 1 bl 2 _a-n
A 24=(a’'-x)" + 4x—=—(@ " -x°)""(-2x) = 0
a a2
= X = —a—- y = 2 al -XZ = _9_
V2 a 2
_c_z_i La base. 2x

~ (&)

ﬁ ‘/2’ Altura: 2y

"

5.66
424
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Esta vez se trata de hallar una Distancia Minima (d). es mds conveniente minimizar el cuadrado de la

Distancia (D) y luego calculard (D = d%) ~

D

D =x2+y2

y? = x+2
D=x?+(x+2)

D/ =2x+1 =0

.=> x = -1/2

yz‘/x+2=m

Se minimiza el cuadrado de la Dis
tancia al Origen del punto (x.y)
que pertenece a la curva.

Por la Ecuacién de la curva. Reem-

plazandoen D
Derivando, igualando a cero.

Despejando x, con este valor se
determina luego el valor de y

2

2 3 7 7 7
= x2 2 _ - = = =
Dan Xt vy = ( ) * ( _2') = '4- = dM[n = DMln = Z = T
T18] Hallar la Minima Distancia entre la Pardbola: y2 = 8x con el punto P(4.2)
D Mln|m|zando el Cua. »;........;....4. .Y....i ...... ;.......% ....... . ....... reees
D=(x-4)?%+(y-2)? drado de la Distancia T W Lr.jr)\< e
. entre el punto: (x.y) al S N«

y® = 8x (412)
D= (x-4) + (f8x-2)*  Por la Ecuacién de la

L2 _curva. Reemplazando

= xT-4yEx .4 en: D
D' =2x -4 8o . Simplificando. derivan-

2y/8x do e igualando a 0
x=2 = y=8x=4 Despejando x, calcu-
fando y

Dyin = -4 + (y-2" = (2-4 + (4-2)" = 8

7-19

suman 60 ;

P =xyz

X+ y+ Z = 30
x+2y+3z = 60
y = 30 - 2x

Z =X

P = x(30 - 2x)(x)
P = 30x?-2x?

Determinar estos Nameros de manera tal que su Producto sea Maximo.

Maximizando el Producto de tres nimeros positivos
Suponiendo que los nimeros son x:y:z

De los datos del Problema, se tienen las dos sumas, entre éstas dos
ecuaciones. se eliminan variables, expresadndolas en términos de x

Reemplazando en la Ecuacidén del Producto a Maximizar
Simplificando
Derivando e igualando a cero

Despejando x (Solo se tcma el valor de x = 10). para en base a este valor
calcular:y, z

Puex = X2 = 10-10-10 = 1000




4»4.;1mmw«,u«-w#.mrwm4a=~"1-mmm»,¢-w»x-'s):aqv'-.nv'tw-\wﬁtw“tﬁm“‘?‘"mmw L W v bbb batstec b Sl mitn e M

L

Rt

Recta que pasa por el punto: (2.3)

A Minimizando el Area de Trid
a.% ngulo, de base x; alturay
) x.y son las Intersecciones de la
y 3 Recta can los Ejes.
X x-2 Por Tridngulos Semejantes.
y = 3x Despejando: y
x-2 Reemplazando yen la Ecuacién
A= X 3x de Area
2 x-2 Simplificando. para luego deri-
2 3x? , var.
x -4
, 6x(2x - 4) - 3x%(2) Tomando solo: x = 4; se obtiene el Area Minima, ya que con
g (2x - 4)? =0 x = 0. el problema carece de sentido.
x -
- Calculando el valor de y, reemplazando se logra la Minima
x(x-4) o , X4 Area.
(2x - 4)? x =0
y = X 6 . Portanto: A, = Xy 48, 12
x-2 2 2

Hallar la Minima longitud del segmento de Recta, qhe pasa por el punto: (,8); apoydndose en los Ejes

Coordenados del Primer Cuadrante.

Se calculard previamente el cuadrado de 12 longitud requerida (D), para luego calcular tal longitud
(d = /5) De esa manera se simplifican los ciiculos.

D Minimizando la Distancia entre
w2 _ a2 lospuntos (O.y); (x.0): Que son
=0-x7"+ -0 los puntas de Interseccionde la

D =x? +y? Recta con los fjes.

y .8 Por Trisngulos Semejantes, la

x  x-1 Recta pasa por el punto: (1.8)
.8 Despejando y

x-1
. gx ? , 64x?  Reemplazando y
D=x%+ x-l) =x"+ ; en la Ecuacién de
(x - Distancia: D.
-1\ - 2 -
D/ = 2 + 128x(x - 1) 624: 2(x = 1) -0
((x-1%
- 3 - -
=2 - 128x =2x{(>< 1 64]=0 ==’x_(;
(x-1) (x -1y X =

Tomando a x = S; que determina la Distancia Minima., luego se halla ef valor de y

8xl =10 Portanto: D, x2+y2 =5T+10% = 125
x—

Min VDanzy[E: t1.18

£n todo Problema de Aplicacion, si se presentaren dos Soluciones o Puntos Criticos. usualmente solo
uno de ellos determina lo requerido.

d
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3

7235 Hallar la Minima Area encerrada por los Ejes Coordenados del primer cuadrante y una Tangente a la

curva de Ecuacion; y = 4 - x’

a. ] £s el Area Triangular lo que. se
Y u minimiza.
y = 4 -x? u, v son las Intersecciones de la
. Tangente a la curva con los Ejes
y = -x Coordenados, se constituyenen
v y 5 los lados del Tridngulo.
Y = -2x
u u-x Se determina la pendiente de la
4 +x2 , Recta Tgngente para igualarco'r) .
u = SV =4 +x la pendiente obtenida geométri-
- camente. Expresando: u, v en
| 2 términos de la variable x
A= (4 e |
2 2x Reemplazando y derivando.
22 No.y _ 12,
A=l(4+x) A,__I_2(4+x)2xx (4 +x9%1 0 = x = 4
4 b 4 x? 3
, 8 16 16 L6 16 32
='y==— U= |-, Vv=e— | A== = —
3 3 k) 2 3 3 3/3

Una faja de hojalata de anchura: a ; debe doblarse de manera que forme un canalén abierto. hallar el

dngulo B que determina la méxima capacidad.

I Se maximiza el Area del

= 2 - ! 2 } i85 X I 'u‘
A= '{R 6 ;R Sen 8 Segmento Circular. (Previa- N P
| mente se expresa el Area - a
A = —RY® - Sen B) del sector, restando luego e
2 el tridngulo superior) B ~.R
a = R8 Simplificando: A
A = _'(9_)2(9 - Sen 6) Longitud de Arco (B estéen
Radianes)
2 - al B -5%n8d Reemplazando y derivando.
2 8?2
2 - 2 - 2
a -4 (1 - Cos 8)8° - (B - Sen 6)20 -0 > 8=m : R-= a LA, - a’
2 (8%)? n 2n

Hallar las dimensiones del Circulo de Mixima Area, que puede inscribirse en un Cuadrado de lado: L

=5cm
A=nr? . -
L2 Se maximiza el Area del Circulo
A =n(5) o
2 Expresion de Area
A=1,2 Reemplazando r = /2
4 o )
A =0 Simplificando, derivando
Por tanto existe un unico Circulo que puede inscribirse en un
Cuadrado. de dimensiones constantas. No existen a'ternativas

que permitan elegir otras dimensiones.
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L3 "Razdn de Cambio Instantdneo” de fry €1 %o 58 define como fa Derivada: f°

Por la definicion de la Derivada en: x, de la Funcién:

/( s -/
I T Xy +h) {x) ..
f"o) = Lht_r;l ; Si:
fy = £, o
Tl N
x-x, X =Xy ax-0 Ox

£l Cociente entre el Cambio en fa Funcién: Af, respecto al Cambio en
{a variable Ax , es la Razén de Cambio: Af / Ax

Cuando Ax tiende a cero (O también cuando x tiende a x,) Se tendrd
la Razén de Cambio Instantineo:

Lim 8
8x-0

—

= f’

I

(9

En la grifica adjunta se analiza alrededor del punto: (xo,f(xo))

Muchos conceptos de Fisica y de otras ciencias se definen como
Razones de Cambio Instantineas.

fu

) si ésta Derivada existe.

Ei 7-2 la Velocidad media (v,) es la Razdn de cambio entre el desplazamiento As respecto al cambio enel
tiempo At

m

O

At

s(t) - s(t)
t-t

La Velocidad Media es en realidad un Promedio entre el Desplazamiento Total regustrado entre un Total
de Tiempo transcurrido.

La Velocidad Instantdnea (uv) es el Limite de la raz6n de Cambio del Desplazamiento respecto al Cambio
de Tiempo. cuando éste tiende a cero.

=L(m-és-

At-0

At

S, ~ 5

0 (tg)

= Llim ————
t -t

0

La Velocidad Instantdnea es la Velocidad que posee un mavil, en exactamente el tiempo de .

Un movil se desplaza de acuerdo a la Funcion: s, = 3t*

Instantdnea (v) en: t = 5. desde su inicioen:t =0

Si:
Si:

o~
[

~-~
i

- 2
sm- +15
0 = 30%+15 =15
S = 35%+15 = 90
ol s0-1s
t -t S-0
- / -
-sm = 6t
= 65 = 30

Por la Ffuncién
de Desplaza-
miento:

Tanto para |a
Velocidad Media
como para la
Instanténea, se
asume que el
Desplazamiento
esti en my el
Tiempo en seg.

+ |5 ; Hallar las Velocidades Media (v,,) e

N
P

Y.

3 B

4

g
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Sila Variable Independiente es el tiempo t. la Derivada de otra Variable Dependmnte respecto al tiempo L, se
ffama Variacion con el tiempo. :

Ei7-3 Sii x =5+t Si: y =3 Sen(4t - 1)
dx dy Si: x, y Son Funciones de
— =5+32 =y —~ =3Cos(4t-1)4 =v Desplazamiento. sus Prime-
dt dt ras Derivadas son la Veloci-
d*x d? . dad . Las Segundas Deriva-
e st =a P -3en(dt-1)44 = a das son la Aceleracion.

Si existieran mas variables, relacionadas entre si por una Ecuacién que a su vez dependan de t. Sus Variaciones
respecto de t pueden obtenerse mediante Derivacién y aplicando [a Regla de 1a Cadena.

m
~
1

Se calcula la Derivada cuando x ; y dependen del tiempo ¢ ; y a su vez estén relacionados entre si por
una Ecuacién.

X=X, Y EYy La Derivada de la Ecuacién ‘respecto de t es la indicada.
) 7. Note que x ; y se derivan por reglas usuales aplicando ademads |a Regla
x© + 4y ! L . )
: de la Cadena. en cada caso se multiplica por la Derivada de la variable
3x? &, 8y & 0 respecto de t. A este tipo de Derivadas se llaman Derivadas Paramétri-
dt dt cas.

Derivar respecto de: t las siguientes Ecuaciones (x; y: z dependen de t)

a) x?+yr-1=0 = 2x-q-§+2y§l= ,
dt dt Aplicando las Reglas
A ~ conocidas de deriva-
by x*+2x>+y? =0 = Sx‘fj-{+6xz£x—+2y§1=0 cion.
dt dt dt
En el Inciso d) se
¢) Senx+lny=x* = Cosx 1 d 2x L aplica 13 Regla del
dt y dt dt producto.
dx dx dy dy
d) xT+xyleyT=0 = xS s 4xyP 4 3xWyI L+ 7ytL =0
dt dt dt dt
e) +y {20 =5 2xd 3)’2_(1_7*4232 0
dt dt dt

Un globo esférico es inflado con gas. que ingresa a razon de: 80 m¥/min ; en el instante en que alcanza
un Radio de 10 m ; Hallar la Velocidad a la cuél se estd incrementando su Radio. '

Siel globo recibe gas a razdn de: 80 m3/min , es ésta su variacion
de Volumen, o Velocidad a la que estd aumentando su Volumen.

£l Volumen de una Esfera de Radio res: V = Snp

Derivando V. r respecto del tiempo t

v

, .
& Ay A 80 e T
a3 dt dt 4me?  ami0? min

Siel Radioes r = 10m = dr/dt = 0.064 m/min ; que se constituye en la Velocidad a la que se
incrementa el Radio de la Esfera. :
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Un embudo en forma de Cono invertido tiene 5 cm de Radio R, 8 cm de Altura H: un liquido fluye

dentro del embudo a razén de 12 cm’/seg. y fueraa 4 cm¥/seg. Con que rapidez sube el liquido cuando
se encuentra a S cm de Altura.

av. av, Son la Velocidad del liquido
- 12 0 — =4 queingresa y la Velocidad
del liquido que sale.

i‘i - .d_\é = av La resta es la Velocidad del
dt dt dt liquido que queda.
dh V = I nrh Velocidad de nivel de liqui- H
dt 3 doy Volumende Cono {r, h
Y R h variables). Por Tridngulos
—=— = r=—R Semejantes
h r H
2 2
= \/:L]’Irzh_l.}j—h3 ﬂ:ﬂﬁ_
3 3 42 dt 3 y2
dv av, dv, ' Note Ia necesidad de eliminar
;. : T T T 3 una variable por Tridngulos Se-
= _dﬂ - i. ..it.._ = ﬁ_ _‘.ji___g_t_ = 0.26 m- mejantes. ya que se tenian dos
dt R? mh* R? nh? seg variables originalmente (r. h)

Una ldmpara esté colgada a Altura de H = 3 m, un hombre de estatura h = 1.7 m camina alejandose
de la ldmpara a Velocidad de 2 m/seg. Con que rapidez se alarga su sombra; Con que rapidez avanza
el extremo de su sombra. » :

H.L Son la Altura de la lampara y Hombre, son datos N
conocidos, constantes . [

s Es la longitud de sombra, variable

) . H
x Longitud de extremo de sombra, variable. I
H «x H u~+s H X ,
— T e ) — = =5 - = - .
L s L s L X -U .I-l/\tfllltj/\-:l(1".«'4.//«
. . U §
Por Tridnguios Semejantes. N T 4

Se toma en cuenta que: u es la Distancia recorrida por el hombre, Ia Derivada du/dt es !a velocidad dada
del hombre, despejando: s, x

. L d L du _ Son la Velocidad de crecimiento de la
S8 = T 2.61 M/SLE sombray la Velocidad de avance del ex-
. H dx H  du ~ tremo de la sombra.
Sit x = T = @ H-L @t 4.61 m/seg  Tambien puede calcularse 1a velocidad de
avance del extremo de la sombra, como la
_c_!_x_ .= f’ﬁ . is_ =2 + 261 = 461 m/seg suma de la velocidad del hombre mas la
dt dt dt velocidad de crecimiento de la sombra.

La longitud de un alambre de cobre es: L = 100(1 +aT + bT?) donde T eslavariadie (Temperatura
en °c) : a. b son constantes. Encontrar la velocidad a I3 que crece la longitud. cuanco: T = 22%: a
=0.1610*:b=0.1010"

Siv L = 100(1 +aT +bT} La variable es la Temperatura
“ (7). La Velocicad de crecimien-

a . 100(@ » 2bT) ; T =22° a=0.1610 to de la Icrg tud del alambre
dT ' b =01010" serd la Derivaca de la longitud

- 1000 16107 » 20.10-107:22) = 1 644107 cmye  (€SPECIO 98 B Temperatura
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1 Un obrero levanta un peso: W mediante una polea, situada a altura: H = 30 m jalando una cuerda de

longitud: L = 60 m ; Si el obrero se aleja a 4 m/seg ; ¢A que velocidad sube el pes en el instante en que
el obrero se encuentra a: x = 20 m de |a base de la polea?

Por el Problema y grafica se cumple: ' "

H* + x? =y

h+u=60 = H?+x=(60-h)?
Cuando: x = 20 h =60 -u
=
Siendo: H = 30 h=60 - JH? +x? = 23.94

La velocidad del obrero es: dx/dt = 4 m/seg

La velocidad a la que sube el peso es: dh/dt ; Derivando la
anterior ecuacion respecto de: t '

dx

-X e
Sii H2ex? = (60 -2 = 2 X aop0-mpdh o oA L, m
dt dt 60 -h seg

Un barco A se encuentra a una distancia de 15 km al Este de un punto O, moviéndose hacia el Oeste

con: V, = 20 Km/h ; Otro barco B se encuentra a 60 Km al sud de O. moviéndose hacia el Norte a | 5
Km/h . thermnnar si los barcos se acercan o alejan al cabo de una hora y a que velocidad.

Por el Problema y gréfica las trayectorias son:
e ‘ Y Acz.e;-. ............. RO O
x =195~ UAf = % = - U}_.| =-20 Km/h . ‘
y =60-vt = = =-vy, =-15 Km/h :
dt . %
Siz t=1 = x=-5,y=45 _ - ’ ' ‘ B

La Longitud entre A, B es: ’
& La velocidad de separacién: dz/dt se obtendra

2P = xPeyl =z = (-5)? +45% = 45.27 derivando fa anterior ecuacién, respecto de: t
dx dy
d dx d dz ar dt Y dt Km
zz=x1*y2=22-—z=2x—+2y—y=> T — 2 2] —
dt dt dt dl b4 h

Al reemplazar datos obtenidos. se observa que la velocidad de separacidn es negatnva por tanto los
barcos se aproximan.

7.33! Una escalera de longitud: L = 1S m se desliza en su extremo superior sobre una pared vertical,

7230 -

alejdndose de la misma su extremo inferior a 2 m/seg (A que velccidad estd bajando su extremo
superior en el instante en que su extremo inferior estd 3 S m de la pared?

Por la grifica (L constante; x. y variables)

Ll_xl’yl

dx dy dy x dx dy/dt L
0= = .y o 2. XX ylt |

dt dt dt y dt

~
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La Regla de L'Hopital, es un nuevo recurso, para calcular Limites que presenten Indeterminaciones, esta regla
hace uso de las Derivadas.

0
La Regla de L'Hopital (Llamada también Regla de o
L'Hopital - Bernouilli), expresa que si se presentan Lim X -
indeterminaciones de las Formas: x-a &, et

Entonces se cumple:

S
-
|
=3
S

1=
1t
=
=3
Il
)
{
1
1t

SRR —
——
[ 0 —!
B

T

| B

i — g ——]
=3

a_qQ_|_..,‘_.~
53

I

Por tanto. para calcular un Limite, se usa tanto la Derivada del numerador como denominador (No se usa la
Regla del Cociente): Si persiste |a Indeterminacién. se vuelve a derivar hasta obtener el resultado del Limite.

La demostracion de esta Regla. parte del supuesto de la Derivabilidad de las Funciones f. g en un Intervalo:
0 < |x-a| < 3 se trabaja alrededor del valor de a : debe cumplirse ademds que: g » 0

Si: Lim f(x) =0 : Limg, =0 Se verifica la Primera Indeterminacién, entonces
x-a xX-a

, - Por el Tercer Teorema del Valor Medio (Teorema de Cauchy Vi-
f_@_ . ,'(b) - /m _ f(x) -0 _ _[ﬂ 10) se tiene la igualdad de cocientes:

g(lx,,) o) "By B O &gy omandoib =x. [, =0. g, =0

, Sii @ <x, <x. x, estdcomprendido en el Intervalo

0
Lim h = Lim h indicado.

/
gy, e fw Al aplicar el Limite cuando: x tiende hacia: a entonces: x,

también tiende hacia: a

Ej 7-5 Se resuelve un Limite por |2 Regla de L'Hopital

ox¥-7x+12 3 -73+12 0 La Indeterminacién que se presenta. permite el
Lim ; = ; == uso de I3 Regla de L'Hopital.
x-3 x° -9 3 -9 0
2 -7 Derivando tanto el numerador como denomina-
= Lim dor.
x=13 2x
2.3 -7 | Reemplazando en esta expresion se logra el
P PPl RING N S resultado del Limite.
2:3 6
. ]
Lim X2 TX 12 X2 3)x - 4) El mismo Limite se puede resolver por reglas
-3 x? -9 -3 (X + 3){x - 3) antes indicadas (Ver P-5-21-b)
- Lim (x -4 _ (3 -4) __1 Factorizando y simplificando se obtiene el
-y (x*+3)  (3+3) g  mismo resultado.

Usando |a Regla de L'Hopital, calcular el Limite:

’ w+3 2w+ La Indeterminacidn que se presenta. permite el uso de la.
m : ~ = Regla de L'Hopital.
1-« X =1 o - | =
2 ) Derivando numerador y denominador. Simplificando. queda
=lim — =Llm2 =2 ¢ {imite de una constante. que sera igual a la misma cons-
e b xen tante.
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Lim

x-2

Lim

x-1

Lim

x-a

Lim

X= .

Lim
x-0

Lim
x-0

Lim

x-0

5] Aplicando la Regla de L'Hopital, resolver los siguientes Limites:

2 2 L . :
X fxr6 216 La Indeterminacion: 0/0, que se presenta, permite el uso de
x1-3x+2 22-3-2+2 [a Regla de L'Hopital
e x|l Derivando tanto el numerador como denominador (No
= ﬁ‘_”;' x -3 usando la Regla del Cociente)
2:2 + 1 S Reemplazando (Ver P-5-19-3)
S 22-3
X =Sx2+7x-3  17-5-12+7-1-3 0 Por la Regla de L'Hopital
x? - 2x + | 12220 +1 0 Derivando tanto el numerador como denomi-
2 , nador. Al reemplazar prosigue la Indetermi-
- Lim 37 -10x+7 _3-1°-101+7 _ 0 nacion.
x| 2x -1 21 -1 0 Vuelve a aplicarse UHopital, derivando al
-l X 10 _6:1-10 numerador y denominador. Reemplazando.
x- 1 2 2 ' '
a*-x* _a®-a® 0 ' v
X -a a-a 0 Aplicando L'Hopital
- Lim a*lng - ax®" Se deriva por Reglas conocidas tanto el
<-a I numerador como denominador.
=a%lna - a-a®' =a%lna-1)
ex e. ot » . . .
= Ttz La Indeterminacion permite el uso de la Regla de
. L'Hopital . '
=lm— =Llime*=e" =« Derivando y reemplazando
X~ - X~ .
PRI e% - | -1 0 La Indeterminacién permite L'Hopital
e - 20 . T Derivando por Re%las conocidas tanto el
. | | ' numerador como denominador
= Llim —— = M — = —— = — L ' :
s-0 2e¥  1-0 2¢* 260 2 Simplificando el Cociente y reemplazando.

x 0 0 La Indeterminacién permite el uso de la Regla de L'Hopital
. Cos x Derivando el numerador y denominador. Reemplazando
= L‘"; T Cos 0 = | (Ver Teorema T5-10, Cap V) _

x Cos x -Senx 0:Cos0-Sen0 0
3 = = '6 se derivan tanto numera-

X o’
dor como denominador.
Cosx - xSenx - Cosx . =xSenx Simplificando

Por la Regla de L'Hopital

= Lim = Lim términos
-0 3y ? -0 3x? del numerador.
= lim = Senx 0 Al reemplazar sigue la
o 30 Indetegminacién.por tan-
to se debe aplicar nueva-
= Lim Cosx  -CosO _ | mente la Regla.
x-0Q 3 3 3

I P R L P U P T U W T O
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Aplicando !a Regla de L'Hopital. resolver los siguientes ! mites:

3 3 . ., . .
? Lim bx” # 1 b=l Indeterminacion de la forma: /=, donde es aplicable en forma
x-= 22 - 1 2 - | oo directa la Regla ¢2 L'Hopital.
o 18x? Derivando tants 2! numerador como denominador (Separada-
= Lim mente, no come zociente)
x-= bx?
s lm3 =3 Simplificando y -eemplazando (El Limite de una conste es la
= x‘__ N misma constan:zj

b) . 4x? + 5x + | 4o’ + 5o 4 |

Lim = =2 Indeterminacion de [a forma: /e
3 3 . .
xee IxT 4 Tem + 1 ® Derivando el numeradory denominador
e X3 B=r5 = Al reemplazar se observa que persiste
Cx-m 212 21 -w? - Ia Indeterminacion de la forma: se/e
, 8 8 _ 8 _ Entonces volviendo a aplicar la Regla,
Breii e derivand lazand
com 42X 4200 @ erivando y reemplazando.
9} 3 2x? + x? + | 2t 4 o? + | ® . )
Lim = 3 = - Indeterminacion de |3 forma; eo/e
o= x>+ 7x w + T © ] o _
; Aplicando la Regla de L'Hopital, persiste fa
3 o X P = Indeterminacién. reemplazando persiste ain
x-w x4+ 7 0® la Indeterminacion. 7
3: L 24x¥+ 2 w Aplicandg otfa vez la Regla, adin persiste Ia
% = Lim T = - Indeterminacién, usando otra vez la Regla.
P «©
% | 48x  48'= = Simplificando y reemplazando.
z =lime—ze0— == ==
% x-= 6 é 6
i
i d ., lnx Ilne = '
X Li e - Indeterminacién de la forma: e/«
X=-
' | Aplicando la Regla de L'Hopital (Derivando tanto el numerador
- como denominador)
12 X .
: = Lim - Lim - Simplificando y reemplazando.
) X~=- X~
z !
< = — =0
; o
e Lim ef e = Indeterminacién de la forma: /=

ree x'® %0

Aplicando la Regia de L'Hopital (Derivando tanto el numerador

, . e ® como denomirzcor)

= Llim = - ) » L

: 1-= 100x? = Sin embargo persiste la indeterminacion.

»

i = . Esindudable que sersistird laIndeterminacién luego de muchisi-
H e* : mas aplicaciores de la Regla de L'Hopital. Pero es claro que la
3 = [im — expresidon del Zenominador por ser potencial. disminuird de
i -a € grado hasta cz~ertirse en una constante ¢.

3 8.2 . Reemplazands sz obtiene el resultado.

L3

= (o c

L3 Reg'a de LHopital se aplica en forma directa 5 las Indete-~— ~aciores de la Forma: 0/0. =/= ; Sin embargo
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puede ampliarse su uso a otras Indeterminaciones, si éstas se llevan a las Formas de 0/0 o o/

Las Reglas de Transformacién de Indeterminacion en cada caso. son las siguientes:

INDETERMINACIONES DE LA FORMA: Q-

Para convertir la Indeterminacion de la forma O-e, a las Formas 0/0 /=, se procede del siguiente modo:

f 0 0 By =
‘on = { __(X_)_ D = = e N = .__(i. T e T -
L(m f(x) 8y = = Lzm /() 8w = Lim I 5 le lm g(l le =%
X-a - _' -a — —
B 7 f 0.
Ei7-6 Lim(xlnx) =01ln0 = o(-‘m) = - Indeterminacién de la forma 0-w. para aplicar
x-0 . L'Hopital se transforma a otra Indeterminacidn.
= Lim ﬂ = Reordenando el Limite dado. de acuerdo a {a Regla
x-0 i oo anterior, al reemplazar la Indeterminacién que
x ahora se presenta es de: /=
, l , ’ . 1 . - N
= Llim X Lim (-x) = 0 Apl_scandoLH_opntaI.denvapdotantoelnumer_ador
-0 - 1/x} -0 * como denominador.

Indeterminacidn, transforméndola

Lim xe'® = 0e'® = 0e” = 0
-0 o (Llevando un factor a dividir al deno-
e _ minador)
= E‘_’z e = Reordenando. se obtiene la Indeter-
; minacién de e/
e (- 1/x?) ‘ . "Aplicando L'Hopital, simplificando y
=lim S22 - [ime'™ = ¢ =¢” = = reemplazando.
x-0 x=-0

y\'

INDETERMINACIONES DE LA FORMA = - =

Para convertir I3 Indeterminacién = - « a la Forma 0/0 se procede como:

N R | -
L(m _-._L_ =_|-—_|..:ca—oo =5 L(’m _'.—._l-- =L1m (X) (x)=0 0:.(.).
xa | Jy By 0 90 xa \ Iy & R -0 0
Ei 7-7 Aplicando L'Hopital, se resuelve el Limite:
Lim ] b o | Indeterminacién, transformandola
<0 X Senx O Sen0O0 0 O Sumando las Fracciones, |a
. Senx-x 0 Indeterminaciéon que ahora se
= L"Z T Sen x = o presenta es 0/0
-
y Cos x - | 0 Aplicando L'Hopital
= {im = —
-0 Senx + xCosx O Como persiste ia misma Indeter-
~Sen x -0 minacién se vuelve a aplicar |a
= Lim = — =0 Ragla
-0 Cos x + Cos x - x Sen x 2

Lh ot G e SO
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INDETERMINACIONES DE LA FORMA: 17;0°; «°

Para las Indeterminaciones de las Formas: [~ 0°; =°es conveniente aplicar la Identidad:
hy _
¢ B f(X)

Luego mediante manipulaciones algebraicas y usando las Propiedades de los Logaritmos, es posible transformar
Indeterminaciones, llevindolas a 1a Forma: 0/0 ; /e : donde si es posible aplicar la Regla de L'Hopital.

o

7238 Aplicando la Identidad indicada y L'Hopital, resolver los Limites:

, NV 2O _ - L
Lim (1 = x5 = (1 -0)7 = Indeterminacion

x-0
s (-l Recurriendo a la Identidad. recomendada para
= Lim ettt -1) . e
o - este tipo de Indeterminaciones.
tat =x%) 0 Por Propiedad de Logaritmos se ordena el Expo-
=flime * =e?0 nente. Reemplazando, la Indeterminacién que se
x-0 presenta en el Exponente es de la Forma: 0/0
] .
At . Aplicando la Regla de L‘Hopital (Solo en el
., T , . -«2  Exponente) se deriva su numerador como deno-
= [lim e = Lime .
minador.
x=0 x-0
-9 Reordenando el Exponente. Simplificando vy
= !9 20 o reemplazando.
b) Lim (Cosx)'™ = (Cos 0)'® = 1~ Indeterminacion .
x-0 : o~ Aplicando la Identidad y Propiedades de Loga-
= Lim eln(Cesn™ - ' ritmos. _
x-0 . R
Ln(Cos 1) [ En el Exponente queda la Indeterminacion:
=lime * =¢g° 0/0, se puede ya usar L'Hopital.
=0 Derivando y simplificando
——{-Senx)
. Cosx -
=lime ' = Lim e ™"
-0 x-0
] 2
= e-Tano = eo = |
. - no . .
<) Lim x* = 0 Indeterminacién de la Forma: 0°
x-0
= Lim eP*" = o¥nT 5 g0(-=) Usanc'io la Identidad. y empleando una Propiedad de
x-0 A Logaritmos al reemplazar queda una Indeterminacion de la
L Forma: 0'=, que no permite el uso de L'Hopital.
1 ce
= Lime PR e—: Recrdenando nuevamente el exponente y reemplazando. se
-0 ottiene la Indeterminacién de la forma: «/=
| . .
3 Aplicando la Regla de L'Hopital en el exponente (Donde se
- encuentra la Indeterminacién)
] . . . .
=lime * =lime’” Simplificando el exponente.
x-0 z-0
Reemplazando. se obtiene el resultado final del Limite.
-0
E = |

Note que las Indeterminaciones pueden cambiar de forma de acuerdo a modificaciones algebraicas. De esa
manera se puede !'evar a otras Jndeterminaciores que si permiten el uso de la Regla de L'Hopital.
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3) Lim (e*-1)" = (°-1)° = 0°

Aplicando la Regla de L'Hopital, resolver los siguiéntes Limites:

Indeterminacidn que no permite el uso directo

-0 de 1a Regla de L'Hopital
x_ x . .
= Lim et e Aplicando Ia Identidad
x-0 )
o Lim eX e =1 2 0= Por una Propigdad de Logaritmos. tras reem-
oo plazar se obtiene otra Indeterminacién, que
lnge*- 1) todavia no permite el uso de L'Hopital.
i3 o Reordenando el exponente, se obtiene una
=lime * = forma de Indeterminacién que si permite el
x-0 ' uso de la Regla de L'Hopital.
—_— . , . )
e*- Aplicando L'Hopital en el exponente
1 -xle* . . .,
) ] T % Al reemplazar persiste la Indeterminacidn,
= Llime = lime =¢e ahora en la forma 0/0, una forma que tam-
x-0 x-0 bién permite el uso de |a Regia de L'Hopita!.
-2xe* -xle”
s lme ° Aplicando nuevamente 1a Regla.
x-0 Reemplazando se obtiene el resultado del
;o_;_g 2 Limite
=e ¢ =¢' =|
b) L
Lim x'"™ = " = «° Indeterminacion de la forma: «° . forma que no permite el
x-= uso directo de la Regla de L'Hopital.
’ lk . ’
= Lim " Aplicando la Identidad
e .
In x - Por Propiedad de Logaritmos en el Exponente
=Llme ™ =e" Se obtiene una Forma de indeterminacion que si permite el
== | uso de L'Hopital S
_E_ 1 Derivando tanto el numerador como el denominador
_ ’ i _ ’ x :
= E‘_m e = &‘_m € Simplificando el exponente. -
1 Reemplazando y reemplazando se obtiene el resultado del
= e- = eO = | Lim‘te
| Sen x i Sen 0 0
lim (=) =(=) = Indeterminacion
x-0 X 0
in (L5 senx tn L Aplicando Ig \dentidad y propiedades
= lime = Llime X o g0 de los Logaritmos.
x-0 ' x=0 Luego de reordenar. se aplica varias
= veces 13 Regla de L'Hopital
. inl-tnx o EstaRegla puede reiterarse tantss veces
=lime** =lime &* =¢° como sea necesario, hasta levantar la
x-0 -0 Indeterminacién. siempre y cuando las
-1 , indeterminaciones szan de las formas:
_— Sen x ° 0/0 . /=
= Lim e-Cscha(x = Lim exCosx eo '
x-0 x=0
2 Sen x Cos x 0
= Lim @GO xTXSm X 2 170 o 0 oy
t=-0
7226 -
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La resolucion de Ecuaciones por el Método de Newton-Raphson, consiste en la ubicacion de las raices de la

Ecuacidn en forma aproximada, usando para ello los conceptos de Derivada.

El Teorema del Valor Intermedio dice: Si [(x) es Continuaen a < x < b donde f(a) . /m poseen signos di-

ferentes, entonces existe al menos un valor r tal que: /’m =0

Suponiendo que se busca la raiz (O solucion) de: flx) =0 : donde f
fm es derivable con: f* » 0 (ro)

Una raiz de: [m = 0 ; es una Interseccién de [(x) conel Eje de
abscisas.

Entonces por la grafica adjunta y por la interpretacién Geométri-

ca de la Derivada:

f(x,) B f(x,) ,(x,) -0 /<x,,) Y
f(‘J = = = X =X - -
xo-xl xo-xl ’ ’f(xb)
Luego de trazar la Recta Tangente a la curva de: [, por el pun- oy e

to (xo.[(x ). se observa que esta Recta intersecta al Eje de abs-

cisas en X,

r 3
— W

Trazando luego otra Recta Tangente a la curva esta vez en el punto: (x, .fm): se obtendrd la Ecuacion (1) y
. 1

luego se generaliza en la Ecuacién (2)

fe
X2=X‘ - —_— (') xnﬂ:xn- )

— @
f (x)

Por tanto. una vez elegido: x, se obtendrd: x, mediante la relacién anterior. Luego a partirde x, se calculara:
x, y asi sucesivamente, hasta llegar a la raiz (r) (Se sabe que se llegd a r cuando el valor a reemplazar

determina el mismo resultado)

Ej 7-8 Resolver: x? +3x -5 =0

Si: /m = x? +3x - 5 = 0 .GCraficando [

Reemplazando en la Ecuacién de Newton - Raphson:

[}

,("n) X:+3x"-5

x X " e——— =X

o

ol
(] n ,(’»’ n Bx: .3

Eligiendo como primer valor: x, = 2 2
X, Xy A partirde: x =
2 1.4 2 usando la rela-
14 (.181081081 ¢ion se halla | .4; _
1.181081081 1.154525889 con este valor se 4
1.154525889 | 1.154171557 calcula el si-
1154171557 1 154171495 guiente y asi su- 4
1.154171495 1154171495 COSIVAMEBNLE.  -oufffimsmmssmemsiessss s et e

Al reemplazar: 1.154171495 se obtiene el mismo valor 1154171495 ; por tantc esta es la ssiucion
dela Ecuacidn. Si bien se eligié: x = 2 para iniciar el cilculo, se podia tomar cuz.quier otro numero.

flegandose al mismo resultado.
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Un Teorema que asegura la determinacion de una raiz, por el método de Newton-Raphson dice:

N [(x) posee Segunda Derivada Continua en el Intervalo: a < x s b, talque: f,  f, poseen signos

diferentes, donde: [(i) + 0 , se cumple en todo el Intervalo, entonces:

f
) Siel signo de f(i') eselmismodelde [, @ x =a - 2
(a)
f
i) Siel signo de f(i’) es opuesto al de f(a) D ox =b- —(-bl-
(b)
Ej 7-9 Resolviendo: x* +2x* -2 = 0
Sit fyy = x*+2x*-2=0:a=0:b=1
En0 s x < 1 f(a)=—2 f(b)=l
Los signos de: f(a) ; f(b) son diferentes
Derivando: [’ = Sx* + 6x? Desigualdad
® que se cumple
[ =20x+12x >0 enel Intervalo.

Enelintervalo f(a) . [(;') poseen diferentes signos, por tanto:

J )

| - - - 0909090
o T

x, =b - —
Fe

Portantor r < x, < b r < 0.909090 < |
Esto significa que la raiz (r) es menor, que el primer
valor calculado (0.909090) lo que se verifica en la
Tabla adjunta, al resolver por Newton-Raphson.

Para verificar la facil convergencia o acercamiento al resultado. se inician los cilculos con 3 valores

entonces se cumple: a < x, < r

entonces se cumple: r < x, < b

"
Bt BT T o s T A= irlif i b i

l - / : seeneeaeeneacs . %
X

¢ Pl 2

X, Xper ‘

i 0.909090909

0.909090909 0.894336348

0.894336348 . | 0.893987465

0.893987465 0.893987274
0.893987274

0.893987274

10| Resolver por Newton-Raphson: x? - e¢* = 0; iniciar cdlculos con: 3:0; 2

"R

diferentes
fis :
Si: x,,, =x, - =—— usando 7 decimales
xn xru-l xn xn~| xﬂ xn#l
-3 -1.5205739 0 -1 2 |
-1.5205739 -0.8783256 -1 -0.7330436 [ -1.3922112
-0.8783256 -0.7144413 -0.7330436 |{-0.7038078 -1.3922112 ) -0.8350875
| -0.7144413 -0.7035148 -0.7038.78 | -0.7034675 -0.8350875 |-0.7098341
{ -0.7035148 -0.7034674 -0.7034675 | -0,7034674 -0.7098341 | -0.7034674
|-0.7034674 -0.7034674 -0.7034674 |-0.7034674 -0.7034674 | -0.7034674
1':;41'] Resolver por Newton-Raphson: x - Cosx =
. [(w {niciando con x, = 0 ; Xa } Xn
Por. x , =x - —— 9 decimales. 0 !
[y | 0750363857
" Se emplean Ra- 0.750363867 | 073911289
o ., L Ko Cosx, dianes en los | 073911289 | 0.739¢85!33
net T T senx X, céleulos. | 0.739085!33 1| 0739085!33
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1z ARLICACIONES ENECORGMIE

Las Derivadas en sus diversas presentaciones (|nterpretac1én Ceométrica, Razén de Cambio, Variacién

Instantanea, etc.) son un excelente instrumento en ECONOMIA, para la optimizacién de resultados parala
toma de decisiones, etc.

.
—

)

) §
ooy
} s )

=\

FUNCIONES DE OFERTA Y DEMANDA

Si: x es el NUmero de unidades de un blen siendo: y el Precio de cada unidad. entonces las Funciones de Oferta
y Demanda pueden representarse por: f(x)

Donde en la practica: x se toma siempre como Positivo.

Si: f' > 0 LaFuncién es de Oferta Si: f/ < 0 LaFuncién es de Demanda

El Punto de Interseccién de las Funciones de Oferta y Demanda se llama Punto de Equilibrio.

Ej 7-10 Si: y = 16 - 2x ’

= y' = -2 <0 = LaFuncién es de Demanda

Sii y = 3x + |
= y' =3 >0 = LaFuncion es de Oferta

£l Punto de Equilibrio (Resolviendo el Sistema) es
y = 16 - 2x x =3 S
y = Ix + | = y = 10 p H 2 4

g

Hallar el Punto de Equilibrio y las pendientes en ese punto de las Funciones de Demanday Oferta
respectivamente:

208 -8 I +x? Y.
- 8x - x? . S lex :
) 16 AT . ~12{™
£l Punto de Equilibrio (Resolviendo el Sistema de Ecuacio-
nes) g
y = 208 - 8x - x*

6 x=8.y=395

2 = -t

I +x .
y = x ==115:.y =104
13 o

Se toma la 1** Solucién como Punto de Equilibrio. ya que F/
se debe operar solo con nimeros positivos. - :

La pendiente de la Demanda en: P(8,5) es:

208 - 8x - x? | x La pendiente de la Oferta en: P(8.5)
T ————— E e ™ - z
16 2 8 . 1 +x -y = 2x
) 3 13 13
Reemplazando: x = 8 = y‘m = -2 <0 ) 16
2 Reemplazando: x = 8 =y, = ) >0

Por la Interpretacion Geométrica de la Derivada: Una Derivada es una pendiente, es una Razdn o Relacion de
Cambuwo Instantinea.

Por tanto el antencr cilculo de las Funciones de Cferta y Demanda, representa las Variaciones Instantdneas de
los Frecios Unitanos (y) respecto al Namero de unidades (x): exactamente cuando que x toma el valor de 3

Temando el Valor Ansoluto de las pendientes (-3/2: 16/13) se concluye que mayor es la variacion de la
Cemanda
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La Variacién de una Cantidad. respecto de otra puede ser descrita mediante un Concepto Promedlo o Concepto
Marginal.

El Concepto Promedio, es la Variacion de una Primera cantidad, respecto a un Intervalo limitado de una Segunda

cantidad. &l Concepto Marginal es la variacion de una Primera cantidad respecto a un Intervalo tendiente a cero,
de una Segunda cantidad, es decir se trata de una Variacién Instanténea. -

Comuanmente la Primera cantidad es de un concepto de Economia (Costo, Ingreso. etc.) La Segunda cantidad
es el NUmero de unidades.

COSTOS

{x)

Si el Numero de Unidades de un bien es x ; Entonces el Costo Total. puede expresarse como: y = C

A partir de este Costo Total, pueden definirse los siguientes conceptos:

C -
COSTOPROMEDIO  C, = —2 =y
X
/ dy
COSTO MARCGINAL C’m =C e
dx
y xC' -C
COSTO PROMEDIOMARGINAL € = X - @ w  dp
o dx ‘xz dx *?
Ei 7-11 La fFuncidén de Costo es Lineal: Cx) = ax + b donde ¥
a. b son constantes: :
C fislone
Costo Promedio: C, = S axsb b
X X b 4
Costo Marginal: C_ = C'm =q ‘
Costo Prom. Marginal: C_ = —d—C S ‘ R e
pm dx p XZ ._._____...C_"_‘____._._
En la gréfica se muestrana C,.C,: C, X

#2431 Analizar las Funciones de Costo Total a) C(x)

3x+20 ; b) C(x)=x2+2x+5’

a) Sii C, =3x+20 '/C:m
? C 20 20 "30"{ A

C. Promedio C =J‘l='-3-ﬁ—=3+— : \

P x x x L e\ AR : : :

C.Marginal C, = C’ =3 L :

N Cp

C. Prom. Marginal Cpm = —d--Cp = - 20 B e | SO TR it
dx x? — ._._.._Cm_.__ — X

3 10 20

b) Sit C, =x'+2x+5

C
C. Promedio C, S XTrIXeS 0,3
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INGRESOS

Si el Ndmero de unidades de un bien es x ; siendo la Funcién de Demanda: y = f(x) donde y es Precio de la

unidad demandada, entonces el Ingreso es: .
Ra = xy = xf,

A partir de esta Expresidn de Ingreso Total, se definen los siguientes conceptos:

INGRESO PROMEDIO Rp
INCRESO MARGINAL R,

- R
X
=R

Note que la expresion de Ingreso Promedio. carece de importancia, ya que es equivalente a la Demanda del bien.

Ej 7-12 UnaFuncién de Demandaes: y = 12 ~ 4x
Elingreso: R, = xy = x(12 -4x) = 12x - 4x?
El Ingreso Marginal: R’m = 12 -8x

Comdnmente se procura maximizar el Ingreso Total, para
ello es suficiente con recurrir a las técnicas de Mdximos
y Minimos conocidos (Derivar e igualar 2 cero)

Hallar el Ingreso Marginal y el Miximo del Irngreso que se obtiene de un bien. cuya Funcién de Demanda

es.y = 60 - 2x

La Demanda: y = 60 - 2x

Ef Ingreso Total: Rm = xy = x{(60 - 2x)
£l Ingreso Marginal: R'(x) = 60 - 4x

Maximizando la Ecuacién de Ingreso Total
Si: R = 60x - 2x?

(x)
R'(x) 60 - 4x =0 = x =15

2 .
Ry = 60°15 = 2:157 = 450

Y

0 %

Si la Demanda de un bienes: y = 60 ™% Hallar el Ingreso Marginal y el Ingreso Maximo.

y = 60e™¥'?
Ry =% =x 60e™"?

L3 Demanda
El Ingreso

El ingreso Marginal R, = 60e ' - Sxe™'?

Maximizando la Ecuacidn de Ingreso Total
Si* R, = 60xe™"

R', =60e™7-5xe™ =0 = x=12
Ry = 264.87

Md

10 30 30

fnesteyen el anterior Prcblema. se asume que el Punto Critico (Hallado por la Derivada igualada a cero)

determina efectivamente un Maximo. (La «enficacién puede hacerse usando la Segunda Derivada)
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GANANCIAS

Si: x es el Namero de unidades, siendo Rm el Ingreso Total, C'm el Costo Total, la Ganancia entonces es:

Gy = Ry = Cin

Para maximizar la Ganancia de acuerdo a técnicas conocidas, se debe derivar e igualar a cero. esto significa:

Entonces para obtener el Miximo de la Ganancia, el Ingreso G '(x) = R'm ~ C’m =0
Marginal, debe ser igual al Costo Marginal.

= R(x)=C‘m

Ej 7-13 Un bien posee el Costo Total C(x) = 20 + 14x, Demandade: y = 90 - 2x su Ganancia Méxima

se obtendrd con las siguientes consideraciones:

| Y 0
cm = 20 + 14x £l Costo Total . 800 S
y =90 - 2x La Demanda fo e el :
R =xy= | N
w =Xy = x(90 - 2x) £l Ingreso Total 600 (S OSSO SO
: [
Gm = R(x) - C(x’ La Ganancia / 1: \;G(x)é ------------
= x(90 - 2x) - (20 + 14x) 400/ ...... SR WO S .
H b :
= "ZXZ + 76x - 20 Maximizando_ ,: | IO SO
G'(X)=-4x*76=0 = X = Ig 200j ? %E
Guae = 27197 + 7619 - 20 = 702 [ - :
. : 1 H
- : ; : ; X
Se asume que I;s Unidades d; l.ngreso. Costo, 5 ) 120 30 T30
Ganancia son Unidades monetarias iguales. : ' :

Un bien posee un Costo Total constante C = 26 ; Demanda y = 42e ° Hallar su Ganancia Méaxima.

Cy = 26 " El Costo Total S ; : ; :
gob Y it : : s
y - 42 e-X/6 La Demanda . N S - E ‘ E ........... .,
Ru) = xy = x(42e™) El Ingreso Total
N . !
G = Ry-C La Ganancia, reem- | :
’ _(:/)6 plazandoy simplifi- E :
= 42xe”" - 26 cando. Maximizan- !
Gy =42e™ -7xe™ =0 Co /[ i
= x=6 Setoman unida?es A
monetarias iguales : ; L : ;
= bep O _ = 2
Guae = 42:67¢ 26 = 66.7  para cada concep- o 2 -4 6 B
to.

Hasta el momento se ha operado con Funciones ya conocidas de Demanda, Costo. etc. Sin embargo en la

practica, es preciso obtener tales Funciones a partir de las situaciones reales que se presentan, y de acuerdo a
las definiciones pertinentes.

Para la obtencion de algunas Funciones, se ordenan datos, se usan variables auxiliares. que luego seran

eliminadas. siguiendo modos parecidos 3 la determinacién de Funciones y sus Maximos y Minimos. visto
anteriormente. (Ver Cap. VII-2)
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Ej 7-14 Un vendedorde autos. recibe mensuatmente I 8 movilidades para venderlas a 2400 $ ¢/u. Sin embargo
observando la Demanda, ef vendedor nota que por cada auto que no pone en venta, sus clientes estan
dispuestos a pagarle 200 $ mas. ¢Cuantos 3utos deberdn venderse para un Méximo Ingreso?

Reordenando datos, para mejor interpretacion: Precio original de un auto: 2400 %
N° Total de autos: 18 Incremento por un auto no en venta: 200%
N° autos en venta: x Incremento por u autos no en venta: 200u %

N° autos no en venta: u

Ingreso por venta de | auto: (2400 + 200 u)$
= x+u=1[8

Ingreso por venta de x autos: R = x(2400 + 200 u)$

Reemplazando: u = 18 - x en la Ecuacién de
Ingreso

40000
R = x[2400 + 200(!8 - x)]

= -200x? + 6000x 30000 |
R’ = -400x + 6000 = 0 = x = I 20000 '

Para Maximo Ingreso deben venderse |5 autos
Rys, = -200-15% + 600015 = 45000 $

La grafica adjunta muestra la variacion de: R

10000

‘ 7.-47! Un Propietario de 40 Departamentos (Dep.) puede alquilarlos a 100 $ ¢/u; sin embargo observa que .
“~ puede incrementar en 5 $ el alquiler, por cada vez que alquila un Dep. menos. iCuantos Dep. debe o
alquilar para un Ingreso Maximo? ’

Reordenando los datos: Alquiler original de { Dep 100 % r .
N° Total Dep: 40 Incremento por | Dep no alquilado: ’ 5% ‘
N° Dep alquilados: x Incremento por u Dep no alquilados: su$

N° Dep no alquilados: u
= x+Uu=40

Ingreso por alquiler de | Dep: (100 + 5u)$
Ingreso por alquiler de x Dep: R = x(100 + Su)$

Reemplazando: u = 40 - x enlaEcuaciénde!ngreso

R = x[100 + 5(40 - x)] Note que
= Syl no se al-
= =5x7 - 300 - quilan 10

R'='f0X’300=0= X=30 Dep(u=
Ry = ~5°307 + 300°30 = 45008  10)

El alquiler de un Departamento es:
100 + Su =100+ 510=150%

Un Campo petrolero contiene 26 pozos. ¢/u de ellos produce 100 barriles diarios. La experiencia =
demuestra que la perforacidn de pozos adicionales en el mismo campo. tiene por resultado la reduccidn
de 2 barriles (b) diarios por cada pozo adicional. iHallar el N° de pozos que maximiza [a produccion?

-~

-

Reordenando los datos: Produccién original de un pozo. 100 b
N©° inicial de pozos: 26 Descenso de Produccidn por un pozo: 2b

N© final de pozos: x Descenso de Produccién por u pozos: 2ub
Incremento de pozos: u Produccién final de un pozo: 100 -2ub

= x=26+u Produccién final de x pozos: P=x(100-2u)b

e
"

x[100 - 2(x - 26)]

= -2x? . 152x

P = -4x+i52 =0 =» x = 38

Prios -2-38° +152-38 = 2888 barriles

14

Reemplazando: u = x - 26 enla Ecuacién
de Producciédn final

Por tanto para maximizar {a Producciédn. deden
perforarse 12 pozos adicionales (u = 12) Cada
pozo produce: 100 - 2u = 76 barriles diarios
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761 Un comerciante mensualmente recibe 1000 Latas de leche. las cuales deberia venderlas a 4.8 § c/u; Sin
embargo observa que por cada vez que oculta 100 Latas, sus clientes estan dispuestos a pagarle | § P
mas por ¢/Lata, en la creencia de que hay escasez. Hallar el Mdximo Ingreso del comerciante L

Reordenando los datos: Precio original de | Lata de leche: 48% L
N total de Latas: 1000 Incremento por ¢/100 Latas ocultadas 1'$ B
N°latas en venta: x Incremento por ¢/Lata ocultada 00!1%
N© Latas ocultadas: u Incremento por u/Latas ocultadas 00Ius p
= x +u= 1000 Ingreso por | Lata 48 +00!u TR
Ingreso por x Latas x(4.8 + 0.01u) Ak

Reemplazando (u) y ordenando. la Ecuacién de ingreso es:

R = x[4.8 + 0.01(1000-x)] R' =-002x + 148 =0 = x = 740
- 001x? + 14.8x = Ry, =-0.01-740% + 14.8-740 = 5476 §

Se ocultan: u = 260 Latas. El precio de c/lataes: 4.8 + 0.0lu=174%

Una muebleria vende mesas a 1200 $ ¢/u, ofreciendo una rebaja de 10 $ por cada mesa por encima de - et
80 que pueda vender, |a rebaja afecta a todas las mesas vendidas. Hallar el Méximo ingreso bajo este
plan de Ventas. ’

i

Reordenando los datos: Precio original de | mesa: 1200 %
N° de mesas a vender:  x Rebaja por | mesa encima de 80: . 10%

N° mesas encima de 80: u Rebaja por u mesas encima de 80:  10u §

= x=80+u Precio final de 1 mesa 1200 - 10u

Precio final de x mesas: P = x(1200 - 10u)

Reemplazando (u) y ordenando., la Ecuacién de Precio final es:

P = x[1200 - 10(x - 80)] P’ = -20x+2000=0 = x=100
= - 10x? + 2000x . = Py = - 10-1007 +2000-100 = 100000

Se venden 100 mesas, 20 por encima de 80, el precio de c/mesaes 1000 $

Una entidad bancaria, cobra una Tarifa de 20 $. ‘por‘cada 1000 $ de transaccién comercial que efectda, e
ofreciendo una rebaja de 0.1 $ por cada 1000 $ por encima del monto de 100000 $. Hallar su Miximo ;
Ingreso si: : e
a) Larebaja afecta al monto total de la transaccién P
b) La rebaja afecta Gnicamente al monto por encima de 100000 $§ ‘”J
Reordenando los datos: Tarifa original por mil $: 20% *5
N° miles § de transac. total: x Rebaja por mil $ encima de 100 mil: 01y ‘{.f
N° miles $ encima de 100 mil: u Rebaja por u miles encima de 100 mil:  0.1u$ R
= x=u+ 100 Tarifa con rebaja: T=20-01u S
N
3) Silarebaja afecta al total de la transaccién (x en miles de $). reemplazando u en la expresion de Tarifa .:
M e
T = x(20 - 0.1u) T =-02x+30=0 = x =150 :,—‘:";J
= x[20 - 0.1(x - 100)) = Tuee = - 0.1-150% + 30-150 = 2250 miles j‘:
= - 0.1x? + 30x = 2250000 $ ' f
il
b) Si la rebaja afecta Gnicamente al monto encima de 100 miles de $ (u en miles) Ei Ingreso provendri def L
monto con Tarifa Fija, mas el monto con rebaja ' _;;ﬁ
ey
T = 100-20 + u(20 - 0.1u) T = -02x+40 =0 = x = 200 A
= 2000 + (x-100){20 - 0.1(x - 100)] =  Tyg = - 0-1:2007 + 40-200 - 1000
- -0 ix? - 40x - 1000 = 3000 miles = 3060000 $ ¥
L]
J— e
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V7 DIRERENGIALES

Siiy = /(x) . entonces se definen:  dx = Ax Diferencial de x

dy = /'(x) dx  Diferencial de y

£l Diferencial de la Variable Independiente x es su mismo Incremento Ax ; El Diferencial de |2 Variable
Dependiente y no es su Incremento. depende de: Ax. El Diferencial: dy se llama también Parte Principal del
Incremento: Ay :

Ej 7-15 Para apreciar la diferencia entre Diferencial, Incremento en y se calculan ambos conceptos:
y = x?+3x ‘
BY = fo.an " g

2
[(x)—x + 3x

- 2
y = x"+3x Ay = [(x + Ax)? + 3(x + Ax)] - [x? + 3x]
dy = [y dx Ay = (2x + 3)Ax + (Ax)?
dy = (2x + 3)dx  (Diferencial) Ay = (2x + 3)dx + (dx)? (Incremento)

Y

Ceométricamente los Diferenciales pueden representarse
como catetos de un Tridngulo rectidngulo.

Ceométricamente el Incremento: Ay contiene al Diferencial:
dy (Parte principal), mds otra longitud.

Se observa también que:

d .
m=Tan8=-E§=/m

PROPIEDADES DE LOS DIFERENCIALES

Los Diferenciales de la Funciones, de acuerdo a las definiciones previas (En términos de Derivadas). presentan
las siguientes propiedades:

Te~1) du=xv) =du=dv Si u. v son Funciones; ¢ es una constante.
T6-2) d(c) =0 Las propiedades de los Diferenciales. son extensiones de las
T6-3) dicy) = cdu propiedades de las Derivadas.
T6-4)  d(uw) = vdu + udv Las demostraciones de estas propiedades. se las efectia de
acuerdo a la definicién de Diferencial y propiedades de las
T6-5) d(-li) _ badu - udy Derivadas.
v 2

v
En la prictica, para calcular un Diferencial, se aplica directamente: dy = [’mdx

Ej7-16 y =3x?+7x-4 Para calcular un Diferencial (dy) se deriva la Funcién, para fuego
, - multiplicarla por el Diferencial dx
dy = [, dx = (6x » 7)dx

Hallar los Diferenciales de las siguientes Funciones:

y = 4x> « 7x + 12 = dy = (12x% + 7)dx Derivando por Reglas cono-
cidas
y = xzjenx = dy = (2xSenx + XZCOSX)dX
. . R Por |a Regla del Producto
x? s 2x(x” = 1) - (x* + 1)4x
y = = d)’ = dx
O (x*+1)? Por la Regla del Coctente
{
= 1 - - = - R
y = lnlx! -6x+5) = dy X sx e (2x - &) dx Por 1a Regla de fa Cadena.
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APROXIMACIONES POR DIFERENCIALES

Para obtener cdlculos aproximados. mediante Diferenciales, se usa la relacidn:

' !
[m-rfxiAer

l ft(,.th) “!

La relacién puede demostrarse a partir de la definicién de Incrementos y Diferenciales:

BY =f4iang - [y Definicién de Incremento
dy = f‘(x) dx = [ © A x Definicion de Diferenciales, nétese que; dx = Ax
dy = Ay Tomando la aproximacién
= fong =y Reemplazando: Ay = dy
f‘(x, dx = f(, Ay " f(x) Reemplazando: dy = [ dx
fevan *fg * g X Despejando: fi , ag

La aproximacidn serd mayor, mientras mas pequenia sea Ax en relacién a: x

Ef 7-17 Se calcula aproximadamente por Diferenciales: \/—6_7

/57
WJ&T*{_

Célculo aprox'imado a efectuar

Descomponiendo 67; entre una potencia al cuadrado. mas un

=64  Ax = incremento (Buscando un incremento pequefio)
" =fx o= [ = — La Funcién con su Derivada,
(x) .
\/; .
A Férmula de aproximacion mediante Diferenciales
fecan =l * [y Bx o
m . ‘/; . Reemplazando (Férmula par; apro*imér Raices cuadradas)
2yx .
e 5 . | , Reemplazando: x = 6.4 ; Ax.=.3 i
2‘/53 Efectuando las operaciones |nd|ch,as §
J67 = 8 + 0.1875 = 8.1875 Queda asi realizada la aproximacién.

772%53] Calcular aproximadamente por Diferenciales: ¢24|

Vaar

Ciélculo a efectuar por Diferenciales

s 5 s
Y241 = 243 -2 = 3% -2 tligiendo una potencia de 5 mas un Incremento (Se elige
=243 Ax = -2 aquella de menor Incremento)
s , | funcién a partir de la cual se calcula su Derivada.
fg = V% f O :

, Formula de aproximacidn
f(x-Ax) = f(x) + ) Ax

Reemplazando la Funcion (Formula Ceneral. para el
V" -Ox « ‘/’z * ‘/_ cdlculo aproximado de raices quintas)
)4

i1 . fﬁ'+— (-2)

5 243)* tl resultado exacto. por calculadora es de. 2 $950. por

S tanto lo obtenido es una buena aproximacién
Y241 = 3 - 0.0049 = 2.995!

Reemplazando
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Efectuar los célculos aproximados indicados. mediante Diferenciales:

3)  Sen 61°
Sen(61°) = Sen(60 + 1)° = Sen(ﬂ + ) Calculo a efectuar por Diferenciales aproximada-
: 180 - mente. Necesariamente se deben expresar los
x=0 . Ax=_T Angulos en Radianes
3 180 Funcion y su Denvada
f(x) =Senx = fl(x) = Cos x Férmula de aproximacién, reemplazando en ésta
fa Funcién y su Derivada.
= + Ax
f(x.Ax) /(x) I &) Usando valores conocidos: Sen(m/3) = 0.866 ;
Sen(x + Ax) = Sen x + Cos x Ax Cos(n/3) = 0.5 )
S n n s m c n n El vzior exacto, obtenido por otros medios es:
en(; ¥ 180) = oen 3 " 05'3— 180 ?.8746 como se aprecia la exactitud es significa-
a.
a 0.8660 +0.0087 = 0.8747 v

e =e" +e” Ax
e? "% we® +e® 0.
= | + 0.1 = I.1

este se incrementaenun 10 %

[
!
po |
=

v(f)

Ar

n
-
1
o
-

-inr}+4ﬂszf
3
A R r}{0.1r)
3
.--Sinr’=|.73nrJ
k)
AV-V'U)Ar=O.4ﬂr3
3
Av _04nr 45
v L
3
-A—YIOO-lo%
\%

Calculo a efectuar (Exponencial de un nimero pequerio)
Eligiendo x ;"Ax

Funcién a emplear y su correspondiente Derivada
Formula de aproximacién

Reempiazando la Funcidn y su Derivada

Reemplazando los valores de x ; Ax

£l resultado exacto del cilculo requerido. obtenido por otros
medios es de: 1.10

: Determinar aproximadamente el Volumen Total y la Variacién Porcentual de una Esfera de Radio: r, si

Volumen de una Esfera en términos de la variable: r (Radio)

Si la variacion porcentual del Radio es de 10 %. el valor de:
AresdeO.ir

Formula de aproximacién, adaptando al caso de que la
funcidn sea 2! Volumen de una Esfera.

Reemplazando la expresion de V'y su Derivada respecto de
{a variable: r

Reemplazando: Ar = 0.1r se obtendrdn aproximadamente
el Volumen incrementado de la Esfera

Volumen incrementado
Incremento aproximado del Volumen

Efectuando !a divisidn, para obtener la razén del incremen-
to. Multiplicando por 100 se obtiene el porcentaje.

Los valores exactos. obtenidos por otros medios son de:
Volumenincrementado: 1.77n7° . Incremento de Volumen:.
0 44 i’ : Variacion Porcentual 33 %

R
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Reales, en que esta precision es posible.

Ay < {07?
I

3
f(x)‘:ﬁ:bf(x)=_—-

3

3
X =x ; Ax =dx = |
, |
Ay=f(x)dx= 5
3x?
x > 192.45

= 3 3 » .
d Se desea aproximar: y/x + | por J; con una precisién de: 107 : Hallar el Intervilo de Ndmeros

Si la precision debe ser de 10, entonces el Incremento de
la Funcién debe ser menor. -

Tomando la Funcién y su Derivada

Operando sobre: x, con su Incremento

Expresién del Diferencial (Ax = dx)

Reemplazando, resolviendo la Inecuacién, el Intervalo
requeridoes: 19245 < x <=

DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Sty = f(x) . posee Segunda Derivada en x, entonces: d(dy) = d%y = f° ’(x) dx

Generalizando para un enésimo orden de Diferencial: d(d"'y) = d"y = i(:) dx"

Ei7-18 y = x> -5x2+1
dy = (3x? - 10x)dx
d% = (6x - 10)dx?
d’y = (6)dx>

d% =0

n

d¥y = e¥ "' 2.2 dx?
dy = e¥™"' 2:2:2 dx*
dy = e¥™ "' 2.2 .. dx"
d”)’ = er-I 2]5 dx}!

: Hallar el Diferencial d* :enlaFuncién: y = e

y = e;‘ + Sen x

dy = (e* + Cos x)dx
dl = (e* - Sen x)dx?
d’ = (¢* - Cos x)dx’
d'y = (e* + Sen x)dx*

2x-

Funcidn dadé

Las Funciones poseen Segunda Deri-
vada, por tanto existe su Diferencial
de Segundo Orden y asi generali-
zando.

Derivando sucesivamente, se obtie-

nen los Diferenciales de Orden n

1Y
Para el Orden del Diferencial a calcular, es conve-

niente deducir una Férmula para el Diferencial

= e 2" dx
= er-l 21 de
=™ 2% dx’
= elx-l Zn dxn

Enésimo (Tal como en las Derivadas)

Deduciendo y luego reemplazando: n = 35

Hallar directamente el Diferencial de las Funciones Implicitas siguientes:

x? eyl = | -
y3+x2ry=| =
e¥+e’-1 =0 =

Senx + Cosy =0 =

2xdx + 2ydy =0

3yldy + 2xdx +dy = 0
e"dx +e’dy =0
Cos xdx -Senydy =0

2 (n2 (2x dx + 2y dy) = 0

Los Diferenciales de funciones im-
plicitas, se obtienen derivando
impli-citamente.

Luego de derivar respecto de cierta
variatle. se multiplica por su Dife-
rencial correspondiente.
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Hallar dos Nimeros (x u) de Productc (P) Mdximo, sabiendo que la Suma del primero mas el doble del
T segundo es de: 12 (6.3;P=18

‘HHJT_,‘H*;{
PROBIE
i Ci

!
IRl

el

F

&l

| w4

i

¥
!?” iinl

T 1

Hallar dos Nimeros (x.u) de Producto 54. de manera tal que la Suma (5) sea Minima.  (8.8);5 = 16

{7-3) Hallar dos Numeros (x.u) de Suma 20: de manera que la Suma de sus Cuadrados (5) sea Minima.
o ‘ (10.10):S = 200

{ 7-4) Hallar el Area (A) Maxima del Rectdngulo inscrito en un Tridngulo equildtero de lado: 4 A=23

Hallar las dimensiones (Radio r, Altura h) del Cilindro de Volumen Maximo. que posee una Superficie §
(Constante) r=S/en ;s h o= 2y/5/61 V= |JS%/54n

Hallzr las dimensiones (Radio: r, Altuza: h) del Cilindro de Volumen Méximo, a inscribirse en un Cono
de Radio basal R = 9; AlturaH = 12 v , r=6h=4

i

Hallar las dimensiones (Radio r, Aitura k) del Cilindro de Area Lateral Méxima, que se puede inscribir en

una esfera de Radio R = 8 h=8\/2_:r=4\/2—:/11=l28n
El material de tapas y fondos de envases cilindricos, cuesta el doble que el de los lados. Hallar la razén
== de Altura a Radio (h. r); para un costo de produccién Minimo, si su Volumen es fijo. hir =

Un granjero debe cercar un terreno rectangular, uno de sus lados ya estd cubierto por unos cerros.
dispone para ello de 500 m de Malla climpica, Hallar el Area () Méxima que se puede cercar.

A= 31 250m*
Hallar el Area (A) Mixima del Rectdngulo que puede inscribirse entre: y = 4 - x* con el Eje de abscisas.

= 32,/3/9

7}
i
e
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" Hallar el Area (A) Méxima del Rectingulo a inscribirse entre: y = e”*" conel Eje de absci;as.
- : , A= ﬁ%

Hallar la Minima Distancia (d) del Origen a la Parébola: y = yx + | d = ﬁ/Z

Hallar la Minima Distancia (d) entre P{1,2) a la Recta: 3x + 4y = 5 d=6/5
Hallar el punto (x.y)de la Pardbola y = 2x? ; més cercano al punto P(9.0) (1.2) : d = \/75
. Hallar 1a Minima Distancia (d) entre {a Pardbola: y = ‘/3; 3l punto: (3.2) d=1.76

~ . Hallar el punto de: _X_z_ . Z_z_ - | Quetenga Madxima Distancia al Vértice: (0,-b)

) 2 2
_ a b azlaz—sz/(a’— %) pYa? - bY

: En el Tridngulo de Area Minima entre los Ejes coordenados del 1% Cuadrante y una Tangente a la Ehpse
anterior. Hallar el punto (x.y) de tangencia a//— b/‘/_

Hallar las dimensiones (a.a.b) del T::ingulo Isdsceles de Area Méxima, que puede inscribirse en una
Semicircunferencia de Radio R; si el Vértice opuesto al lado: b debe estar en el centro de la base.

a=R:b=/2R:A =R}N2

17 19} Inscribir en una Semiesfera de radio R un Paralelepipedo de base cuadrada. de manera que su Volumen®

Ty RN B S

‘ (V) sea Méximo. 43RS

3 !7-20} £n un rio de ancho A se construye 2n ingulo recto un canal ancho B; cual es la longitud Z!/\faxmja dy: [
i barcos. para que puedan doblar. (AT +87) |
%‘ -239 - !




] Un movil se desplaza horizontalmente de acuerdo 3 X, = St + 6t - 1 hallar su Velocidad
' instantdnea en: t = 3 seg (x en m) 36 m/seg

31—22] El espacio recorrida por un automévil, sobre trayectoria recta, se da por x,. = 3t* - 4487 + l44£2.
Hallar el intervalo de tiempo en el cual la movilidad marcha en sentido contrario al original3 <! < 8

@ Ei dngulo 8 (Radianes) recorrido por un mévil es: 8, = 128t - 12t2, halfar su Velocidad y Aceleracion
al cabo de 3 seg. , S 56 Rad/seg ; -24 Rad/seg?

Un cohete se desplaza verticalmente de acuerdo a y = 24t-282; hai!ar el instante (t en seg) en el cudl
- inicia su retorno. : . ; 6 seg

Un gas escapa de un globo esférico. a razén de-20 cm?/seg. hallar la velocidad de disminucion de su
— radio. enel instanter = 6 ¢m o 0.044 cm/seg

{7-26) Un liquido penetra a un tanque cilindrico a razén de: 80 cm?/seg. hallar la velocidad de subida del nivel,
el radio del tanque es S0 cm. 0.01 cm/seg

! 7-27] Un globo se eleva verticalmente, desde un punto A de la tierra a velocidad de 25 cm/seg. Un observador
sobre la tierra situado a distancia de 60 m. ocupa el punto B. Hallar la velocidad a la cuél se aleja el
globo del punto B, cuando su altura llega a 80 m. : 20 m/seg

Alinflar un baldn esférico. su Volumen aumenta a razon de 211 cm?/seg A que velocidad se increments
su Area, cuando el radio es de 2 ¢m. 21 cm/seg

m Un muchacho lanza un cometa a una altura de 1 50 m, sabiendo que el cometa se aleja del muchacho
(Manteniendo su altura) a velocidad de 20 m/seg Hallar [a velocidad a fa que se suelta el hilo, cuando
el cometa se halla a una Distancia total de 250 m del muchacho. . 16 m/seg

Una escalera de longitud 20 m se apoya contra una pared, hallar la velocidad a que baja el extremo
=" superior, cuando la escalera resbala, desplazdndose el extremo inferior 3 2 m/seg en el instante en que
este extremo se encuentra a 12 m de la pared. 1.5 m/seg

; J Un hombre de 1.8 m de estatura se aleja a 3.9 m/seg de un farol de 4.5 m de alto. a que velocidad !a
punta de su sombra ests alejdndose de fa base del farol. .,\ 6.5 m/seg

Sicae arena sobre superficie plana a 3 m¥/min, se forma un monnculo c6nico cuyo Didmetro en la base
= esigual al triple de la altura, a que velocidad crece 1a altura cuando ésta esde 4 m 0.026 m/min

Un depésito en forma de cono invertido, recibe agua a 600 cm?/seg, su Altura es 80 cm, Radio |5 cm.
El depdsito tiene una fuga, hallar la velocidad a la que escapa el agua, cuando el nivel es de 50 ¢cm,
subiendo a 2 cm/seg. , 47.77 cm3/seg

Dos barcos parten del mismo punto. el Primero sale a las 9 a.m. navegando directamente al Este. a
Velocidad de 10 Km/h; £ Segundo sale a las 10 3.m. navegando con un rumbo de: N 30° £ : a velocidad
de 1S Km/h. Hallar fa velocidad a que a mediodia estardn separdndose los barcos. 12.5 Km/h

Un tren sale de una estacién a cierta hora, viajando directamente al N a 60 Km/h. Otro tren sale de la
misma estacidn una hora después viajando al Este a 40 Km/h. Hallar 13 velocidad a 1a que se estan
separando los trenes, 3 horas después de la partida del segundo tren. 71.55 Km/h

Una piscina tiene 100 m de largo. 30 m de ancho y |2 m de profundidad en un extremo, 2 m enel otro.
Si se echa agua a la piscina a razén de S00 m3/min A que velocidad sube el nivel. cuando este se en-
cuentraa b6 m, 0 28 m/min

17-37 Ceando se infla un globo de hule de forma esférica. tanto su Volumen como su Superficie se
ircrementan, determinar:  a) (Es idéntica la velocidad del crecimiento del Volumen y Superficie?
o) ¢Cual la razdn de variaciones con el tiempo de Superficie al Volumen? No. 2/r
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Aplicando la Regla de L'Hopital Bernoulli. resolver fos Limites:

2 _ 2 - 6 _ 5
Lim—-—x———g—— L Lt’mz——i3Li Lim X ! 6, —: 2
x-3 x2~5x+6 Cox- | xJ—l o x-1x3—| 3

. 2 _ 3 3
tim L2221 Lim X2 pim L2 21029 423
x-0 x c-2  X~=2 x-0 x? 4

2 . .
Ll’m 6x *'SX‘*' L[m 8x2+| Lfm X3+X2+8X+|2 2,0.°°
x-= 3x?+2x- | x-a x> = 6x x-=  x*+4x+4

: w; w0 ()
, Sex‘38-x‘2 x x2 '
Lim ——————— Lim 6" -1 ’ Lim Xe/
xo= X x-= 25 -] x-= x+e”
X _ X L. ,a .
im 22X -a” . ox¥-x? Lim (L+x)'%-e a,aLna,
£-0 x2 Lim o —_x —
x-a X=-4a x 3
2 . .

- ; —_ - |
lim X | +lnx i Inx-lna Lim 22Lnx . 3
x=1 e"-e r-a  X<a x-1 x° -1

.om
Lim Sen 6x Lim | - Cos 4x Lim Senmix 34 >
x-0  2x x-0 | -Cos 2x x-1 | -x?
- 2 - I. .
Lim | - Cosx Lim Tanx - Senx Lim Arctan x E 3.2
x-0  x2Senx? r-0 X -Senx x-0 X -Senx
x _ - . xe’—x '. . |
Lim & Senx - | Lim Ln(Sen x) Lim X 2 _4_ -1 z
c-0 | =Cos2x x-nn | ~Senx x-0 Seri‘2x
Por L'Hopital hallar los Limites (Transformar las Indeterminaciones)
Lim x3(1 + I s Lim x% Lim Lnx Ln(! - x) 1 0: 0
x-0 Sen x x-= x-!
), L
Lim (1 -x)Tan = Lim xe '™ Lm Jen x Lnx 4fn; = 0
x| 2 x-0 *
.1 [ Lim (x - Lnx) Lim (2x? + 1 - x) 1/2: o
le (_ = ) X-=- X~- ’
\ o X et Ax=1)
Lim x ' Lim (1 +x)"* ;e |
Lim (Senx)Te"* x-1 ,_o( ) R
x-n/2 e
Li L Tan x -
Lim (x + 2%~ ,'.".' (tnx Lim (l) 2l
X~= -0 X
i x . .
Lim (m -2X)C°u ﬁl_"; (Sen x) Lim (f.nx)"" A
X =~ Nn/2 -1
: _e'x g o
Lim (Sen X)”" Lim ——— Lim (‘ _Cosx)Lnx e . 0;
X x-0 X x-0
x-0
!7-40’ Por Newton-Raphson, resolver las siguientes Ecuaciones, usar una precisién de 8 decimales. L
& +x-4 =0 CxP+x-1=0 1.12817390 : 0.75487767
x1-2=0 ef+6x =0 2. 4. -0.76666469 :~0.14427495
x+lnx-2 =0 Ln(x+1) +x* -4 = 0 ’ 1. 55714560 : 1 73073123
e -x =0 e - Senx = 0 065291864 : 0.68059817
x*-5=0 Senx+x-1 =0 212937308 ; 051097343
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{7-41) Hallar el Punto de Equilibrio entre las siguientes Ecuaciones de Demanda y Oferta respectivamente (x
" es el NUmero de unidades. y es el Precio)

Z 18 - Ty - x? e
_ 36 -3 y = 18-2x-x y=32€-,,? ©.6)
2 . _3+x , o .
y=|6+x ' y = 2 ' y =3+e (3.3)
4 (2.94.7.35)
{7-42) Hallar los Costos Promedios y Marginales. a partir de los Costos Totales:
C=6xivix . 6x+8: 12x+8
C = 18x*+16x? +32 ' 18x> + 16x +32/x  T2x> +32x
C = 64() e : 64(1 ~e ")/x : 64e
Hallar los Ingresos Marginales y los Ingresos Minimos, si las Demandas son:
y = 18-3x ‘ 18 -6x , 27
y = 12 - 4x -x? - 12 -8x -3x2,7.03
y = b4e™ 8e *(8 - x) . 188.35
; Hallar las Méximas Ganancias, si las Demandas y Costos Totales son:
)} ' =56 ~3x;C =32+ 14x ' 115
y =42-5x:C = (8+2x v ' 62
y = 18-2x-x?;C = 16 +x? . 1.04

Una fébrica de l4pices, vende 50 de ellos, a 210 $ c/u. pero por cada ldpiz adicional fabricado, puede
bajar el Precio de venta en 3 § ¢/u. Cuantos ldpices (x) debe fabricar, para un Ingreso (R) Méximo
x=60,R= 108005
Un carpintero ofrece 300 mesas a 90 $ ¢/u, con una rebajade 0.25 $ por cada mesa adicional. arriba de
’ - 300. Hallar el nimero de mesas (x) que le producen un Ingreso (R) Maximo.
' x=330;R=127225%

71 Se venden (it;ros a 24 $ c/u; ofreciendo una rebajade 0.4 $ por cada libro arriba de 50. Cuantos fibros
(x) deben venderse para un Ingreso (R} Méximo x=355,R=1210%

{7-48] A los usuarios de una Agencia de Servicios. se les cobra 50 $/mes; este precia Se reduce en 0.5 $ por
~ cada usuario arriba de 40. Cuantos usuarios (x) le producen un Ingreso (R) Miximo.

x=70: R=2450%

j 7-49] Si se ptantan 25 arboles limoneros pdr acre, en cierta region, el Rendimiento serad de 370 limones/ drbol.
Por cada érbol adicional plantado por acre, el Rendimiento se reduce en 10 limones por rbol. Cuantos
arboles deben plantarse para Rendimiento Méximo. x=31 R=9610

Un fabricante de anillos los vende en lotes de 1000, cobrando 2 $ por ¢/u, ofrece una rebajade 0.05 $
por cada millar de anillos que le compren. Su Costo de Produccidn es de | $§ por ¢/u de los anillos.

Cuantos millares (x) debe vender para Ganancia (G) Mdxima. x = 100 ;G = 50000 %
17 -51) Hallar el Incremento y el Diferencial en:
y=5x-6x:S5i x=2:Ax=0.1 1.45:1.4
y=€+1: Si:x=0:0x=03 0.35:030
{7-52) Halfar los Diferenciales de:
y =x¥x-1)  y=xe" (3x? - 2x)dx ; e*(l * x)dx
4 _ . 3
y = X ! : y = {_n(ezxj) —85___ : _5_ dx
x*+ (x¥+1)y x

17 53] Caleular aprox\madamente por Diferenciales:
6.25 . 4. 8
/35 . VTS Cosez® 1 2 492.047:855
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Las Integrales se clasifican bdsicamente en: INTEGRALES INDEFINIDAS e INTEGRALES DEFINIDAS
Analizando previamente a las INTEGRALES INDEFINIDAS

how = |
—

| il

3 Sila Funcién [ es la Derivadade la Funcion F, . Esdecir: F° = f . Entonces Fy sellamalaintegralo

2 Funcion Primitiva de f ,

Lo anterici s= simboliza por las siguientes expresiones:

: T T m;;mzH ]

K ¢ It! Donde:: = 1 ,
@ e et e

s: 11;“1(.”'“ l Ii,!‘ll‘llﬁ' 111 : ;
(“ Et simbolo de la Integral es: f . entonces la Integral afecta a la Funcion f(x) que se llamaré el lNTEGRANDO. dx

d es el Diferencial de x, que indica que la variable de 1a integral es x. El resultado es la Funci6n: F., o Funcién

Primitiva. que se llamard INTEGRAL INDEFINIDA. Suele anotarse una constante: ¢ al final en la Integral
Indefinida. para indicar que todas.las Funciones de |3 forma: Fm + ¢ satisfacen la definicién.

el bt LAY

Ej 8-1 Usando los anteriores conceptos, se calculan las siguientes Integrales Indefinidas:

f 2xde = x' s c Porque: (x? +¢)f = 2x
f(éxz +35x% dx = 2x? + 7xP e (@x>+7x3 +¢) = 6x? + 35x4
fCosx dx = Senx + ¢ Senx + ¢)’ = Cosx

Segln se observa, integrar la Funcion [( significa, buscar su Funcién Primitiva que es Fm. la cudl al derivarse,
nuevamente presenta a la funcién /

VUUVOUUUOUUUVVUUUUUUUUUDUVUUUULUUUIUILU UYL U G GO U

Al ser cero la Derivada de una constante, ésta no afecta a la forma general del resultado.

TEOREMAS DE LAS INTEGRALES

De acuerdo a 13 definicidn de las Integrales Indefinidas, se cumplen los Teoremas:

T8-1 [f /(,, dx)’ = f(x) La Derivada de la Integral de una funcidn. es la
misma Funcién.
T8 - =
8-2 d [f f"’ dx) f"" dx tl Diferencial que se aplica. se anula con 1a Integral.

T8-3 f df, =F, *c ~ La Integral se anula con el Diferencial.

La Integral de una constante (a) por una funcién.

T8-4 f af,dx =a f fy dx es la constante por la Integral de la Funcion.

La Integral de una Suma es igual a la Suma de las
18-5 f Uiy = &) dx = f fy 9% = f & X ntegrales.
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Todos los Teoremas de las Integrales Indefinidas, pueden demostrarse usando a definicién de las Integrales In-
definidas. En el proceso de célculo de la Integral Indefinida o bisqueda de la Funcidn Primitiva. se usan todos
los anteriores Teoremnas. Note que al calcular la Integral Indefinida de una Funcidn se obtiene otra Funcion.

VIR TARLA DE INTEGRALES

1
Si ues favariable; a, b, ¢ son constantes: m. n son Numeros Naturales.

) A 1N

i
ro——y

o

[

INTEGRALES ALGEBRAICAS Y EXPONENCIALES

me|

| um dy = 2 S moe -l 3) - e”du:e“
)] — [
a o
2 a“du = 4) — du = Ln{u]
) f lna [“'

INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

fSec’u du = Tan u

5) '[Senu-du=—C’osu- ')
2 = -
6) fCosudu=Senu 12) fC‘scudu— Cot u
T du = S
7) fTan u du = -Ln|Cosu| = Ln|Secul| ) '3) fSec 4lan = et
14) szcuC’qtudu = -Cscu
8) fCot u du = Ln|Senul |
15) I'Senzu du = —(u -Senu Cos u)
9) [Sec u du = Ln|Sec u + Tan u 2
o
10) f Csc u du = Ln|Cscu - Cot u| 16) [Coszu du = —2-(u +Senu Cosu) -

17) fSen ™t du

Sen™'u Cos u

18) fCos”'u du

n

19) fTan ™u du

m- | m-2
Y du
+ ~ f en™ %y

“m
Cos™'u Senu  m - | . -
+ f Cos™u du '
m m '
Tan™ 'y .
-fTan""udu m = |
m-|

INTEGRALES HIPERBOLICAS

20)

fSenh u du = Cosh u 26) f du = ~Arctan ® = - L Arccot &
al+u? a a a a
21) Cosh u du = Senh u | ‘
f 27) f zl - du = -l-Lni‘2 +u| = -I—-,Z!rctcmhE
22) [ Tanh u du = Ln|Coshul a’-u 2. a-ua a
| | u-a ! u
28 du = —|[ = - —=Arccoth —
23) }'Colhudu = Ln|Senh u| ) fu’-a’ y 2a nlu«»al a ‘ a
24) [Sech u du = Arctan(Senh u) 29) f | du - Lnju +yu? +a?| = Arcsenh £
a? +u? a
u
) f Csch u du = InTanh 31 30) [ ! z du = Arcsen% = -Arccos%
al-u
31) f ! - du = lnju +yu® -a? =F1rccosh%
ul-a -

INTEGRALES DE FORMAS CUADRATICAS

74 -




32) fm du = —;-um + -Ez-azlnlu +W|
33) f\/—a_zjzi du = —lz-m + -Iz-a’iircsen%

34) fm du = -lz—um - -‘Z-aan[u+m| ’
%um—%azum—%'a‘Lnlu«»m\
—%um + %azum + —lg-a‘Arcsen% :
uy/(laz-uz)3 + -%a’um - —lg-a"Ln‘u +\/:zz_—_a_i|

2 2 2 2
38) fa "4 du o= ya?eu? -am Y —— ya *8
u

u

u

35) fuz a?+u’du

36) fuz al-uldu

"

37) fuz u?-a’du —L—

7_ .12 [ -2 ’
39) f_a__a_&.l— du = ‘/az-uz - aLn|g_+__u_;.—u-—‘ /

2 2

ut-a u : a

40) f—-—-——— du = yu?-a? - Arcsec = = ul-a? - Arccos—
u

a u
2 2
m bt du-= .'_Ln|__.__“___.| -t (o d¥e - va_tu,
- u

u’a2+u2 a a+,a2+u2 a

) 2 _,,12 .
42) f'_L_' du = +n| 4 | = - LIPS Ll
uda?-u? a a+/az-u2 a u

| u | a
— Arcsec — = — Arccos —

43) f———l———du
”m a a a u

INTEGRALES DE RECURRENCIA

m jau - _l_ myou _ M o m-1 jau ' )

44) fu e du au ¢ afu e™ du © 47) an"'u du=uLn"‘u-men"'"u du |
m - _qym . m-| )

45) fu Senu du = -u"Cosu mfu Cos u du 49) fu"‘Lnudu=u’""[Lnu ]

m+i  (m«+1)?

46) fu"‘Cosu du = u™Senu —mfu”‘"Senu du

: m-1 m
48) fu"‘tn"udu u™ lnu 1 fu"‘l.n""udu © m.n» -l
m+| m+ |

NTEGRALES DE OTRAS FUNCIONES

50) tnudu = uLnlul -u ) -
f 53) fe‘"Sen bx dx = & (a Sen i’x t:Cos ax)
5t) f}lrctanu du =uArctanu-_|2.Ln||+uz' < + b
ax + b
54) IC"CObedX _ ¢ (a Cos bx + b Sen bx)
2 al + b?

uArcsenu + Yy -Uu

52) fArcsen u du

7745 -
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VB INTEGRACION IDE FUNaionEsTTT

Para integrar una Funcién, pueden usarse las INTEGRALES INMEDIATAS o los METODOS DE INTEGRACION.

o = |
o
.

Sellaman INTEGRALES INMEDIATAS, a aquellas que pueden calcularse en forma directa o a partirde una .

TABLA DE INTEGRALES, como la vista anteriormente.
Sellaman METODOS DE INTEGRACION a aquelios procedimientds o artificios que permiten expresar una,

lntegral cualquiera como una INTEGRAL INMEDIATA. (Ver Cap. VIII-4)
INTEGRACION DE POTENCIAS
rLlo
it

Tome en cuenta que la férmula es vélida para toda potencia m, excepto param = -1

Al
—
) >4
o

+
by

s 1

r=}

e

1

Ej 8-2 . x3*! x® Por la Férmula, donde la potencia es: m =5 .(m debe ser un
f x* dx = P tc= Iy * ¢ Namero Natural, luego puede generalizarse la Férmula para:
* m Numero Real)

f d x4 Los radicales y
X X = —— Y7 - _ 3 <. . l
x dx = [x'* dx = = +C potencias en e
4 ff f . denominador
fx“ dx x4 . se reordenan
T -6 ' *  de manera que
% f—l'fdx=fx-7dx=f_—g+°=' T "¢ sepuedaac;‘)li-
x dx = _’i.z. +c . 6x car la Regla de
f 2 Integracién de
' -115 Potencias.
net —dx = [ xPdx = = = +C
+c f f 4/5 r

n _ X s
fx dx—n-o- J;

INTEGRACION DE CONSTANTES Y CONSTANTE POR FUNCION

AR )

Ej 8-3 - - -
f’s dx =5 fd" =5x=+c Las constantes pueden salir libremente de una Integral
. . g
s _ o ¢ Luego de sacar la constante, se integra la Funcién, de
f 2x" dx = 2 fx dx =2 7 te acuerdo a sus Reglas.

Integrar usando las Reglas de Integracién de constantes:
f 9dx =9x + ¢ 3
8yxdx =8 [x
1 I f f f 4/3
f = f— —x +¢ . :
2 2 2 - 5

S - X = -2 .
fdx=x*c f;dx=5fxz = -l+c- - ¢

Capaniet v
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INTEGRACION DE SUMAS

DPE WA4R:. ¢«

| ,
[

Fl’
8 La Integral de una Suma es igual
, X ' gual 3
f(x’ + 9x7%) dx = fx7 dx + f 9x° dx = o W' re Suma de las Integrales.

,..
~
S

E

integrar las siguientes Sumas de Funciones, por la Regla correspondiente: -

7 4 3 2
f(x°+x3)dx=£—+f—+c f(xz—x+|)dx=-)-(-——f—+x+c
7 4 3 2

INTEGRACION DE EXPONENCIALES
I
L

En lugar de la constante: a se posee el valor conocido de: 3 el cudl se
+c reemplaza en la Férmula,

LN

PUNEDRIFIVERS

oo e g

E{ 8-5 x
f 3 dx = 3
n3

Integrar las siguientes Funciones Exponenciales:
x ) x
j’(?"+e’)dx=.l._+e‘+c f62"dX=f626"dx=62-—€i—+c Ordenando

n7 _ ln6é - . los expo-

-1y ‘ : ' x nenciales.

f—l—x dx = f(4")" dx = —(‘1—)‘— +c ]\3"&”r dx = f(3€)x dx = L(3e3) + ¢ para aplicar
4 n(4™") nBe la Regla.

INTEGRACION DE OTRAS FUNCIONES .
”F&W“HL. 14U U
i HITI( ld dx

_ I ﬁ?f”‘ﬁ’f}l il U{ Il

Estas son las Integrales de Funciones Trigonométricas y el caso particular de I/x (Que no admitia el uso de la
Férmula (1) de la Tabla de Integrales)

-~
g~}

i
HTTHTAEY

A
{

Ej 8-6 Se calculan las Integrales de Funciones Trigonométricas y el caso de: 1/x

[(7C‘osx + —3-) dx

!
. 7[Cosx dx + 3[ ~ dx La Integral de una Suma es la Suma de las

Integrales, se sacan antes las constantes.

7Senx + 3ln|x] + ¢

Calcular las siguientes Integrales de Funciones diversas:

f(C‘osx-l)dx=Senx-x'c 2

f(x+i)dx=-x—-¢Ln';x| +c
X 2

3(—l-C’osxoc S
3 fSende-(enZ)x*c

f (x? - Senx) dx

. Cos x 1 ! 1 x?
+1)dx = —=Senx + x + ¢ — + Sx) dx = —lnjx] - S=— +¢
J(S ) 5 f(Sx ) 5 : 2

= |
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Para integrar en forma inmediata son convenientes las siguientes Reglas:

O Antes de integrar se debe observar cuidadosamente a la Funcién a mtegrar procurando ordenarla o
simplificarla en forma previa.

O La Funcidn algebraica a integrar se debe simplificar a su minima expresidn, efectuando fas operaciones
de producto. cociente o potencia requeridos (Ver P-8-6-c o d).

O Se deben identificar plenamente a las constantes, procurando aislarias del :res:to de 13 funcion a integrar
(Ver P-8-6-b, o el P-8-5)

O Siuna Fraccidn no es Propia (Es Propia cuando el grado del numerador es menor al det denominador), en
forma previa se debe dividir (Ver P-8-6-d, P-8-19-b)

32‘5’.! Usando Reglas de Integracién y algunos artificios algebraicos, integrar:‘

{ 7 Observando a la Funcidn que se debe inte-
(7 + x" + — + \x + 7x + 7) dx , o5 Térmi ;
f 7 grar, se aprecia que varios Términos precisan
de una previa ordenacién.

(7« x” +xT + x4 7x + 7) dx

—

Expresando en forma potencial al 3er y 4to

7x X% <87 x2 Términos .
= + — 4+ + + = +Ix +cC i o
In7 8 -6 8/7 2 integrando por reglas anteriormente indicadas
x 8 7 2
- 7 x| . 7 \/.F X Ordenando el resultado.

+{— +1Ix +¢C
n7 8 6x°® 8 2

b) | W Yy )
f(\/; +—)dx = f(x + x77) dx Los Términos algebraicas se deben expresar en forma po-
x tencial.
32
=X _ . = —f— + 2yx + ¢ Luego de integrar se reordena el resultado
32 l/2 . :

[ (x+3)(5x - 2) dx

f ( A ) Al existir un producto indicado previa-
mente se debe multiplicar , para luego
recién integrar,

3 2
=f(5x2+l3x-6)dx=5-§3—*l3%—~6xrc

d) Pax? e

x
f —g dx Al observar cacientes, toda vez que sea posi-
X ble, antes de integrar se debe efectuar la
o s L
] _ divisién, :
=f(1-+3‘—+-—)dx=f(x’+x’+x2)dx -
x?  x x? Dividiendo. ordenado e integrando.
x x x x X I Reordenando el resultado.
S - P m— L 2 e F o e ¢
8 4 -1 8 4 x
e) j (x + 3)? dx
N 2 Se observa una potencia indicada en la funcion
= ./(XZ + bx + 9) dx = _x._. + 6x—. + Ox + ¢ alntegraf
3 2 . .
Se debe desarrollar el Binomio. para luego
= —|-x’ +3x? + 9x + ¢ integrar término a términa.
3

n :
f \/_5; dx = [‘/E \/; dx = ‘/-5- f"m dx = ‘/3 ;;_/2_ t ¢ Se debe procurar siempre. que las

constantes se encuentren fuera de

¢S — F +C = - ~/Sx + la Integral.
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INTEGRACION POR TABLAS DE INTEGRALES

Analizando la Funcién que se debe integrar, puede elegirse, una a de fas Formulas de la Tabla de lntegrales para
asi integrar. adaptando las constantes a su forma

Ej 8-7 /9 X‘ ) dx = 7 De acuerdo a la forma de la
f ' x = Funcion. se buscaen la Tabla de

integrales una expresion equiva-
f\/ +u? dX=—-U\/Cl +——a Pinju » ya? +ul jente

Se usara la Férmula 32 de la
Tabla de Integrales.

! Ordenado fa Funcidn para apli-
x 38 +x?+ =30 [n|x +y37+xY + ¢ para ap
3 V3t ex?

car luego la férmula.

9 +x?dx = 32+ x? dx
[ [

il
2

‘g7 | Utilizando fa Tabla de Integrales. integrar:

f 3 dx =7
' Se usard la Férmula 2 de la Tabla de integra-
fa du = — les anteriormente indicada.
tna ~ Se debe ordenar previamente por Leyes de
j’ 3% dx = f 3 3% dx = f (37")" dx exponentes. ,
o x 7-x El valor de a que se emplea en la Formula es
= 37 (3 ) + =37 3 + = - 3 +C as= 3"
tn(3™") (-1)n3 "~ In3 :
b) 7.1
f _7__1_ dx = ? ) * ' Ord s .
6 : . . rdenando la Funcion para aplicar fa

Formula 33 de la tabla.

a

ER GO R R

7

—
=
'
x
2
!
| —
—
Py ~
=
%
f
x
~
%
u

<) an’xdx=? : Si: an"‘u du=uLn"‘u-men'""u du
3 3 2 3 2 En este caso debe usar-
an x dx = xln x-3an x dx = x1ln x-3(an x dx) se una Formula de Re-
currencia, la que se
aplica en forma reitera-
da, hasta lograr el re-
sultado final.

xln’x - 3(xtnx - 2anx dx) = xln3x - 3xLn’x + 6(anx dx)

xln’x - 3xln’x + 6(xlnx -f I dx)

"

xlnx - 3xlnlx + 6xlnx - 6x + ¢

No todas las Funciones poseen Funciones Primitivas, es decir que no todas las Funciones pueden integrarse, en
términos de Funciones conocidas. ni por Integracién Inmediata ni por alguno de los Métodos de Integracién. Por
ejemplo:

fe"zdx=? Sen x =2 f¢l+x’dx=?

x x |

f—e—dx=7 fx’dx=? f

X

dx =7

| +x3

Stn embargo se puede calcular en forma aproximada. recurriendo a otras técnicas, no pertenecientes a CALCULO
I. tales como Series de Potencias 0 Integrales Dobles cuando las Integrales son definidas.
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RIS

Vil METODOS BEINTECRACION

r -3
) §

F 3.

Los Métodos de Integracién son procedimientos generales, que se aplican de acuerdo a Ias caracteristicas de la
funcidn a integrar, permitiendo asi su integracion.

Ei objetivo de los Métodos de Integracién puede resumirse en el

esquema adjunto:
. . . o Fl——1IF

Si se busca integrar la Funcién f . su Funcién Primitiva seria Far
sinembarge asumiendo que no es posible obtenerla directamente; '

Entonces se deberia transformar [ en g, .para asi hallar su co- &\ f
rrespondiente Funcidn Primitiva b

ffjug,?ajoﬁaeggegzoc se determlnaré F(x) .‘obteniendo asi el g ’P

Los principales Métodos de Integracién son: 4
METODO DE SUSTITUCION METODO DE TRIGONOMETRICAS
METODO DE POR PARTES METODO DE SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS
METODO DE CUADRATICAS METODO DE SUSTITUCIONES ESPECIALES
METODO DE FRACCIONES PARCIALES METODO DE INTEGRALES BINOMIAS

De acuerdo a ia funcidn que se debe integrar, se elige el método adecuado, cada uno de los métodos posee
reglas especificas, que se deben cumplir para su aplicacién.

Se considera que derivar es una simple técnica, en cambio integrar es un arte, por ello siempre se procurars
integrar en |a forma mas rdpida y elegante, eligiendo el adecuado Método de Integracién.

HikslIMET OO BE ST

El Método de Integracién por Sustitucidn, consiste en efectuar un Cambio de variable, de manera tal que la
Funcién 3 integrar se simplifique. para luego integrar directamente.

{

e 1

A

El Cambio de variable debe efectuarse con una expresién que posea a su Diferencial, dentro de la misma Integral.
puesto que necesariamente tras un Cambio de variable, debe calcularse el Diferencial para asi poder expresar la
Integral en términos de la nueva variable.

Ej 8-8 f(x -3 dx =7 La lnteg_ral. presenta un binomfo a la octava potencia. Por tanto es
conveniente un Cambio de variable.
Si: u=x-3 Reemplazando la expresion dentro del binomio. La nueva variable
du _ | serd: u
dx Derivando !a expresion del Cambio de variable. Despejando luego el
= du = dx Diferencial: du (Este Diferencial puede calcularse directamente).
u? Volviendo a la Integral y reemplazando todos sus términos con la
8 . . . N
f u- du = T +c nueva variable y Diferencial calculados.
(x - 3)° Se resuelve la sencilla Integral que queda. retornando luego a la
= ——9'—- Y variable original.

Laintegral inicialmente presentaba por variable a x. por tarto 2l resultado final deberd mostrar como
vanable a x.

. .-.'.m"\—;’q.}'r o

PRy
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Para los siguientes Cambios de variable, determinar directamente sus Diferenciales, usar las relaciones:
Sii u-=u , = du = u " dx (Ver Cap. VII-2)

/
(x X

3 u=x-3 = du = dx Una vez que se ha efectuado un Cambio de

, varia-ble, para calcular directamente el Diferencial
b) u=x*-6x*+1 = du=(4x>-12x)dx  detal ‘

Cambio, se procede de la siguiente manera:

R i

]
5 ) u=e*+lnx = (e*+ =) d ) . .
v ) ' = du=f{e"~ x) X Se deriva y coloca al final el Diferencial: dx . segin
g | las definiciones vistas en: VIi-2.
; d) u = Arctanx = du = N d_x La derivacidn se efectlia de acuerdo a Reglas
& conocidas. :
41»
*’ Aplicando el Método de Sustitucién, integrar:
o =7 Sir u=5+x = du=dx Efectuando el Cambio de variable con el
2 , binomio. se halla luego el Diferencial
§ = f u? du directamente.
j ul (5 + x)* . Se reemplaza en [a Integral la nueva
o = —— 4= rc variable. luegc se integra.
2 4 4
] b) 2x . 2 tl Cambio de variable se efectua con
- =7 . = - = .
A f - | dx Siv w=x'-l = du = 2xdx el denominador, hallando luego el
: Diferencial
IR S | dena e
f y f y e reemplaza, or e‘na e integra
" s lnful v c = lnjxt-1] v e Retornando a fa variable original.
2% c) 33 2 g s a2 1 El Cambio de variable
i f yx>+1 3x*dx =7  Situ = x>+l = du = 3x? dx se efectda con la ex-
% presién subradical.
¥ ‘: ) 3 ) " ) u4/’) _ 33 a
g - f fu du = f u™ du = 43 ve= 3 \[u— * € Ordenandoeintegran-
; 3w s o do. Retornando a va-
‘; ) M ¢ = 3 ,/(xl + ) e ) riable original.
3 4/3 4
% d) x? . ) 2 Luego del Cambio de variable y cdlculo de
& f 3 dx =7 Siiu=x’-1 = du=3x"dx Diferenciales. se observa que se obtuvo
:‘. x - 3x? dx, pero en la integral solo se tiene
7] EE x? dx
’-’- = f 3 . _'.f 1 du Se debe ordenar hasta obtener la misma
H u 3J u expresion existente en la Integral. Solo asi
2 | | serd posible reemplazar
‘ = —lnu| +c = —Lnlx’ -1 +c en laIntegral las expresio- i‘i = x? dx
I 3 3 nes con la nueva variable. 3
Integrando y retornando a la variable original.
"
i
> . .
5 e) - xldx =? S .. Luego del Cambio de variable y
’f f xyl-xtdx Sii u=d-xt = du 2x dx el cilculo de Diferenciales, se
i ‘ ordena hasta 4
|4 ; duy 1. on | u . = - xd
z Jl-x x dx = u () =- u u=--— + ¢ obtener: x ax
p / / fu =) 2 / 2 32 -2
# ran Reemplazan-
i LI Ut 50 S | (U -x) - ¢ do. e integrando.
Y 2 3/2 3
E - 251 -
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3)

d)

=

g)

h)

g3j9] Aplicando el Método de Sustitucion, integrar:

X

Efectuando un Cambio de variable con

e oy et _‘ .
[ —dx =7 Sit u=e'+1 = du=edx el denominador de la expresién a inte-
e+ grar y calculando el Diferencial de este
= [ g-li = f ...I.. du = Ln’ul +C Camblo. A
u u Integrando y volviendo a la variable
= Llnle*+1]| +¢ original.
f3”"2dx=? Sit u=5x-2 = du=5dx . _ '
. ' Cambio de variable con el Exponente, cal-
u culando Diferenciales y ordenéndolos.
=f3u_d-'i=lf3udu=-l-.3 + C N .
S S 51ln3 Reemplazando, ordenando e integrando.
R volviendo a la variable original.
= - +C S
5 Ln3
Ji+nx i ; E} Cambio de-variable es con la
f — dx =7 Si: u=1+lnx = du-= z dx expresion ‘subradical.
_ n Reemplazando, ordenando e
= fﬁ du = fu'” du = —— + ¢ integrando.
32 o .
" , . Retornando a la variable original.
=(I*Lru:) +c=—(l+Lnx)’+c .
32 3
Cos x Ny ‘ £l Cambio de variable es
Senx a3 ?Sii u=Senx+3 = du=Cosx dx con el denominador.
du | Reemplazando. e inte-
= f — = [-du=lnjul +c= Ln|Senx +3] +¢c grando, para volver a la
. u u ' variable original.
f e dy =7  Si- u=ax+b = du =a dx Caso general de la Funcién
" Exponencial. £} Cambio de
_ du | “ Iy | axed variable se realiza con e} ex-
= fe“—a— ' '&'f e’ du = PRI ponente.- Integrando y vol-
viendo a la variable original.
fSen(ax +b) dx = ? Si: u=ax+b = du =adx Caso general de la Funcién
: Seno. £l Cambio de variable
- [senu du _ lfSenu du = L (-Cosu) +c es con el dngulo de Seno.
a a a Note que su dngulo es una
e Li-Costaxsb)] + ¢ = - C2@x2B) . Funcién Lineal,
a a
f Coslax+b) dx =? Si: u=ax+b = du =a dx Caso general
R T de la Funcién
Sen(ax +
= fCosu du -'—f Cosu du = ~Senu + ¢ = Snax+b) ¢ Coseno. de
a a a a dngulo lineal.
1 _ Caso general del Inver-
[ dx=? S uw=axeb = du=ads s0 de una Funcién Li-
. vb| neal. £l Cambio de va-
= f _I_d_u = L[ldu = .I.Ln|u| +C = _fl_'_a_’f,__..c riable se hace con el
u a al u a denominador
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a) f | d =72
e* + 1 | e™* e ¥
_f ._,___dx:f dx
[ A efe*+e™
e* . u=tl+e*
f [ e dx S = du=-e”dx

Zdu =-f;'_ du =-L(njuj +c
u u
-[njt+e

'X‘

+C

U

Comparando con el Problema: P-
8-11-a, no se tiene el Diferencial,
para el Cambio' de variable:

u=e*+ 1 = dy=e dx

Por ello se usa el artificio de mul-
tiplicar y dividir por: ¢ * dentro de
la Integral. '

- De esa manera se tendrd el Dife-

rencial del‘ Cambio de variable

efectuado: .
X

u=1+e* = du=-e¥dx

feh

dx

+ ]

:f&T+l

"
o~

€

Si: u=e* = du=e*dx

* dx

Antes del Cambio de variable, se ordena el
denominador. Asi se obtiene una expresién

= f du parecida a una de las férmulas.
ul+|

£} Cambio es con: €, usando fa Formula 26

JORBARINAD A s 0 14850 o b o S o pr Ut s P 81N 1 36K nii g Pk Gutlann (0 ebipe ottt i i e ma s A R

= Arctanu + ¢ = Arctan(e”) +¢

Si: u=z~ = du=-——dx

hm._,“’
X
~
o
o
(1]
~
x
>
~

fe“ (-du) = -e"+c=-e™+c

d) fx‘ l+x>dx =2 Si: u=1+x> = du=3x?dx
=fx’mx2dx
du 1
=f(u—t) u—3-=-3—f(u’”-u'”)du
={%u+xﬁ”-—u+xﬁm+c

e +
)fl ﬁdx:? Sii u®=x = 2udu =dx

|

-2]’(u*2+

1 ul+u

+u
2udu =-2 du
= /

u-1
2 u?

u-|

i

—H%*Zx*uﬂﬁ—M+c

St u=x+a = du =dx

u-n-l

?
! .
f——du=fu"du= +C
u” -n+

| i

(x + a)”

T - —— O ——eee ¢+ ¢

n=Nx~a)"

El Cambio de variable es con el Exponente,
se debe ordenar el signo menaos.

Para reemplazar en la Integral el
Cambio de variable antes se debe
descomponer x* = x*x?.

En el primer factor (x*). se debe
considerar que:

Sii u=t+x’ = x>=u-|
£l segundo factor (x?) se usa

; tal: :
para el Diferencia _‘!ﬁ = x?dx

£l Cambio de variable es

u = yx.setoma u? =x.
para mayor facilidad en el
cilculo de Diferenciales.

Dividiendo 1a fraccién resul-

) du = -2 (_2" * 2+ 2lnfu-1f) * ¢ ranre ya que tal operacion

es posible (Porque la Frac-
cién no es propia).

Forma general de un binomio
de grado n en el denomima-
dor. se resuelve con un Cam-
bio de variable.
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£l Método de Integracién Por Partes, consiste en el uso de la Férmula:

i S——
—
S~
Sy
<
Iy
b=
<
I
S
—
——fy—|
.

Esta Formula proviene de las Propiedades de los Diferenciales de Funciones:

d(uv) =
udv =

fudu-
fudu =

vdu + udy
d{uv) - vdu

fd(uu) - fudu
uv -fu du

Si: u. v son funciones, se desarrolla por el Diferencial de producto

(Ver

VII-7)

Despejando: u du de la anterior expresién.

Integrando (La Integral se anula con el Diferencial).
Formula de Integracién Por Partes.

El Método de Integracién Por partes, se aplica para integrar Productos de Funciones de distinta naturaleza, o
funciones que no poseen Integral Inmediata.

Ej 8-9 Las siguientes Integrales pueden resolverse por el Método de Por Partes:

dx fx’Lnxdx

[xSenx

fxze‘dx

f ¢ * Cos x dx

f lnx dx Las Primeras son Integrales de Pro-

ductos de Funciones. Las dos Glti-

fﬂrctanx dx mas son de Funciones que no po-
seen Integral Inmediata.

Ej 8-10 Se calculard una Integral usando el Método de Por Partes:
f xSenx dx =?

f (x] (Senx dx] =

u=x
g’i:|
dx

du = dx
fudu
foenx

dv = Senx dx
fdu=f$enxdx
v =-Cosx
=uu-fudu

dx

-xCosx + Senx + ¢

x (= Cosx) - f(-C’osx) dx
-xCosx + fCosx dx

Ei 8-11 Se calcula de dos maneras la Integral siguiente:

fxe"dx=f[x] (e* dx]
u=x dv = e* dx
du = dx v=e-

fudu=uu-fudu

fxe’dx

xe* - [e*dx

xef-e*+¢

fxe‘dx

fudu=

fe‘xdx—

La expresidn a integrar, se separa en dos Partes,
una de ellas es: u . la otra es: dv (Esta segunda
parte debe contener al Diferencial: dx)

A partir de: u se deriva y calcula el Diferencial: du
(Puede calcularse directamente).

A partirde: dv se integra, obteniéndose: v (Puede
calcularse también directamentey®

Aplicando la Férmula de Integracién de Por
Partes. donde se reemplazarin: u, du, v. dv

Ordenando, queda una sencilla Integral por
calcular. Integrando se arriba al resultado final.

La {** manera de
resolucién es la
correcta.

f[e'l [x dx]
dv

. ta 2® por mala

2 . eleccién de Par-
tes. muestra una
mas complicada
integra! resultan-
2 te. (Es la Integral
final obtenida tras
reemplazar las
Partes)

1]
x X
~ QL
>

"
i
~
*
~
1
I
—
x
~
~
..
Qo
x

Por tanto para elegir Partes. se deben buscar aquellas que simplifique la Integral resultante.
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3) f x 5% dx

f x?15% dx = f[le (5" dx]

Integral de un producto de Funciones, por tanto debe
usarse necesariamente el Método de Por Partes.

Se eligen las Partes: u, dv

u = x? dv = 5% dx _
du ] Lt_Jego a partir de: u se calcula du por derivacidn o
— = 2x fdv = f ¥ dx directamente por diferenciacion
dx
x A partir de: du se calcula: v por Integracidn.
du = 2x dx v = > P & o
- Lns oo
Formula de Integracion de Por Partes.
[udu=uu—fudu
Reemplazando, tanto las Partes elegidas como las
, 5 5 calculadas: u, dv, du, v
fx S’dx-x’————f 2x dx '
ns ns Se observa que la Integral que queda presenta agn un
. producto de dos Funciones, para resolverse requiere de
N SN (f x 5% dx) otra aplicacién del Método de Por Partes.
L
tn s n3 Llamando/, a la Integral que queda y eligiendo las Partes
I = f x 5% dx = ﬂx] [5* dx] para volver a aplicar el Método.
. A partir de: u, dv se calculan: du, v por Diferenciacién e
u = x du = Ssxdx Integracion respectivamente.
du = dx = ns Férmula de Integracion de Por Partes
Reemplazando: u. du, v, dv en la Férmula,
fudu=uu—fudu ‘
La Integral que queda es directamente resoluble.
f xSt dx = x - S5 dx £l resultado de I, se reemplaza en la expresién de la
. {ns ns Integral originalmente planteada. obteniendo asi la
. 51 s Solucién total.
tns n5 Lns
X X L ¢ X b 4 X
foS"dx=x25 N DR M +c=x’—2—-2x5 P2 a e
In5 ILn5{ InS LnS5LnS Ln's tnls n’s

b) fx2Cosx dx

fx’Cosx dx = [(x’] (Cos x dx]

2

U =x du = Cosx dx
du = 2x dx v = Senx
fudu=uu-fudu
fx’Cosxdx=

= x"Senx - 2{-xCosx +Senx] +

22

? Si:

9 fSen,/; dx

j'Senz 22dz = ZfzSenz

2(-2Cosz + Seng) + ¢

x?Senx - fSenx 2x dx = x?Senx - 2[foenx dx}

= x = 2zdz

Integral de un Producto.
Eligiendo las Partes.

A partir de: u se calcula: du por Diferenciacion, a partir de: du
se calcula: v por Integracion.

Férmula de Por Partes. Reemplazando, queda la Integral de un
Producto que podria resolverse por el Método.

La integral resultante
que queda ya ha sido
resuelta en el £j 8-10.
reemplazando.

¢ =x*Senx » 2xCosx - 25enx + ¢

dx Resolviendo por Sustitucion y
luego en la Integral que queds
se reemplaza el resultado obte-
nidoenel £ 8-10

dz

2(-‘/; Cosf - Sen\/;) .c
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F13] Aplicando el Método de Integracién de Por Partes, integrar:

3) [ tnx dx 3
‘ Integral de Funcién que no posee
f nx dx = f (Lnx] {dx] u = Lnx dv = dx  Integral lnmediata.
du = & dx U= x Eligiendo Partes: u, dv ; calculando
dv = d X luego du, v ; Por Diferenciacion e Inte-
f uav =uv - f v au gracion respectivamente.
f Inxdx = Ln x x - fx + dx = x Lnx - f dx La Integral que queda es simple.
x
=xlnx -x +¢
b) fﬁrctan x dx o Integral de Funcién
que no posee integral
fArctanx dx = f[Arctan x] [dx] u = Arctanx dv = dx Inmediata.
i du = —— dx v = x Se aplica el Método
; ‘ X1+l de Por Partes.
? f udv = uy - fu du ! Eligiendo partes ‘
! | X reemplazando. '
! fArcianx dx = Arctan x x - fx dx = xArctan x -f dx -
: xt+ xl+) Ordenando la expre-
i sién.
: | = f X _dx =1 Si:+ z=x¥+| = dz = 2x dx Queda una Integral
| X2+ 7 ‘ que debe resolverse
o dz2 dz = 'l"-"lzl por el Método de
) f z 2J 2 2 Sustitucion.
24 njx?+1] + ¢ Llamando I, a esta
51 2 Infegral, resolviendo. -
| j’Arctanx dx = x Arctanx - ~ Ln|x?+1} +¢ : : Z\eunlendo resuita-
§ 2 os.
] .
<) fe‘Senx dx _
. Resolviendo Por Par-
o fe‘Senx dx=f[e"][$enx dx} u=e’ dv = Senx dx tes. -
| dy = } d du =edx v =-Cosx Asi queda una Inte-
j fu voEuv j'u u gral: I, cuya resolu-

x cién necesita de una
fe"Senx dx = e*(- Cos x) —f(.- Cosx)e™ dx = -¢”Cosx +fe Cosx dx 0. aplicacion del

Método.
I, = fe‘Cosx dx = f[e’][C‘osx dx u=e dv = Cosx dx Reiterando 13 Inte-

du =e*dx v = Senx gracion Por Partes
fn dv = uv - f v du sobre /,. Reempla-

zando sus partes.
i fe’Cosxdx=e"Senx-fSenxe‘dx

b 4

RPN A

Lo obtenido se

1 X x _ x reemplazaenfainte-
= l('e Senx dx = -e*Cosx + [e Sen x fe Sen x dx] gral que se estaba

resolviendo.

Zfe'Senx dx = ~e*Cosx + e"Senx

La Integral que que-
da o resultante, es la
misma que la Inte-
gral original.

-e*Cosx +e*Senx
2

fe‘Senxdx= +c=-e—2-(Senx-C’osx)+c

Ordenando y despejando algebraicamente esa Integral original. se obtiene el resultado final.
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'3;]4'l Aplicando el Método de Por Partes, Integrar:

3) f Sec’x dx

'[Sec X dx

= f [Sec x] (Sec *x dx] u = Secx

du = Seex Tanx dx

fudu=uu—fudu

f Secx dx

= SecxTanx - fTanxSechanx dx

.= SecxTanx - fTanzx Sec x dx

f Sec’x dx

= SecxTanx - f(Seczx— 1) Sec x dx

= SecxTanx - fSec’x dx +f$ecx dx

2[ o¢c » dx = SecxTanx + j'Secx dx

2 fSec’x dx = SecxTanx + Ln|Secx + Tanx|.

f Sec’x dx

b) fe‘/; dx
fe‘/;dx

9 f Arctan /x
[ Arctan \/x

_ SecxTanx + [n|Secx + Tanx| ‘e
2

7Sk ozt =x = 2zdz=dx
fe‘szz =2fze}‘dz

2ze?-eY) +c = Z(ﬁeﬁ—e‘/;) rc

dx

dx

"
-~

Si 2l =x = 2zdz = dx

fArctanz 22dz = ZfArctanz zdz =21

LI

dv = Secx dx

v = Tanx

Se descompone fa Funcion a integrar, para
luego elegir las Partes.

Aplicando el Método.

Ordenando y simplificando se obtiene la -
misma Integral original.

Operando algebraicamente, se traspone
de miembro y se suma. Tal como en P-8-
13-c

La Integral de: Sec x es conocida, reempla-
zando su resultado.

Despejando la Integral requerida.

Para integrar, previamente se aplica el
Método de Sustitucion.

Asi queda una Integral, que al ser un
Producto de Funciones, requiere del Mé-
todo de Por Partes. Usando los resulta-
dos del £ 8-11.

~ Previamente se aplica el Méto-
do de Sustitucién.

Queda asi la Integral /,. que
requiere del Método de Por
Partes.

I, = f [Arctan Z) [z dz]

udv =uv - [vdu B
/ /

I, = fArctanz Z dz

f Arcten \Jx dx

2(l))

u = Arctenz dv = zdz
1 2?
du = dz U:._..
AR 2
2 2
Arctanz - - ff— ! dz
2 2 zz+[
2
2 Arctanz - lf(l LI
2 ‘ 2 Zi+ 1

2
1
%Arctan z - ;(z -Arctanz) + ¢

2
!
= 2(—Arctarnz - -z + iﬂrctanz) +C
2 2 2

xArctan\/- - \/— + Arctanyx - ¢

tligiendo Partes y aplicando el
método para resolver: /|

Queda una Integral de una
Fraccion, que requiere de una
divisién previa a su resolu-
cién.

Efectuando la divisidn y orde-
nando

Integrando.

Reemplazando resultados en
la Integral original.

Retornando a ta Variable origi-
nal. i
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FORMULAS DE RECURRENCIA

Las Férmulas de Recurrencia son Férmulas reiterativas, permiten disminuir el grado de una expresion, para asi
luego permitir el calculo de la Integral. Usualmente estas Formulas se deducen usando el Método de Integracién

de Por Partes.

Ej8-12 an’"x dx

ftn"‘xdx=f[Ln"‘x](dx]: u=1Ln"x C dv = dx
. du = min™'x i = X
fudu=uu—fudu x
an”'x dx = Ln™x x ~fxan”‘"x-—‘-dx
X

xln™x - mf ln™'x dx

a) j’ Sen "x dx

fSen ™x dx =f[5en"‘"x] {Sen x dx} u = Sen™'x

fudv-—-uv-fvdu

| = fSen Mx dx = Sen™'x (-~ Cos x) -f(-— Cos x) (m - 1) Sen™ 2x Cos x dx

| = ~Sen™"'xCosx + (m - l)fCos’xSen"'"x dx

]

-Sen™'x Cosx + (m ~ ;)f(, - Senx) Sen™x dx
!

~-Sen™'xCosx + (m - t)fSen"‘"x dx - {m- l)fSen "x dx

—

= -Sen™'xCosx + (m - l)fSen"'”x dx -~ (m -1}/

du = (m - 1)Sen™x Cos x dx

La expresion tiene un grado
general: m integrando Por
* Partes

Queda una Integral donde
el grado de Ln x es: m-1

La Formula se usé en: P-8-
7-b

83{5] Usando el Método de Por Partes, deducir tas Formulas de Recurrencia de:

dv = Sen x dx
v =-~-Cosx

'Luego de descom-
‘poner la Funcién:

Sen"x

Se aplica el Méto-
do de Por Partes.

Como se obtiene
la misma Integral
original /. se la

Mt _ despeja algebraica-
[ = Sen™ "x Cos x . m 1 fSen"'" dx - mente.
m m
b
) f ! dx
(01 . xl)m
1 Ty L y? i 2
fmd""l‘f(a__i')—f"d""!‘(f_{“"z‘?dx'f < 4
{@?+x)m a? @?+xym at? (@?+xy™! {@?+xy"
1 : .
Ilzf.—..._i_mdxzfx.._x___dx u=x du:.-.-...—x.._._..dx
@+ xy" @?+x})" du = dx @+ x)”
x _ . 1 2 ~ Al aplicar el Método se re-
Ve f (@?+x}y" de=? Sioz=atex’ = dzeIxo quiere el cilculo de: v Se
. i . ! lo efecta por el Método
2 2m - 1)z2™! Qm - 2)(a’ « x 3™ de Susvntuc»én.
- -1
X dx = x| ' dx .

] -
(Zm - 2)(@? + x ™" f(Zm -Da?+

{ -x

xl)m-l

x m -3 1

{ |
—_—dX 3 — dx - ( + dx)
f @ xym al [f @+ xy™! (2m-2)@?sx ™" f {Zm-2)(a? » ™! }

-

@m-2@?exh™ m-27 (@t ex

t
[ Qe
2

a

- dx
m-)
)

ﬁ &) ER £ <om e
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El Método de Expresiones Cuadraticas, consiste en 13 aplicacién de 13as siguientes Formulas Generales de

ntegracion. | )“—Iﬂ q{ :}t
‘Hﬂn A A

£l Método de Expresiones Cuadréticas, se aplica fundamentalmente sobre Funciones Algebraicas. que poseen
Expresiones Cuadraticas en su denominador.

ll‘ T
i

!
H

_—

8 i
| il
)

Sy

g

' g’(x) g’(x) La verificacién de
Si: f Z ™ dx = [n [g(x)] = [Ln [gm]]' —g’ W - estas Formulas se
L € € efecta por sim-

. | I X x! i I i | ple derivacion:
Si: f d = ~arcan Xt = |LacaX] -1 L=
x!+q? a a a a a x? a x?s+qg?
(=) +1
a
i 8- 2 . . ! .
FLg-l 3x dx En la Funcién que se va a integrar, el numerador es la Derivada
x>+ del denominador.
3x? dc = Ln]x? + 1] +e Por tanto se satisface la Formula, luego su resultado se puede
fxa .l determinar directamente.

a) 2x b) . Cosx d Verificando que la Derivada
f LI o Senx+3 . del denominador se en-
x % : Cos x cuentra en el numerador,
f — dx = ln|x?-s| +c f dx = Ln|Senx +3| +c  seaplicalaFérmulacorres-
x“-5 Senx +3 pondiente. (Otro modo ver
P-8-9.P-8-10)
Resolver las siguientes Integrales usando la Primera Férmula del método.
3) f x! dx La Derivada del denominador no esté exactamente en el
x84+ numerador (Falta la constante: 8)
x’ dx = + 8x’ dx Multiplicando y dividiendo por 8 ; La multiplicacién dentro de
f x® e 8 ML la Integral, la division fuera. (O operacidn correcta por tratarse
| de una constante). Aplicando Ia Férmula correspondiente.
= —Llnjx*+i] +¢
8
b) s ¢) X
f X dx f P dx
x® 1 X +a
s 5 x
f X dx = _‘_ 6x dx f ; > dx =
Jox%e x®+ X +a

! 1, .2
PALNNIRY. Sl eal o

Ej 8-14 Aplicando la Segunda Férmula del método de expresiones Cuadriticas se integra:

I )
[ Y dx Para aplicar I3 Férmula 2 del método de Expresiones Cuadri-
- ticas, se considera:a = 3 . Esta Formula se llama también 13
f ! gx = Arctan X - ¢ *drmula del Arco Tangente.
? +* 32' 3 3
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8518 Calcular las siguientes Integrales:
b
? [ | & ) [—— &
x+7 3x2+ 12
i | ,
dx = [——— dx =S
fX2+7 fx2+ﬁ2 [3X2+|2 f}(x2+4) 3fx4,22
| X
= —Arctan — + ¢ =2 Lacan X ¢ =2Arctan X v ¢
J7 v 3 2 2 6 2
c) I Para tener la Forma General requerida porla
f P dx Férmula, se precisa efectuar el proceso de COM-
xorex PLETAR CUADRADOS en el denominador.
) | ’
f‘—z——" dx = f P dx En ese proceso: Se forma un Binomio al cuadrado
X"+ bx+ 13 (x+3)"-3"+13 entre |a variable y la mitad del Coeficiente Lineal.
. ! dx = ! Arctan X 3 . luego restando el cuadrado de esa mitad. (Ver Ej-4- .
= f(x TRy T3 2 16). Aplicando luego la Férmula.

-g'i'i"g‘] Usando las Férmulas del Método de Cuadriticas, resolver las Integrales:

a) X d Se busca la forma de la Fér-
—eeee (X 1 -
f X+ 8x+ 17 mula I. (Derivada del nume

. rador en el denominador)
8-8

[ f__--—_“ de = = [0 oy

xT+8x+17 2 +8x+ 17 27 x2e8x+17

Se multiplica y divide por 2;
Se suma y resta 8, se des-

2x + 8 -8 compone en dos Fracciones.
+ ) dx :

2 f x?+ 8x+ 17 x?+8x+17 La 1** Fraccion se considera
resuelta. Se completan
l s _208 ey /-

VIOV V

x|  Cuadrados en la 2 Frac-
x2+8x+17 (x + 4)2 + 12 cién. Se integra cada Frac-
cién con Férmulas del Mé-
—Z-[Lnlx’*st?I - 8—l-}1rctanxl4 +c] todo. -

b) 2x’+9x+77dx B '
2+ 4x + 40
22+ 9x + 77 dx =

@ -
2+4x+40 f x? +4x + 40

Dividiendo la Frac-

3) ¢ién por no ser Pro-

) dx = 2x + f——-x_ dx p'a
270 x?+4x+ 40

—
tad

Multiplicando. divi-
] 2x - 6 2x+4-4-6 diendo por 2 en la
2x + —f—-—- f dx Fracci
2J 2, 2 raccion. Sumando,
X"+ dx+40 x? + 4x + 40 restando 4. Des-
2+ 2x + 4 . -10 ) dx componiendo en
2 f x?+4x+40  x?+4x + 40 dos fracciones.

x4 | Asi {3 1 Fraccién

2x + ]‘—-—— dx - § f_———;—_z dx tiene a la Derivada

2 + 4x + 40 (x+2)"+6 del denominador en

. x+2 el numerador.

- Lnlx +4x + 40| - S‘EA'C‘G" +c Completando cua-
drados en la 2%,

2x

+

f ! dx Alcompletar Cuadrados.

x1+ 10x + 21 queda una Diferencia de
cuadrados en el denomi-

( I dx = f ' dx = ' dx =7 nador. Por o que ro sir-

%t i0x -2 (x+5)7-5"+21 ve el Método (Ver P-8-
31-b)

509@30@69000090@90@@@@09
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NTEGRALES TRICONOMETRIGAS

Son Integrales trigonométricz:, aquellas que contienen Funciones Trigonométricas. Se presentan los siguientes

tres tipo principales:
i .l i“g i;”“[ml ' ljis“é
i )

B2 S Mo ay s ) T =

YT

P A4
2
-

=X

Las Potencias: m.n son Nameros Naturales (En algunos casos, sz generalizan a Nameros Reales).

Cada Tipo de Integral Trigonométrica a su vez tendrd 4 casos carzcteristicos, de acuerdo a la-paridad de las po-
tencias: m.n (Cuando sean pares o impares). Existirdn entonces diversas Técnicas de Integracidn, para cada caso.
I} Si: mes Par; nesimpar

TIPO A e
Lﬂl'»'!)’( ETf% i H) Si-mes Impar ; nes Par

e S mesimpar: nes Impar
IV} Si: mes Par; nesPar

-

!

CASOS: I I HI.- En estos 3 primeros casos para integrar, se aplicz la Regla:

"Se reserva para et Diferancial un Término Ae fa Funcidn ¢z potencia impar. llevando el resto a términos
de la Funcion de potencia par con la que se efectdia un Cambio de variable®. (En el caso I, se hace el
Cambio con cualquiera de las Funciones indistintamente)

Ei 8-15 Se calcula una Integral Trigonométrica del Tipo A, Casc !) m Par. n Impar

fSen 2x Cos’x dx .
Cambio de variable con la Funcion de
7 Situ =Senx = du=Cosx dx potencia par (Sen x)

f Senx Cos’x dx

Se reserva para uso del Diferencial del

2 2
Sen’x Cos“x Cosx dx Cambio de variable, un Término de la

n

- fSen 2 (1 - Senx) Cos x_dx Funcién de Potencia impar (Cos x dx) .
, 2 2 . Se lleva el resto a términos de la Fun-
= f“ (1 -u)du = f(” -u’) du cién de potencia par. Resolviendo
luego por el Método de Sustitucidn.
3 5 s
L N Sen’x JSenx | ¢ (Usando el cambio de variable ante-

3 5 3 5 riof u = Sen x)

Aplicando Ia correspondiente Regla. integrar:

3) fSen x Cos®x dx =7  Sit u=Cosx = du=-Senxdx C3s0:ii) Donde:mimpar: n Par.

tl Cambio es con la Funcion de
potencia par. Llevando el resto

= fSen’x Cos ®x Senx dx = f(l - Cos 2x) Cos *x Sen x_dx

a Términos de esta Funcién. tue-
I - - -u® ;
f( uut (dy) = f u?) du go de reservar un Término de la
uou Cos’x _ Cos’x de potencia impar para Diferen-
=?‘7’C- 9 7 *c aal.

fSen’xCos’xdx=? Si: u=Semx = du=Cosxdx ,
En este caso el

= fSen "x Cos*x Cosx dx = fSen "x{! - Sen?x)? Cos x dx Cambio de varia-
ble se efectda
=[u’(l -u’)zd_q=f(u’-2u’~; Y du con cualquiera
. de las Funciones
u® w'®  u” Sen®x _Sen'®x  Sen'ix
T e = 2_._. - « ¢ = -2 - -
8 10 12 8 10 12
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CASO IV Si:mes Par; nes Par, En este caso, para integrar, se usan fas Formulas del Angulo Medio: (Estas
Formulas se emplean tantas veces como requiera la Integracion) ' '
I
o ZU

uglz}f [ AJ‘,A I

:
THHEARRRTRAARE T

Ej 8-16 Se calcula una Integral Tipo A, caso IV (Donde ambas Potencias son Pares)

f Sen?x Cos*x dx

24

Caso 1V: Las Potencias son: 2y 2 (Ambas

fSen’x Cosx dx = f[l - Cos 2x] [I + Cos 2x] de SO pares) ‘ |
2 2 Aplicando las Férmulas del Angulo Medio.

| .

= —f(l - Cos?2x) dx tfectuando el Producto que queda (Produc-
4 to de Suma por Diferencia)
[ 1 + Cos

= —f(l - —-:—-9-—4)-‘-) dx Nuevamente queda una Potencia par.
4 2 donde se generaliza la Férmula de! Angulo

B _I_f(‘ - Cos 4x) dx ‘Medio. (Se duplica el Angulo).
8 Note que: Sen ax
| Sen 4x f Cosax dx =

sk - ) ee S
8

T3
) fSen 2y dx .
Caso 1V, se asume Potencias 2y 0
fSen Iy dx = f—‘-—ﬂi{ dx = il (1 - Cos 2x) dx Potencias pares, aplicando las Fér-
2 2 mulas del Angulo Medio. :
-1 (x - sen Zx) v = -‘—x - —I-Sen 2x + ¢ Integrando.
2 2 2 4

b) f Sen *x Cos *x dx
A 2 “Integral del CASO
fSenzx Cos4xdx=f[I-C052x”|+C052x] dx V.

2 2 Usando las Formu-
las del Angulo Me-
dio las veces que se
precise.
lf [l + Cos 2x - Cos?2x - COS’ZX] dx Reordenando que-
8

dan Integrales del

ls'U dx + [ Cos 2x dx - [ Cos 22x dx - fC’os’Zx dx] ﬁla.so IV como Caso

u

lej' (1 - Cos 2x)(1 +2 Cos 2x + Cos 22x) dx

_ 3 _ I+ Cos 4x | Sen 4x Se integran separa-
ly = ]Cos x dx = f[-_z ~] dx = 3(" * 2 ) damente aplicando
Sen 2 las Reglas que co-
. 3 _ Ceon? .ou= x rresponden a cada
l, = fCos 2x dx = f[l Sen'x)Cos2x dx 1 4 . 2 Cos 2x dx casop.
) .
' = f(l _uz)ﬂ';' = —‘-(u - _u__) = .l_(Sen 2x - -l-Senlzx) Reuniendo todos
2 3 2 3 los resultados ob-
, tenidos.
i Sen”2x
fSen’x Cos'x dx = ~|x » Sen2x l(xo Sen4x) - —(Sen2x - Y|+ ¢
8 2 2 2
| ! I 3
2 — Y - —Sen4x + —Sen"2x - ¢
16 64 48
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TIPO B l
T J

l UIEU ) Si:mes Par;nes Imp:

o i: : par
T (| D€ ﬁr i) Si: mesimpar; nes Par
) Si: mesImpar; nesImpar

IV) Si: mesPar:nesPar

CASOS I 1V (La Funcién Secante es de Potencia Par) £n estos dos casos. se efectia un Cambio de variable con
la Funcién: Tan x ; Separando previamente el Término: Sec’x para el Diferencial. expresando el
resto de la expresion a integrar en términos de: Tan x

Ej 8-17 Se calcula la siguiente Integral Trigonométrica de tipo: B

fTan’x Secix dx Caso il). donde: m Impar. n Par

- Cambio de variable con la Fun-
7 Sit u-=Tanx = du = Sec’x dx Iy .
: : cion: Tanx , calculando ademis
su Diferencial.

1}

fTan *x Secx dx

fTan x Sec*x dx fTan’x Sec 2x Sec’x dx
Separando para el Diferencial-la

= fTan * (Tanx + 1) Secx dx expresion: Sec’x

Lievando el resto de la expresidn

302 - 5 4 oy? L
= *+1)du = f(“ u’) du 3 términos de: Tan x

Tan®x  Tan*x " Luego se resuelve la Integral por
= + . . . g
s a € el Método de Sustitucion.

u®  ut
S e— t — +
6 4

Aplicando las correspondientes Reglas de Integracién. calcular:

fTan 8 Sec®x dx Separando para
el Diferencial la
: . 2
fTanax Sec®x dx =17 Si: u=Tanx = du = Sec?x dx expresion: Sec’x
Lievando el res-
fTan 8 Sec®x dx = fTan 8x (Sec*x) Sec’x dx to 2 términos
o ) ‘ de Tan x ., fun-
= fTan % (Tanx + 1)? Secx dx cién con la que
. : se hace un
=fu'(uz+I)zgg=f(u”+2u‘°+u’) du Cambio de va-
. riable
u'? u''ou? Tan"x Tan''x  Tan’x
T o 2 +— +(C = + 2 + + C
13 I 9 13 bl 9

CASO i (Si: m es Impar; n es Impar) En este caso se efectia un Cambio de variable con la Funcion: Sec x :
expresando el resto de la Funcién a integrar en términos de |a Funcién: Sec x ; reservando previamente
para el Diferencial del Cambio de variable la expresién: Sec x Tan x

Ej 8-18 Resolviendo la Integrat Trigonométrica del caso: ili)

fTan x Sec’x dx Caso lil) , donde: my n

son impares.

fTan’x Sec’x dx =7  Si: u =Secx = du =Secx Tanx dx
Cambio de Variable con

fTan 2% Sec*x Sec x Tanx dx 1a Funcidn: Sec x

f Tan’x Sec’x dx

Separando: Sec x Tan x
para Dierencial. el resto
se lleva a términos de
Sec x Luego se resuelve
por Sustitucion

= f(Seczx - 1) Sec“x Secx Tznx dx

f(uz - Hu'du =f(u°-u“) du

' o’ _ Sec’x  Sec’x

—_— - — = - -

7 5 7 5

]
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CASO !  (Si:mes Par. nes Impar) En este caso se lleva tcda la expresion que se debe integrar, a Términos de
la Funcién Sec x, integrando luego con el Métcdo de Por Partes.

Ej 8-19 Se resuelve la siguiente Integral Trigonométrica Tipo B Caso I:

fTanzx Sec’x dx ’ ,
Se lleva toda la Integral a Términos

fTanzx Sec’x dx = f(Sec 2x - 1) Sec>x dx de la Funcién: Sec x
_ s _ 3 L La Integral 1, se resolvi6 anterior-
= fSec x dx fSec xdx=1 -1 mente en: P-8.14-3
- 3 2 Resolviéndol Por Partes
I, = fSec x dx = E(Secx Tanx + Ln|Secx + Tanx|) - ; | :
I = fSec x dx = f[Sec’x] (Sec x dx] u = Sec’x , dv = Sec’x dx -

du = 3 Sec*x Sec x Tan x dx v = Tanx

fudu=uu—fudu , .
' Se reemplazan las Partes y se
I = f Sec®x dx = Sec®x Tanx - fTanx 3SecixSecx Tanx dx  simplifica.

Se observa que como Integral
resultante se logra I3 misma /|

= Sec’x Tanx -3 f (Sec *x - 1) Sec’x dx Corresponde entonces despejar

; s algebraicamente a /,
= Sec’x Tanx - 3fSec x dx + 3]'Sec x dx

= See’x Tanx - 3]Tanzx Sec3x dx

I, = Sec’ Tanx - 31 +3I, = Sec’x Tanx - 31, + 3-%—(Secx Tanx + Ln|Sec x + Tan x|)
41, = Sec’x Tanx + %(Secx Tanx + Ln|Secx + Tanx|)

l

"

| ?:-Sec’x Tanx + %[Tanx Sec x + Ln|Sec x + Tan x|)

Fanzx Sec’x dx =1 -1, = L seex Tanx -—;—Tanx Sec x - —|8-Ln|Secx+Tanx| +c
4

%

it L}d{lt’ 1) Si: m es Par ; n es Impar
i! ..}*! 1) Si: m es Impar ; n es Par
P
‘ 1) Si: m es Impar ; n es Impar
IV) Si: m es Par ; n es Par

Para todos los casos de las Integrales de este Tipo. se aplican las Reglas de Integracion correspondientes a las
integrales del TIPO B (Se deben identificar: Tan x — Cot x : Sec x =+ Csc x)

Los Casos II: 1l pueden resolverse también llevando a Términos de: Sen x ; Cos x

Ej 8-20 Se resuelve la siguiente Integral Trigonométrica de! Tipo: C ; Caso IV

fCot Iy Csex dx Esta Integral es equivalente
al Caso 1V del Tipo B.
2 4 _ - _ = - 2 , .
fCot x Csc'xdx =7 Si: u=Cotx = du=-Csc’x Se efectGa un Cambio de
2 . ) 2 2 2 variable con la Funcién Cot
fCO' x Csc'x dx = fC‘ot x Cscx Cse x dx dejando el Término Cscix
. 2 2 Cscx d para el Diferencial del Cam-
[Cot x (Cot'x + 1) Csc x ox bio de variable.
= fu’ @l N(-dy = ‘f(u‘ «u?) du £l resto de la expresian se
s . . 3 . lleva a términos de la Cotan-
- - L - _u_ e 3 = Cot x - Cot x .2 gente.
S 3 S 3
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Este tipo de Integrales Trigonométricas. comprende a Productos de Funciones Trigonométricas. que poseen
diferentes dngulos, se resumen en los casos indicados.

|

Para resolver estas Integrales, se usan las siguientes Férmulas Trigonométricas:
Senax Cos bx = %[Sen(a +b)x + Sen{a - b)x] (1)
Sen ax Senbx = %[C‘os(a by - Cosla+bd (@)
Ccl)s ax Cosbx = %[C’os(a -b)x + Cos(a + b)x] (3)

Ej 8-21 Se calcula la siguiente Integral Trigonométrica del Tipo: D

| o
[ Sen 5x Cos 3x dx . 4

J I Integral Trigonométri-
fSen Sx Cos 3x dx = f—— [Sen(5 + 3)x + Sen(S - 3)x] dx ca,donde los Angulos
2 de las funciones son

Do _ ; ,

. 'l‘f (Sen 8x + Sen2x] dx = | Cos 8x . Cos Zx} ‘e diferentes entre si.
2 2 8 2 Aplicando la Férmula
= - cosax - Lcos2x + ¢ (1). Note el uso del

16 4

Prob. P-8-10-f

Aplicando la respectiva Regla de Integracién, calcular:

3 fSen XosenX dx
2 3

x x | I bl I | 5
Sen — Sen — dx —|Cos(— -~ —=)x - Cos(— +=)x}dx = — [{Cos —x - Cos —x) dx
fenz en} fZ[O(Z 3)x (2 3)} 2-[( 6 6)

_ 1| Sen(x/6) _ Sen(5x/6)
2 1/6 5/6

+C =3$en£-15en-5—x- +C
6 S. 6

b) fSen’Zix Cos 2x dx Sen’x se des-

compone.
fSen 3x Cos 2x dx = j'Sen 3x [Sen 3x Cos 2x] dx Luego se aplican

! | las férmulas en
fSen 3x [-i-(Sen Sx + Senx)] dx = —Z-I[Sen 3x Sen Sx + Sen 3x Sen x] dx dos ocasiones.

hasta eliminar

-3 f[L(Cas(-Zx) - Cos8x) + l(Cos 2x - Cos 4x)] dx los Productos.
272 ‘ 2 : | 5' ) Sndx  Semdx Note:  Cos(-a)
=—l-f(ZCo.st-Cosax—CoMx)dx=..(2 enix X | ) +c =Cosa
4 4 2 8 4
= lsenZX - —I—-Sengx —LSen4x +C
4 32

<) fCos 3x Cos 2x Cosx dx

fCos 3x (Cos 2x Cosx) dx = fCos 3Jr—C:(£3-‘—§2—C2§—:fi dx = %I(Cos 3x Cosx + Cos 3x Cos 3glgiogy

2
Sen 2x . Sen 4x . Sen 6x

2 4 6

f [l(Cos 2x + Cos 4x) - -zl-(Cos 6x - Cos Ox) {dx = %I(I + Cos 2x + Cos 4x + Cos 6x) dx

|

2
l(x
4

)+ ¢
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Wit sUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS

Si una Funcion a integrar, contiene Radicales, se usan las siguientes Sustituciones. para cada Forma General de
Radical. 4

_—

1
:

I O -
-

a’-x* = x=aqaSenb
ff(\/_—)dx a’+x! = x=aTan®

a SecB

bl
]
=]
4
bt
"

Las indicadas Sustituciones Trigonométricas, permiten la eliminacién de los Radicales. llevando 13 expresién a
integrar a una forma Trigonométrica.

g Se calcula la Integral de la Siguiente Funcién, que contiene Radicales:
Integral de Funcién que
f—_— dx . . contiene a un Radical de
y2i-x? ‘ I3 primera forma.
f——x-—— dx Si:x =25n0 = dx =2 Cos6 db Por la for;na d_P" I.Radu.c’al
\/-2—2—_7 se usa la Sustitucién
3

indicada. Setomaa = 2
f X dx = f _(23en8)” Sen 8)° 2 CosB 6 IW 48 Reemplazando y simpli-
'22 - x2

‘/'“'“Zm 22(, —senze) ficando por propiedades

trigonométricas.

1]
-~

]

= fM de = 8fSen ’8 do Asi se obtiene una Inte-
2 CosB - : gral Trigonométrica. Que
8f$en’8 d0 =7 Si- u = CosB = du = -Sen8 db esdel(TipoA.casoH

, , De acuerdo a este tipo se

8fSen B SenB dB = Sf(l - Cos‘B)Sen B db asume en la Integral que

3 la Funcién Cos posee Po-

8[(1 -u?)(-dy) = gf(uz -1)du = 8(5--u) + ¢ tencia-cero, luego de la

) 3 Sustitucién se integra
directamente.

" i

1@
| o0

3 - 8y +c=%Cos’9 - 8Cos® + ¢

Para retornar a la Variable original, se conforma un Tridngulo recténgulo, cuyos lados se obtienen a
partir del Cambio de variable,

Si: x =2 Sen8B Del Cambio de variable se despeja la Fun-
X cién trigonométrica. Segln su definicién x 2
N = SenB = -~ serd el cateto opuesto, 2 la hipotenusa. *
2 Luego por Pitdgoras se determina el valor 8
del restante lado. V2. 2

La Funcidn Coseno del resultado se deter-

YR J2i - 2 mina a partir del Tridngulo segin su
[——2———1 - 8[—'}—'1 * € definicién, reemplazando en el resultado.

—
>
Q.
b
0
w oo

—
&

Si: x = Sen® = dx = Cos® dB
En esta Integral. luego
de resolverla. es pesible
f | dx ! Cos® d8 = [ Cos 8 d8 = fde volver directamente 2 la

N [\ -<enle Cos 6 variable original

=8 « ¢ = Arcsenx + ¢
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8=34| Aplicando la correspondiente Sustitucién Trigonométrica, integrar: _

MDY La forma del Radical requiere
[______V‘ dx : de la Sustitucion con la Fun-
X
Yx2+ 32

cién: Tan x
f——:———dx=? Si: x =3 TanB = dx =3 Sec’0 dB
X

Desaparece el Radical.

Queda wuna Integral

AT et B e T T

- - Trigonométrica. Se lleva a
fv (3 Tan @)’ 3 Sec29 d = f y3°(Tan’6 + 1) 3 Sec2g gg  tErminos de Sen x, Cos x
(3 Tan6)* 3*Tan‘g Efectuando el Cambio de va-
‘ riable correspondiente (Tipo
£ f 3 Sec© 0 do = Sec 0 e = L Cos 8 8 A, Caso il
3*Tan‘s Tan*0 Sen‘B
La Integral resuelta en tér-
1 chse d8 =7 Si- u=2Sen0 = db = CosB do minos de 6, debe volver a la
,}f 9 variable original. se requiere
ki du - ! 3 del Tridngulo del Cambio de
: ="f_4'= te=-—CcB+c variable.
i 9 27 u 27
i S 3 Tan 6 . Por tanto reemplazando |a
% 1. X = an . L Cse . |
Tan 6 = — [ 1, 32 [ 1, 12 ‘
= 3 0 f_gi de = - | X230 L
3 x4 27 X
b) xi-42 ) . . . 6
‘ f X de=? Sii x=45cB = de =438 Tan0 d La forma del Radical re--
i quiere de la Sustitucion
x?-4? (4 Sec 8)? - 4? efectuada (Con la Fun-
f—-—;——dx=f———‘1—§c-6-—4&c9 Tan@ 8 cién: Sec 8)
4 Tan® . _ 2 Por Identidad Trigonomé-
= 4 Sec O 4 SecB Tan8 db = 4 fTan 8 d8 trica. Formando un Tridn-
.gulo de acuerdo al Cam-
= 4[(5“'29 -1)d8 = 4(Tan6 - 6) + ¢ " ., biode variable.
Si- x =4 Sec B Por tanto. reemplazando:
- X X '—T , ,
= Sece-: A T f =422 Aresee X e
7 4
.‘I
9} 2 2 3
fx Tl - Efectuando el Cam-
. _ : bio de variable co-
fx’ x?-1dx =7 Sit x =SecB® = dx = SecB® TanB d8 respondiente.
fx’ xP-1dx = fSec’G Sec’® -1 Sec® TanB d6 = [Tanze Sec’® d8  Lalntegral Trigono-
métrica se resolvid
= L 5ec%8 Tang - lss«erane -"-'B-LnISec6+Tan8| L enel 819
4
Si = Sec® Se arma el Tridngulo de acuerdo al Cambio de
X n variable. del mismo se obtienen Funciones
= SecB ',' ! Trigonométricas a reemplazar en el resultado .
! !
)'x’\/xz -1 dx = —‘I;x"/xz‘-l - EX\/xz-l - —8-Ln‘,xq/x’-l[ v c
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B23%] Por el Método de Sustitucién Trigonométrica, calcular las Integrales:

!
I S dx :
Vx? +4x+ 13 ' Luego de Completar
| Cuadrados en el deno-
f——-—--—~——- dx =1 Siix+2 =3Tan® = dx = 3 Sec 0 db minador, se efectia el
(x +2)% + 32 | 3 Sec 76 Cambio de variable.
= f 3Sec’™® db = f 3 Sec d Se conforma el Tridn-
y(3Tan )" + 3 gulo, para volver a la
variable original.
= [SecB dd = Ln|Secd +TanB] + ¢ 1able ofig
x+2 =3Tan 8 _
Tng -2 e [ N LT R LT
= = —_—— = +
x+2 yx2+4x+ 13 3 : 3
b) | , ‘ - .
f dx . ; ~ Si bien la Integral no contiene
x?+2%)? radicales, por fa forma de! de-
nominador puede resolverse
f__|____ dx =7 Sit x =2TanB = dx = 2Sec?8 d8  por Sustitucién trigonométsi-
(x?+2%)? : .
- [ ' 25ec?8 d8 = lf g9 - L [ cose do
(2 Tan?6)? + 2%)? 8 J Sec’® 8
= —;;f—l-—:—cff—z-g de = —'-'Z-(B + 54812—22) rC = I—’é-(e +5enBCosB) + ¢
Si: x=2Tan 8 De acuerdo al Cambio de variable, se arma un
Tan g = X Va2 + 22 Tridngulo rectangulo, cuyos lados provienen del
= Tan 8 = — despeje de la Tan.
2
$] .
A ) A partir del Tridngulo se obtienen las otras
Funciones del resultgdo. " '
|
f———————dx=L(/Tlrctan-)i + X 2 +c=—|—(ﬁrctanf-~r 2x ) + ¢
(x?+ 222 16 2 \/;z+22 ‘/xz’zz 16 2 41,97
¢) Para resolver la Integral, de-

X .
f \/"’—Tj dx be reordenarse la expresion
(1 =-x% subradical, hasta que pre-

i+ x? = Sen® sente la forma de los Radica-
les sobre los cuales se aplica

X
f——————-— dx = f————-——— dx
v -x4 TV - xHY? = xdx=CosBdB ¢ a0,
Cos 8 dB Si: x? =Sen8

i
fV“’(Sene)zll 2 | = SenB =£
|

[ Z2B L rsctpdn < L Tand
Cos 8 2 2 2
I Sen8 ox?) I x?
e + 0 =5 e~ ——m——m—r T — + C
2 Cos8 2 |- XY 2 [y

Para retornar a la variable original se arma el Tridngulo 2 partir del Cambio de variable,
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El Método de Integracion de Fracciones Parciales, consiste en la integracién de una fraccién algebraica,
descompuesta como una suma de Fraccicnes simples.
El Método se aplica sobre Fracciones Algebraicas Racionales Propias, de la forma:

_ ) ) : :
fm = -——D Donde: N(x) : D(x) son Polinomios
(x)

Un Teorema del Algebra indica: *Un Polinomio: D puede descomponerse como un producto de factores
lineales y cuadraticos de coeficientes reales"

De acuerdo a ese Teorema. toda Fraccnon Racional Propia, podrd descomponerse como una suma de fracciones
simples. (Se Llama Fraccién Propia si el grado del numerador es menor al grado del denominador).

Se registran los siguientes cuatro'casos :

i) FACTOKES LINEALES

_I:I.(_”.= _ Nm = A + B L+ N

D(x) x-a)x-a)..x-a) x-a  x-a, x-a,

D , que es el Polinomio del denominador, se descompone en Factores todos Lineales, que no se reiteran,
por tanto en cada numerador se emplea una sola constante: A, B,..., N .

i) FACTORES LINEALES REITERADOS

N N '
& - w . A, 8 _._C ... Nix-a,)"
Dy (x-a)"(x-a)".. x-a) (x-a) (x-a) i
+ P 2 + ‘ + 3 +
(x-a) (x-a)’ x-a)

D( . S8 descompone en Factores todos Lineales, Ios cuales se reiteran m o n veces. en cada numerador se
. El grado del denominador es creciente hastamon

emplea una sola constante: A, B.C, .N.P. Q, ..

i) FACTORES CUADRATICOS

N

N(x)

Ax +B

Cx+D

D(x)

D, . sedescompone en Factores Cuadriticos, los cuales no se reiteran. Por tanto se emplean dos constantes

(x)

Donde: A, B, C. D. .... son constantes. Se asume que los Factores Cuadréticos del denominador: x* + bx +

¢ son irreducibles (Ya no pueden factorizarse)

(x?+bx+c)xP+bxec)..

iv) FACTORES CUADRATICOS REITERADOS

x*+bx+c,

2
x +bzx+c2

N(x) N (x) . Ax+B Cx+D
D) (xPsbx+e) (X -bx+c).. (xP+bx+c) (xP+bx+c)
Gx+H Ix + .

(x?+ bx+c)

2 2
(x* +byx +c,)

D, se descompone en Factores toccs Cuadrdticos, los cuales se reiteran m o n veces. Donde. A. 8. C. D.
C H. I J. .. son constantes. Los factores Cuadréticos del denominador son irreducibles.
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£j 8-24 Las formas generales de descomposicion en Fracciones simples son las siguientes

5x - 12 _ A . B N C »
K+ DE-2)x+3) x+1  x-2 x+3 ~ Descompo-
3x - i _ A . B C . D F niendo  por
S s * T . las reglas co-
k+2Px=-52 &*2)  (x+2? (x+2 (K-35 (x-5) respondien-
Sx B Ax+B +C’x'«D ' tes a cada
(x2+x+|)(x2+4) xtrx +| x? +4 €aso.

! _ Ax+B . Cx+D . Ex+F

I+ xPrx+3) xPet) (xPe1) xPex+3

Una vez descompuesta la fraccidn original, como una suma de fracciones simples, para hallar sus correspondien-
tes numeradores (Las constantes: A, B, etc.), se efect(a la suma de las Fracciones Simples, para fuego igualar
numeradores entre si.(Esta Ecuacion se conoce como ECUACION FUNDAMENTAL) A partir de esta Ecuacion

existen dos modos de caiculo de las constantes.

POR SUSTITUCION DIRECTA

Consiste en asignar valores arbitrarios a la variable, de manera tal que se obtenga directamente el valor de las
constantes.(Método adecuado para el caso: i)

POR SISTEMA DE ECUACIONES

Consiste en igualar los Coeficientes de las mismas potencias de la Ecuacién Fundamental, canformando asi un
Sistema de Ecuaciones, cuya solucién determinard a 1as constantes. (Método adecuado para todos los casos)

Este modo se basa en el Teorema *Dos Polinomios P(x). Q(x) si son iguales para todos los valores de: x , excepto
tal vez para un namero finito de ellos, entonces los coeficientes de P(x) . Q(x) son tguales entre si para cada

potencia”

Ej 8-25 Una fraccidn Algebraica se descompone en Fracciones Simples
Fraccidn Racional y Propia (Porque el grado del denomina-

8x - 1]
Xl 3x+2 dor es menor 2l del denominador), se descompone como
' suma de fracciones simples.
8x - 11 8x - 11 o .
; = factorizando el denominador, se t:enen Factores linesles
=3 +2 x-Dx-2) que no se reiteran, Caso: i »
A . B Descomponiendo de acuerdo a Reglas. son dos los Facto-
x -1 x -2 res en el denominador, entonces existen dos fracciones.
. Blx-2) + B(x-1) Sumando. Tomando la igualdad entre Numeradores se
(x -~ 1){x~2) obtiene la: ECUACION FUNDAMENTAL. A partir de esta
8x - 11 = A(x-2) + B(x - 1) Ecuacion se hallan los valores de A, B.
POR SUSTITUCION DIRECTA
8x-11 = A(x~2) + B{x-1) Se reemplazan valores que permitan eliminar
Siox = 1 <3 =A(-)+0 = A=3 alguno de los Términos. asi se calculan direc-

tamente las constantes: A. B

Sit x =2 S=0+8B(1) = 8=5
POR SISTEMA DE ECUACIONES
8x-11 = A(x-2)+B(x~1) Se ordenan 16s Términos para cada potencia.
8x-11 = (A~Bix+(-23-3) Igualando los coeficientes de potencias iguales
Pars  x 8§ =A-+8 = A=z (! representa a los térmircs independientes o
Pira | <1l = <2A-B = 3= constantes). queda asi un Sistema de Ecuacio-
8x - 11 3 5 nes. cuyas incognitas son 1as constantes A. 8
X : . que van a los numeradores.
1.3x+2 x-1  x-1
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Descomponer en Fracciones Parciales, 1a fraccion:

2x> - 9x? - 56x + 195 Antes de des-
componer, se

x> -10x2+17x+28

divide la Frac-
2x>-9x2-56x+195 - I1x2-90x + 139 . A .8, C ci?n' ya qge
= = tal operacion
3 2 - - - -
x> -10x2+17x+28 x+ Nx-4)x-T7) x+lox-4 x-T posible.
-7 . Alx -4)x ~7) +Bx + 1)(x = 7) +Clx + 1)(x - 4)

x+)x-4)kx-T7)
En la Fraccién que queda se aplica la descomposicion en Fracciones Simples.

Ec.Fundamental || 2 _ g0y 4 139 = A(x - 4)(x - 7) + Bx + ){x - 7) + Clx + 1){x - 4)

Sicx ==l = 11(=1)2-90(-1) + 139 =A(=1 - 4)(-1 - 7) + BO)(~1 - 7) + C(O)(~1 -4) = A = 6
Siirx =4 = 11(4)*-90(4) + 139 = A0)4-7) +B4+1)4-7)+C(4+1)0) = B =3
7 = 11T -90(7)+139 = A(T -4)(0) + BZ +1)(0) + C(7 + 1)(7 -4) = C =2
2x>-9x?-56x+195 6 3 2 Note la necesidad de division por que

: =2+ + + la Fraccion inicial no era propia.
x> -10x?+17x +28 x+i x-4 x-7 “ ere prop!

Si: x

!

Aplicando el Método de Fracciones Parciales, calcular las integrales:

a) Sx - 14 dx Considerando la Fraccién Racional Propia.
f xi-5Sx+4 Buscando su Descompos'xcién.
Sx - 14 Sx - 14 A B Factorizando el dengmnnadpr. expresando
= = + como suma de Fracciones Simples.
x?-S5x+4 (x-Dkx-4 x-1 x-4 . . :
‘ Sumando las Fracciones Simples
Alx-4) + -1
= (x=4) ~Bx-1) La Ecuacion Fundamental es la igualdad
x-Nx-4) entre numeradores. Las constantes se
= Sx-14 = Alx-4) + Bix-1) calculan por Sustitucién Directa.
Si: x =1 -9 =A-3)+B0 = A=3 Luego se expresa la Fraccién dada como
Si: x =4 6 = A0 + B(3) = B=2 Suma de Fracciones Simples. La Integral se
Sx - 14 3 2 aphca luegc_') sobre la Suma de Ffracciones
= + Simples.
x?-5x+4 x-1 x-4 '

[ 5X‘_|4 dx:f( 3 + 2 )dx=3Ln|x-l|+2f~"lx"4|*C
x?-5x+4 x-1 x-4

48
K fx‘-|0x2’9dx
48 _ 43 ., A B C D
- 10xte9 (Xx+Dx-Dx+3)x-3) x+1 x-1 x+3 x-3
J Al - 1)x *3)(x -3) + Blx + H(x +3)(x - 3) + Clx + Nix - Di{x -3) » Dlx - Nx - )(x +3)
(x+ D{x=1)(x+3)x-3)
48 = Alx - 1)(x +3)(x-3) + Blx + ){x +3)x=3) + Clx+ 1){x-1){x-3) + Dlx+ ){x-1)}{x +3)

Sit x=-1 48 = A(-2)(2)(-4) + 0 + 0 - A=3
Si: x =1 48'0'3(2)(4)('2)*0*(? = B=-3
Sii x=-3 48=0-+0+C(-2)(-4)(-6) -0 = C=-1
Sii x=13 48 =0 ~ 0 + 0 ~ D(4)(2)(6) = D=1
-3 -1
f 48 dX=J’( k) . . . ] ) dx
x*-10x? -9 x+1 x-1 x+3 x-3
=3Ln|x~||-3Lnlx-li-Ln|x~3{¢Ln[x_3;.C=Ln((x’:)'(x'3)1 . e
D X
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Ej 8-26 Se integra una Fraccidn que contiene Factores Lineales Reiterados.

f 4 dx
x> -5xt+7x-3

Al fFactorizar et denominador,
se obtienen 3 Factores, dos
de ellos iguales entre si.

4 = 4 . A + B + ¢ Se descompone de acuerdo
x*=5x2+7x-3  x-1x-3) X-t  (x-1) Xx-3  al Casoii de FACTORES LI-
. NEALES REITERADOS. Note
_ Al -1)x-3) + Bx -3) + Clx- 1) la potencia en el segundo
(- 1) x - 3) denominador
= 4 =Akx-Dx-3) +Bx-3) + Clx- 1) Se determina la ECUACION
2 FUNDAMENTAL, por Ila
= 4=(A+Cx" + (-4A+B-20x + 3A-3B+C() Igualdad entre numeradores.
Para. x% 0= A + C A=-l Se hallan las constantes por
Paraa x2 0 =-4A+ B-2C = B=-2 el Método de: Sistema de
Paraz I 4= 3A-3B+C C-=1 Ecuaciones. Que en este caso
4 -1 -2 | es el modo adecuado.
= + +
x> -sxT+7x-3 X-1  (x-y} x-3 : Luego se calcula la Integral
, : ! ‘ de la Suma de Fracciones
f 4 dx = f( -, =2 -+ ' ) dx Simples.
3 2 - - -
X7 - 5x"+Ix-3 x=1 -t xo3 Queda una Integral pendien-
= -lnlx-1] + 1 +lnjx-3]| te (/,) se resuelve separada-
, 2 mente por el Método de
- Sustitucion.
Iz=f 2 dx =7 Si: u=x-1 = du-=dx ustituc
(x - 1)? ‘ o .
-2 ) u 2 2. Luego se reemplaza esta In-
= —=du=-2(u?dus=-2—==-= -
2 f i f iy 0 ox-1 teg‘ral en el Resultado final
[ 4 dx = -lnjx-1| + flnjx-3] + ¢
x> -5x2+7x -3 x-1
i 3;23] Calcular la integral de Fraccidén con Factores Lineales Reiterados. *
4x> + 7x?+ 2x + |
f dx
x4 - 2x?+ ) La = integral
posee FACTO-
4+ Txis2x el 4C+Txieuel A B C D RES LINEALES
49,2 . ¥y - 112 x + | L2 x| -1y . REITERADOS.
xt-2xt | (x+ D*x-1) (x+1) x-1 se descompo-
Ax + 1)(x-1)? +Bx - 1)? + Cx + 1)%(x - 1) + D(x + 1)2 . ne con las Re-
= glas del Caso

(x» Dx - 1)

4x> +7x¥+2x+1 = (A+C)x* + (-A+B+C+Dix?+ (-A-2B-C+2D)x + (-A+B-C-D)

I

3

Para: x> 4= A +C A=l
Para: x% 7 =-A+B+C+D B =1
=>
Para: X: 2=-A-28B-C+2D c=3
Para: I | =-A+B-C+D D=4
axd e 7xl e 2x + | | | 3 4 La integracién se
- 2 dx = f[ - =+ - z] dx resliza directamente
xT-2xt el X+l xent ox-l (x-1) y usando méicdos
. | v L _ 4 . ermpleados en 13
= Lnjx - 1) X 3tnix- 1y x - | ¢ anterior Integrs!
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Ej 8-27 Se integra una Fraccién de Factores Cuadrdticos:

f ax - - dx
(x?+ )(x? - 2x +2)
4x - 2 _Ax+B Cx+D
x?+N)x?-2x+2) Xl x1-2x+2

(Ax + B)(x? - 2x + 2)
(x2+ 1)(x2-2x+2)

+ (Cx+D)x2 +1)

4x-2 = Ax +B)x1-2x+2) + (Cx +D)x? + 1)

:'E“': - (A+Cx? +(-2A+B+D)ix* + 2A-2B+Cx + 2B + D
“; Para: x> 0= A + C A=0

3 Paraz x% 0=-2A+ B +D - B =-2

1 Para: «x 4= 2A-2B +C gig

3: Para: . -2 = + 28 +D -

b [ 4x-2 e | 22 "

¢ (x?+ 1)(x*-2x+2) xP+l x¥-2x+2

dx
Sy e g2

_zf

x+ldx+2f

-2 Arctanx + 2 Arctan (x -

1) +¢

g:29] Calcular la siguiente Integral de Fraccién

La Fraccién es Racional
y Propia.

Descomponiendo de
acuerdo al Caso iii de
Factores Cuadraticosen
el denominador (Dos
constantes en el nume-
rador)

Determinando la Ecua-
cién Fundamental.

Las constantes se pue-
den hallar Unicamente
por el Método del Siste-
ma de Ecuaciones.

Las Fraccionesresultan-
tes se integran por el
Método de Expresiones
Cuadréticos (Ver Vili-8)

! lafx?-x+1]| - 3 — Arctan
2 Vi

x-l/Z]
34

[ ' ax = Ltngxe 1) - | Litax? -x v 1] - 2 Arctan?
x! + | 3 3 2 ﬁ
= LLnlx*ll - -é—l.nlxz-xﬂ] + - Arcten x -
)

A s

§ L | A Bx+C _Abi-xel) + Bx+Ox+1)
% el xelIexs) XD xPoxe e+ Dx?-x+1)
Para 2. 0= A+8B A=13
] _ 1_., N
3 I = Ax?-x+1) + Bx+C)(x + 1) = Pz x 0=-A+B+C = B=-I3
i L= ABX + (-A+B-Cx+(AQ o (oA .c C=23
b
] - + | 1 | -2
g [ ! dx=f(l/3*(l2/3)x ) fo o L P i
g x? e x+ | x‘=-x+i 3Jx+| 3 x¥ x4
i f x - f2x4 =_|_f2x-|-3dx
% x?-x+| 2 x?-x+1 2 xt-x+1
, . f 2x - | . -3 dx=-|-[ 2x - | . -3 dx
2 x2-x+l  xl-x+l 27 x¥iix ey | 2 3
x=-=) +(]|=)
; 2 4

s

l
+C

LaIntegral contiene a un Factor Lineal y otro Cuadrdtico. descomponiendo de acuerdo a sus Reglas Note
que la segunda Fraccion obtenida se calcula 2or el Método de Expresiones Cuadraticas.
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£j 8-28 Se integra una Fraccion de Factores Cuadraticos Reiterades. Caso iv

22+ 3x x4 2
f—-——-——————dx

x?r x- 1)
x> +3xPex+2  Ax+B , C&x+D €
2+ D)x-1) xi+] x?e)r x-1

_ Ax+B)x+ 1)(x-1) + (Cx +D)x - 1) + £(x?+1)?

_ 6 1 - 1)
2> +3x2+x+2 = Bx+B)x? + 1) + (Cx+D)(x - 1) + E(x? + 1)?

=A+Hx* - (-A+B)x> + A-B+C+20x’ - (-A+B-C+D)x + (-B-D+§)

Descomponiendo de acuerdo a

. 4, — = -
Paraz  x" 0= A vk A= las caracteristicas def Caso iv
Para: x> 2 =-A+8B B=0 Se hallan | ‘
- o C =1 e hallan las constantes por
Para: x: 3= A-B+C+ 280 7 ) Sistema de Ecuaciones.
Para: «x: |l = -A+B-C+D D=0
Parar | 2 = -B -D+E E=2 Al resolver la Integral, 1a 1
. Fraccion se resuelve por P-8-9-b
b) 2 -
[2x +3x +x+2dx=j. 2x . x . 2 dx
2+ ) x-1) x¥+l @it ox-l
Queda pendiente la
f zx - dx =1 Sii u=x"+1 = du=2xdx 2% Fracgién, que se
x®+1) | G i, resuelve por Susti-
_f “/2 _f -2 du_;u_r_T= - tucién.
u 27+ 1) La 3% Fraccién es
3, y? | de resoluciéninme-
fzx X X2 g = -lnx?+ 1] - 2 *2njx-1f v c diata o
x¥+ 1) (x-1) 2(x® + 1) '

g}:aol Resolver 1a siguiente Integral de Fraccion con Factores Reiterados:

f_.__”’___dx
XZ(XZ+4)2

16 =ﬁ*B+C’X*D+EX*F
XZ(XZ’4)2 X

x? x'+4 (x?-4)

Ax(x? + 4)F » B(x? + 4)? + (Cx + D)x?(x? + 4) + (Ex « F)x?
x2(x? + 4)

16 = Ax(x? + 4)? + B(x? +4)% + (Cx + D)x*(x? + 4) + (Ex » Ax?

16 = (A +C)x*+(B +D)x* +(8A +4C +E)x> + (8B + 4D - Fx? + 16Ax + 16B

Para: x> 0= A+ C A=0

Paraz x% 0 = + B + D B =1

Paraz x*» 0 =8A «+4C + [ - C=0

Para: x% 0 = +88 +4D + F D =-1

Para: x 0 = 16A E=0

Para: I: 16 = 168 F=-4

f z|26 zdx=f[_‘z-* zl T 242]dx
x(x* - 4) X x“+4 (x°+4)
L l/ﬁrctan-’i - 4(-I—Arctcn£ L ) + ¢

x 2 2 16 1 8 xl.g

o
Descomponiendo
de acuerdo a las
caracteristicas del
Caso it y también
del Caso iv

Planteando I3
Ecuacién  Funda-
mental como " la
igualdad entre el
numerador de la
Fraccion inicial y el
de la suma de las
Fracciones simples.

Para verificar fla
Integral de la 3
fraccibn Ver P-8-
25-b
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Cx +D

Factorizando el de-
nominador.

l _ | _ Ax+B
xt -(x2+ﬁx+l)(x2—ﬁx+l)-x2+ﬁx+|
_ (Ax+B)(x2—ﬁx+ 1) + (Cx+D)(x2+ﬁx>+ 1
) X+ 2x+ D2 -y2x+ 1)
| = (Ax+B)(xz-ﬁx+l) + (Cx+D)(x2+ﬁx+l)
1= (A +C)x3+(—ﬁA+B+ﬁC+D)x2
Paraz x> 0= A + C A
o x? =~ + B+y20+ D B
::: ); g= ﬁ;’—ﬁB +‘/(—3-+ﬁD ~ C
Para: | | = B ‘ D
f f[ 2+ 112 (-{5/4)x+i/2]dx .
x* e x +\/_x+l x -ﬁx+l
| f\/—/4x+l/2 i

X +‘/_x+l

2x+

4fx n/-x+l

gf[x 1'\/_)(+|+X+
2x+f
[fx +\/_x+l

ﬁ ] dx
‘/—xﬂ

dx+‘/”f dx]

(x+f/2 V172

= —g[Lnlxzﬂ-ﬁx*rll + \/5

Arctan il ‘/—/2}
N7 7

= —‘/8:_2-[Ln[x2 +\2x + 1] + 2Arctan(f2x + 1]

L]

+[2

.
xz—ﬁxH

Queda una Fraccién
del Caso iii (Factores
Cuadriticos)

Hallando las cons-
tantes por Sistema
de Ecuaciones.

+ (A -y1B +C+|2D)x +.(B+D)

V2/4

/2

-J2/4

1/2

,Quedan dos Fracciones de de-
nominadores cuadraticos.

Se resuelve la Primera Fraccidn
(1,). Usando el Método de Expre-
siones Cuadréticas (V1-8).

Se divide y multiplica por 2, des-
componiendo 2 /2. Aplicando
las Férmulas de ese Método.

La Integral f, se resuelve por
-simple comparacién, ya que es
semejante a /,

Obténiendo asi el resultado de
toda la Integral.

Por las férmulas de suma de
Logaritmo y Arcotangente se
simplifica el resultado.

d | ——@ [Lnlx2 +ﬁx+ M +2Arctan(ﬁx +1)] + %[Lnlx2 -ﬁx+ I+ 2Arctdn(ﬁx— Nl
x4 + | 8 .
2 +
= .\/_5 Ln‘x__:_.‘/_.i_x_l_l + _@Arc[anl—z_x__
8 xP-2x+1 4 | -x?
b) f ! dx
(x - a)(x - b) Se deduce una férmula Gene-
| A B A(x -b) + B(x - a) ral de Integracidn para el caso
+ = de dos Factores Lineales en el
(x-a)x-b) x-a x-b (x -a)(x - b) denominador.
i = A(x-b) + B(x-a) Note . -
, que se aplican las Técni-
Si: x=a = | =A@a-b+0 = A=l/a-b) cas del Caso i (FACTORES L-
Sii x=b = 1 =0+Bb-a0) = B=-l/fa-b) NEALES)
-b - -
f 1 dx =f I/{a - b) . /(a - b) dx
{(x - a){x - b) x-a x-b
] { | x-a
= alx -al - Inlx-b} +¢c = Ln +C
(O_b)mx al - ( _b) |x - b s lx_bl
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£l Método de Integracién de las Funciones Racionales Trigonométricas, se aplica sobre Fracciones Racionales
Trigonométricas. mediante el Cambio de variable:

11}

)

A partir de 13 Sustitucion, se forma un Tridngulo para obtener otras Funciones:

be
x Z Si: z=Tan —
Sen = =
a 2 3 V12 + 2 2
1 +2 z Xz
= Tan — = —
Cos X = ' 21 2
2 | +22
Usando conocidas férmulas Trigonomeétricas, se obtienen las expresiones:
e 2
Sen x =2 Sen'> Cos ~ =2 = =L
2 , ' 2 ] 4'2z
1 | - 2
Cos x = Cos? > - Sen? X = ( s 2
2 [ / 1 | +2°2
=Tan X = =2 Arctan z = dx dz
2 N 1 +2? '
E[ 8-29 Por el Método de las Racionales Trigonométricas, se integra:
1 dx La Funcion es Ra-
f S - 4 Cos x cional Trigo-
nométrica.
| x ‘
f‘g——c" dx =1 Siz z = Tan 7 Se reemplazan”
-4 Cos x . todos los Térmi-
| 2 2 . ! .nos de la Susti-
= f dz = f dz T f — dz . . e
_ 2 2 2 9 ' P tucién.  Simplifi-
.4 1z2 12z 9z7 + 1 (1/3) cando,
1 +2z? ’

! 3.32’ Aplicando el Método de las fracciones Racionales Trigonométricas. integrar:

= —2- L Arctan z
9 13 1/3

Luego se retorna a la Variable original.

f dx
4Senx «» 3Cosx +~ S
f ! dx =1 Si: z = Tan =~
4Senx » 3Cosx + S
- [ ' : 22d2=f ! dz
4 22 ’BI’Z +S|’Z + 4z +
1 +2? | +z?
i
:f 2dz=— l2+c:— l ’C
-2 zr Ten X+ 2
2

+C = %Arctan 3z+c = -E-Arctan(B Tan %) +C

Se aplican los Mé-
todos de Integra-
cién: VIII-8

Aplicando el Cambio de
Variable de: z = Tan x/2

Reemplazando las Fun-
ciones Trigonométricas.

Simplificando e integran-
do por el Métedo de Sus-
titucion.
Retornando a 13 variable
original.

N & PN Y O
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| &3] Aplicando el Método de Funciones Racionales Trigonométricas, integrar:

a) Cosx + Senx - | d
[Cosx +Senx + | * :’aref\/iamgnte s deel
i . raccién, ya que ta
fC’osx *Senx - 1. f(l . 2 ) dx operacion es posible.
Cosx + Senx + | Cosx +Senx + | . ,
Lluego se aplica 1a
= x - 2[ ! 2 dz Sustitucién del Método
| - 72 22 | +22 de Racionales Trigo-
; ;! nométricas.
| +2 I +2
[ | i - Simplificando e inte-
=x -2 dz = x - dz rando.
f 2z+12 f z+ | & .
X Retornando a la varia-
=x - Llnjz+ 1] +c=x—Ln|Tan;+|| + ¢  bleoriginal.
Senx + Tanx
1 -22 Il
f"“—’——‘d“f ! 2 d = [Edr s s [(=-2dz
Senx + Tanx 2z 22 | +7? 2z 2J 'z
l+22 1-27

2
l(Lnlzl - -Z-_-)v +C = anlTanil Lt X
- 2 2 2 2 4 2
Al reemplazar se considera Tan x = Sen x/Cos x

c) - [ dx o -+ Se aplica 1a Sustitucién y
f 4Cosx - 5Senx + 5 R ‘ el resultado de P-8-31-b

1 ] 2 Ya que la Integral resul-
f C 5S S dx = f ? > dZ  tante contiene dos Fac-
4Cosx - Soenx + 4l g 22 g1t tores Lineales en su de-

| +22 | +22 nominador.

-2 : _ 2 Ca Entonces debe aplicarse
i f 210249 d = f z-9z-1) dz _ el Método de Fracciones
z z Parciales Caso |

Tan§-9
=2 ! Lnlz-gl*c=an|—————|+c
9-1 z-1 Tani-l
2
d) f____'___._dx

Sen’x + 4 Cosx

Si todas las Potencias son Pares, se aplica la Sustitucién: z = Tan x
A partir del grafico del

z = Tan x 2 Sen x = —2 Tridngulo se determina
= Tanx = n [I +22 la sustitucion.
1 C =
dx = dz o x ==
|+ Zl |+ zl
| : ! ! . :
f - — dx = f > 42 Obteniendo otras Funcio-
Sen‘x + 4 Cos“x ( Z 2 - 4 ! )? I -2 nes trigonométricas a par-
Jl vzt | +z? tir del tridngulo.
| |
= ].__dz__ =L Arctan L v ¢ = — Arctan ( J‘) +
Zz * 22 2 2 2
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algunos Tipos de Integrales para su evaluacién requieren de sustituciones gspecilales'a cada caso, entre estos
se tiene: .

&
A v &8\
Somecl

X
P
o
) \otam—y

)

X

LA SUSTITUCION INVERSA

4 partir de las siguientes relaciones generales (Algunas de las cuales ya han sido demostradas)

I I - L]
f—;—::z—du tnfu +ya?+ul] | 3) f al_u2du Arcsena
|

————du = lnju +{u?-a? 4) 2 gy =2
f\/uz—az f‘[g ‘ Ve

Mediante estas relaciones pueden resolverse Integrales de la forma:

mx | [
Ml dx ; z =

J’\/ax +bx+c f (mx +n) yJax? +bx +¢ . mx +n

La Segunda Integral es equivalente a la Primera, mediante la Sustitucién indicada, llamada SUSTITUCION
INVERSA.

Ej 8-30 Sox 4 ' ]
f x Integral de la Forma I.
VS +4x - x? . _
. Operando algebraicamente,
f__}_'_x___ dx = lf 6 - 2x dx ) se busca que la Derivada del
S + 4x - x? 27 [s . ax - x? subradical en el denomina-
dor se presente en el nume-
- _I_ f 4 -2x 2 dx rador B |
2 \/5 +4x - x? fs +4x -x? En la segunda fraccién se
.compieta cuadrados dentro
24 f 4 -2x .2 f del radical.

2 Y5 +4x-x? Y3 -(x - 2)2 Usando las Férmulas
anteriores. (4 y 3 respectiva-
-1 [2 VS +4x -x2+2 Arcsen l +C mente) en las dos Integrales
2 en que se descompone la

i

X -2 integral original.
S +4x - x? + Arcsen +c & &
3
Usando la Sustitucién Inversa, integrar:

f (3x - !)‘/4x - 9x? Integral de la Forma

| —d 2. Usando el Cambio
? z = ! = X = *2 dx = g de variable aconseja-

H =
f (3x - !)‘/4x - 9x? 3x -1 3z , 3z? do.
_ d dz Despejando x y cal-
) f (-_ 2 - f . culando su diferen-
| +2 P22 37 y3z?-62-9 cial.

J4(——'—) - 9( )
z 3z 3z La integral que que-

= ___l“[___dz____ = -—‘—Ln!(z- 1 ,,/(Z, -2} e da.se ord'ena para

| Fors
\/.3. - TEE ﬁ aplicar 13 Férmula 2

Retornando a I3 va-
riable original.
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Se llaman Integrales Binomias a aquellas que presentan la Forma General:

“f .i m:'f

I

el

”4'1 4 aL':° 3 Dtin et
flilili % Il

Estas integrales pueden integrarse solo en caso de que se cumpla alguna de las siguientes condiciones:

i) Cuando: pesun Entero

.. + o
iy - Cuando: g es un Entero, se usa: z° = a + bx" (s es divisor de p)

r
i) “Cuando: g+ +p esun Entero, se usa: z°' = ax” + b (s divisor de p)
r

Ei8-31 fx’(l +2xY) 77 dx ' Se cumple la condicién: ii)

3. L., .
fx’(l+2x2)'3”dx=? p°'3 $q=3 =2 g+ = 2 (Es un Entero)

- r
2 2 -

2% = 1 +2x" = 27dz = 4xdx Entonces se debe realizar
1_, * la Sustitucién indicada

- . 2zd [ .

= f[-z———] 2% m—-—z-z‘—i—'; = —-f(l -2 dz para este caso.
2 4@z - 1)/2] 4
. Note que:
= l(z—g—) + ¢ = AI—(‘“ +2x2 - -—-l—-) +C X = [ZZ"]IH
4 -1 4 .. 1,1 + ZXZ : . : 2

l .
dx i i p=-—:q=-4 ; r=2 Se cumple Ila
[ = [0+ x)77 dx 2 condicién: jii
xy1 +x? 2} =) +x V= 27dz = -2x dx g+l | )
o HCER Y U (S e D AR e X '
Se efecttia la Sus-
- (l 'Zz)dz =7- _Z_J_ ve = (l ’x.z),n - l(l *x-z)j/z ve titucién del caso.
/ 3 3
b) Se cumple la
ity Condi-
\/_ VI + | 3 3 cion.se efec-
p=-- q=-= . r=<= tualaSust-
j-x-m (1 +x¥)™'P dx 3 2 4 -m: tucién  del
‘/— \/-l_+__ slex M o 3p0dy s 22X 9X caso
4 Tras simplifi-
- YU ), 115 - ()PP [Lap2p? - )R car se inte-
[ U@ =02 e (@ - PP (4272 - 1) dd ora directa-
mente.

- f 4z2dz = -228 v c = =201 + x4 ¢

Note que las Integrales Binomias al obedecer a una caracteristica de las inicialmente requeridas se
reducen a Integrales Algebraicas simples.
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INTEGRALES DIVERSAS

Las siguientes Integrales, se resuelven usando cualquiera de los distintos Métodos de Integracién. en algunos
casos se requiere de dos 0 mas Métodos.

Aplicando el Método de Integracion que corresponde, integrar:

f X ‘ dx f(x’—x2
X +

Se trata de una Fraccion no propia. donde |a
divisidn es posible, necesariamente ésta debe

! “efectuarse antes de integrar.
+ X+ ) dx

4 b ] 2
X

—_._+.x_.+Ln|x+|l+c
3 2

e R s 3 i
f \/; \/’-‘ dx = fx ,x:‘nx dx = f(x-mo . x"”’)‘ dx
+C = .'_79 lfi/;-; + %VF +C

x7/|0 x$/6
+

7710 5/6

=fmmd f|+x

"

f(\/l -x? \[I -x?

! . X )dx=/-1rcsenx—\/l-xz*c

X+ Luego se integra Término a Término.

Se usa la Notacién Poten-
cial para luego simplificar,
o realizar 13 divisidn alge-
braica.

Antes de integrar se debe
siempre dividir, siesta ope-
racion es posible.

Se racionaliza el denomi-
nador

Descomponiendo en dos

fracciones. Se usan los
resultados del £) 8-23, La
2% Integral se resuelve
por Sustitucién.

d) f dx x Cambio de
3 variable.
‘/;Jx‘/; Dividiendo,
f—— =7 Si: z% =x = 62°dz = dx para luego in-
\/; + 3\/; tegrar término
s s 3 a término.
=f 6z° dz =f 6z dz=6fz dz _
s 3 23+ 2? z+ | finalmente . se
\/Z— * \/Z— retorna a |la
I 22 variable origi-
=6 (2t -z+1 -—=)dz=6(~ - +z-LInjz+1]) +c
f( z+ l) (3 2 | nal.
) 6 6
=227 =327 s 6z-6lnjz+ 1] re=2fx -3 Yx+6yx-6ln|yx+1]| +c
e) [ dx
——‘/_ Para el Dife-
Vvx + |l rencial. se
f—ﬁ(—— =7 Siizl=yx+l = 22dz= I dx = 4z(z% - 1) dz  despeja x del
‘/‘/—— 2/ - Cambio de
X+ . variable.
-1)d i
= f4z(z ), 4 [ (=2’ -2 +¢ Reemplazan-
\/—Z_z- 3 do. simplifi-
. <ande e inte-
= %(\/; - 1) - 4(\/; =N e = %[J + l] x * l ¢ granco.
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|+ x Aplicando el Método de
sustitucion.
Si: u=1+x =>du-3x2dx .
\ o Efectuando un Cambio
f X dx = f ) 2y = f (u-1) du dg’ variable con la expre-
NN N ‘/" 3 sién subradical.
| ul- 9y + | | Reordenando la funcién
= — f du = — [@?-2u" +u"?) du aintegrar, de manera que
3 u'”? 3 se pueda pasar a la nueva
sn n variable u.
=-l—(-u———-— u + +c_—-—J_ 4‘/—_+_ﬁ+c ’ i
'i 3 52 3/2 |/2 Desarrollando. integran-
do y retornando a la va-
= IZ Hexy - 4 «F«Lx 3 \/l +x}+c riable original.

f——-dx , ‘
f———-dx

Integrando por el Método de
Sustitucion

Si: z=yx = dz=

]
-~

——'- dx £l Cambio de variable es con
2yx el exponertte.
f‘ezzdz=2fe’dz=2e’+c=2e‘/;~»c

dx

b) f}%rctanx

x4+ Resolviendo por Sustitucion.

f Arctan x dx =7 Si* z = Arctenx = dz = dx £l Cambio de variable es con el
xi+ x4} denominador.
= fz dz = 5— = L Arctan?x + ¢ '
2 2
9] f X ax '
x4+ Resolviendo por Sustitucion.
f X dx =1 Si: z=x? = dz =2xdx £l Cambio de variable luego
x4+l permite el uso de la Farmula
= f 922 ! pctanz ec = L Arctan(x?) + ¢ de Arctan x
Zz + | 2 2
d) fx'Lnx dx ,
St u = lnx dv = x dx Resolviendo Por Par-
T h tes
fx’Lnxdx:f[Lnx][x’ dx] du =t _xt . o
u * x v = ? Conviene previamen-
f udv = uv - f v du te cambiar el orden
. de factores.
8 x% 1 Reemplazando las partes.
fx’Lnxdx=Lnxf—-[—-—dX o . _
8 8 x Simplificando y terminando de integrar.
s ' s 8
x I ; x I
z — [nx - — x'dx = =— lnx ~ — = + ¢
8 8 f 8 8 8
[ 8
=X lnx - . ¢
8 64

vl
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a238] Aplicando el Método de Integracion correspondiente integrar:

3) f Arcsen x dx ~
dx Aplicando Por Partes

u = Arcsenx dv =
| ,

f[/qfcsen x} ldx] =7 du = dx ;v =x Usando luego el Método de Sus-
y1-x? titucién, para la integral restante.
fudu=uu—fudu Tomando: z = | + x* puede
| terminar de resolverse la Integral.

fArcsenx dx = Arcsenx x - fx dx ’ .

b -x?
= x Arcsenx + I -x? + ¢
b) fSec "x dx
fS . , U = Sec™x ' dv = Seclx dx  Debe deducirse una
ec" " x Sec® x dx <3 : formula de Recu-
du = (n-2)Sec”"x Secx Tanx dx v = Tanx rencia. ya que es
fudu=uu—fvdu T B grado n.

| = fSec"x dx = Sec"*x Tanx - fTanx (n - 2)Sec"™ x Sec x Tanx dx Reorfienando la po-
tencia e Integrando

| = Sec"*x Tanx - (n - Z)f(Seczx - 1)Sec™?x dx Por Partes.

. tlamando | a la Inte-
| = Sec"?x Tanx - (n - 2)f5ec"x dx + (n -z)fSec" 2x dx gral original.
| =Sec"?x Tanx - (n-2)1 + (n- 2)fSec""x dx Ordenando y despe-

jando la Integral |.

-—
|

Sec"?x Tanx "n-2 .
= + fSec" 2y dx
n-i n-1

o) f dx ‘
x2+4x+5 ’ fraccién Racional, como primer paso se
dx dx debe probar de factodrizar el denomina-
f Z = f dor
x1+4x+$ x+ )x+) )
dx Al verificar que no es posible fa facto-
= f_______ rizacién. se deberd aplicar el Método
(x+2)2 +1? de Expresiones Cuadriaticas. Para ello
| x+2 se completa cuadrados en el denomi-
= n Arctan + ¢ = Arctan(x +2) + ¢ pador.
d) f dx
2 + +
X 4x+3 Fraccion Racional, probando
f dx . f dx defactorizar el denominador
xPedx+3 (x+1)x+3) La factorizacién es posible

_ { In x+lo | Lnlx +1 | - por tanto debe aplicarse el
C - (-3) x ,,3| ¢ Py x +3 Método de fracciones Par-
ciales. (Ver P-8-31-b)
- | __ax ‘
(x+2)?-12

Note que si se habria completado cuadrados en e! denominador se obtendria una diferencia de cuadrados.

donde no es aplicable el Método de las Expresicnes cuadréticas

i cried, 5ok
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82391 Aplicando el correspondiente Método de Integracidn, calcular:
a) Cos x

[Senzx +6Senx + 34

dx

u =Senx = du = Cosx dx
f Cos x dx _ du
Senix + 6Senx + 34 fuz

b) fmdx

Previamente aplicando el Mé-
todo de Sustitucién

Se obtiene una fraccion racio-
nal de variable u. se aplica
luego el Método de Expresio-
nes cuadraticas.

No se usa el Método de Frac-
ciones Parciales porque no es
posible Ia factorizacion.

Completando cuadrados. inte-
grando y retornando a la va-
riable original

f al-xTdx =1 Si: x =aSn8 = dx =a Cos8 d8
=f\/az~(a SenB)? a Cos8 db =f\laz(l-Sen28)aCose de
- [(a Cos®)a CosB d® = a® [Cos™® db = a f'—li"s-z-@ a6
. 2
= -;-a’(e + Senze) re = -li- a’(8 + Sen® CosB) + ¢
. : Se usa el Método de Sustitucién Trigonomé-
. - a
Si: x =a Sen B . trica.
x
= Sen@ == N8 Lue : :
go del Cambio de variable se conforma el
a Na®.x* Tridngulo para retornar a la variable original.
| | x x ya?-x? | al X x 2
f al-xldx = —a?(Aresen= + S X" )+ = —~Arcsen= + = \Jal-x?+ ¢
2 a a a 2 a 2
) f dx
(e 1)(x + Jx?+ ) Resolviendo por una Sus-
d titucién Trigonométrica.
f X =? Sii x=Tan 6 = dx = Sec’® Por la forma del radical se
X2+ )x+yxi+) emplea la Tan x
| Sec?9 db Llevando a Sen. Cos Luego
- aplicando una Férmula del
(Tan® + 1)(Tan 8 +yTan @ + 1) Método de Cuadriticas.
- ,{ Sec’8 df - f d8 Por 1a Sustitucién.
2 +
Sec”8(Tan® +Sec8) Tan® » Sec@ Si: x=Tan8 = TanB = X
Cos © :

=f—-——-d9 =LniSenB + 1| + ¢
Sen® + |

dx - In| X

f(x’*l)(xw/xzol) Yxi+1

#][#C

N2+ 12

)
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=301 Aplicando el correspondiente Método de integracion, calcular:

f\/e “+ | dx Seintegra por el Me

todo de Sustitucién
f e*+ 1 dx =17 Sii z2=e*+1 = 2zdz=¢e"dx = (z"-1)dx SeusaelP-8-3I-b

f\/— 27 dz _ 2f 2% dz _ Zf Dividiendo y usan-

It

do directamente

2t - z? " una Férmula dedu-
(‘—— cida en el método
=2(z+ ! Lnlz_||) +¢ =2 +1 + lnj—m —— | - l de Fracciones Par-
b=(=N Tzl e +]+| ciales.
b) 45+ | J
[375
x x x -X
f4+ldx=f2+ - [@r - 2 oL .2 4
2+ | 2+ | 25+ 1 ln2 27 2%+
X -X X _9X
RO S VR SRV 272
ln2 | +27" ln2 -tn2d .2
X
=-—Z——-x———2—LnIl+2"‘l +c
ln2 ln2

Previamente se divide la Fraccién. Para integrar la fraccion se multiplica y divide por 2*

c) x?dx ;
(x Cos x - Sen x)? ' ‘ - Para resolver se multiplica y divi-
2 de por: Sen x
x ¢ dx xSen x dx

f (x Cos x - Sen x)? f Senx x Cos x - Sen x)? Luego se integra Por Partes

Porla complejidad del cilculo de:

w= X o gy = Senx-xCosx . v, seresuelve separadamente por
Sen x Senix el Método de Sustitucién.
Vs [du = x Sen x dx ~Sit Zz = xCosx -Senx Luego de reemplazar en la For-
= f v = j’ % Cosx - Sen " = dz = -x Senx dx mula de Por Partes se simplifica.
_ -1
= _gz—fz-zdz=-.z_—=l=—-—-————l
z? -1z xCosx - Senx
[ x?dx . X [ ) I Senx - xCosx
(x Cosx - Senx)? Senx xCosx - Senx fxCosx-Senx Sen?x
= al + szc’x dx
(Sen x) (x Cos x - Sen x)
be xSenx + Cosx
= -Cotx + ¢ = ————— +¢
(Sen x) (x Cos x - Senx) xCos x - Senx

d St . .
) f e’ " dx Se usa la siguiente Propiedad de las Funciones Exponen-

ciales:
feSLnx dx = f eLn(x’) dx i ol iy

Luego de crdenar el exponente, para aplicar 1a propiedad.

- N dx = X - ‘ o .
= [ &) dx = s ¢ la integracién es inmediata.
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Si: [x) es una funcién Continua en el Intervalo: a <X
comprendsdos entre: a ko <k < k2 < =

i

b, este Intervalo se divide en: n subintervalos

<
b

La Longitud de cada Subintervalo serd: Ax = k, - k

Dentro de cada Subintervalo se toma: x; (x,. x,. ..). No necesariamente en forma simétrica, Lo anterior se
muestra en la grifica:

A S T SN N S NN SR I
1 A AR - AN A
a= (o] kl kz k3 A |

Conformando la Suma: n
Sn = f(x,)A|x + [(xz)AZX + ... f(x") " = Z:I [(x,) Ax

Existen n Subintervalos, por tanto se tienen n Términos, 3 medida que aumenta n dlsmmuye fa Longitud Ax

de cada Subintervalo. En el Limite:
0
= It'l f;'
I

it T
Asi se obtiene la Integral Definida de: fm entre los Extremos desde: a hasta: b

¥

TEOREMAS

Si f(x) . &y SON Funciones Continuas, entonces se cumplen los Teoremas:

T8-6) f f dx = !.os extremos dg la integral Definida son
*) iguales, determinan un resultado de cero
b b -
T8-7) fa ¢ fm dx = ¢ fa f(x) dx Una constante puede salir de {a Integral
b _ a Al cambiar el orden de los extremos
T78-8 dx = - dx ’
) [, fen .{b fun cambia el signo de la Integral.
_ b _ b b LaIntegral de una sumaesla sumadelas
18-9) fa [f(x) * g(x)] dx = fa f(:f) dx + fa ) dx integrales

b ¢ b e Division del intervalo de integracién.
T8-10) fa fmdx 2 fa [mdx«»f: [(x)dx cSita<cec<b graci

T8-11) fb f(x) dx = (b -a) /(xo) Sit a s x, < b Teorema del Vaior Medio.
a

d
T8-12) F, = f f 6 = —Fy = fy
¢ Teorema Fundamental del Calculo o

® =F -F s F! Regla de Barrow.

b -
T8-13) fa /(x) dx = Fm (b) (@ n /(x)

Usando la definicién de Ia Integral Definida, como Limite de una sumatoria. se demuestran las anteriores

Propiedades. como se realizari en P-8-40. P-8-41 dende se suponen implicitas las condiciones de existencia-
de los Limites.

£n cuanto a las condiciones que se deben cumplir. para que se pue<a integrar en forma Definida a una Funcion
se tiene el Teorema que expresa: “UUna funcion es Intzgrable en: a s x <b. si es Continua en ese intervalo”
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Ej 8-32 Por la definicion respectiva, se calcula la siguiente Integral Definida:

f’ 6x dx La Integral es Definiéz, donde se tiene: [(x) =6x.a=1:
b=5
[ 1w dx = Lim I 8% Usandola definicibn e la Integral Definida,
nN-s z| t
1 x x, x s Bl Intervalo
o—-L 3 1 — s &  entre a; b se
X X .

a=kg 4 \ ) 7\ ﬁg /k\ Apx /b —k lelqe en n
ko 3 n  subintervalos,

Se toman idénticos Ax

Ax=Bx=.. =hx.=BOx=A ; Ox=28
n
X, =a+—Ax x1=a+-1Ax X, = +2(~|Ax
2 2 ' 2
Y fix) Ax = 2 6x, Ax = Z 6(a + Ax)Ax
ist it i=l
=) [64x(a -7Ax) + 6AK 1)
isl
= --;-Ax)z |+ 648 Y i
e i) '
n(n+1)

6Ax(a - %Ax)n . 6 A%

2 .
=6b (__l_b a)n+6(b al? nn+1)
n 2 n 2
fséx dx = Llim ¥ fix) Ax
i N-= ja)
- - -q? -
=L{m6b a(a_lb a)n+6(b a) n(n-1)
n-= n 2 n n 2
bz _'2
6( )-6( ) =72

de longitud Ax

Se elige el punto de x, exacta-
mente a la mitad de cada subin-
tervalo. ’

Se calculan los valores de x|
Se conforma la sumatoria

Ordenando la Sumatoria en tér-
minos de: i (Variable de la suma-
toria)

Se usan los resultados de las su-
matorias para cada caso (Apén-
dice A)

Reemplazando Ax por su expre-

sién inicial.

Integral dada por definicion

Reemplazando el valor de la Su-
matoria y el de Ax

Resultado final, para comprobar
ver Ej-8-34

T8-6 | Si:b=a = A =0, Portanto la
f f(x) dx = 0 f f(x) dx = Lim E fix) Bx Sumatoria y la Integral son 0
a N~ s )
T8-7 fb ]'(X) dx = - f‘-‘ f(X) dx Si: A = K kll = -A= k,, i .
2 ’ Tomando asi los Intervales: Y f(x)[- Ax] -y flx)bx
78-8 fb ¢ fix) dx = ¢ fb f(x) dx Por Propiedad de Sumatarias:
¢ ¢ Y cfx)Ax =c Y fix)Ax

18-9 fb[/+g]dx=fnbfdx+fbgdx

Al definirse {a Integral Definida como el Limite de ura Sumatoria. las >ropiedades de Sumatorias y Limites.

determinan a su vez Propiedades de las Integrales.

YU +gldx=) fAx+Y zbx

Ceemme et
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242 | Demostrar los siguientes Teoremas de las integrales Definidas:

T8-10 f” fdx = fc fdx + fb f dx Un punto que subdivide el Intervalo es: ¢
a a * ¢

a<c<b .
n ¢ n La Propiedad de Limites y las Sumatorias
Lm 3 fAx = Lm Y fAx+LimY [Ax permite la Propiedad de las Integrales.
Nn-ow j=x1 X== ja} X== jac
T8-11 b = (b - Si M. m son el Maximo y Minimo Absolutos de f(x) en el
fa fe dx = (b -a)ftx) . Intervalo: a < x sb. Operando algebraicamente:
asx sb m<f <M

(x)
mA‘x<f(x)A'x<MA‘x

Hmm<ﬁ%w<ﬁMw'

mb-a) < fb/m dx < M(b-a)

i

m <

| b
b-C{ fa fm dx <M

| b, .
[(XJ = __b — fa /(!) dx

T8-12

} d .
Fu = fu fog dx = = fw = fu

u Teorema del Valor Medio de las integrales.

. A partir de F(u) se determina Fu + Au)
ueldu u
Fuony = Fuy = f fg dx = fa [y dx

a Se efectia la diferencia, ordenando los extremos. por

. Au Propiedades ya demostradas.
- f"fm dx+f" 8 f, dx

a Por el Teorema: T8-6 donde:

. u<u,<u+du
- fu Au f(x)dx =f AU °
u

(v)
Fu-aw = T
A f(u., Aplicando luego la definicion de la Derivada.
u
F -F
- 4. Lim L8 W@ oy g = fw
du. au-0 Au Au-0 )

. . X ! -
Si: f = fa fgdx = F', = fa

T8-13 b = -
8 fa [ @x = Fy = Fy

Teorema Fundamental del Cilculo Integral.
fx /m dx=F, +C Por el Teorema T8-12
a Tomando: x = a (En el Extremo superior)

faf(,) dx=0=Ff,+C = C-=- Fa Tomando: x = b
-

fb[(x) dx = Fyy o C = Fy = F,
a

(e}

Se aprecia que las demostraciones se basan en los Teoremas y Propiedades corccidas de las sumator:as
y de los Limites.
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TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL O REGLA DE BARROW

Como consecuencia de los anteriores Teoremas de las Integrales Definidas, se obtiene Ia llamada Regla de Barrow

que dice:

MI

>

o <y
£
koY
1l

HIH _‘i
Hb- I IT

2]

il

‘M

dei:
|

Vv
he o

I

|

La Regla de Barrow indica que una Integral Definida se puede calcular, mediante procedimientos de las Integrales

Indefinidas. para luego reemplazar en el resultado los Extremos (Prevuamente el Superior despues el Inferior).
Luego se restan entre si tales reemplazos. . :

Ej 8-33 f4 x? dx

3
f4x2dx=§—|A
! 3!
L L
(3) (3)
_EJM feéxdx
i 25
f°6xdx=65— = 3x?
i 2‘
= 3(5)? - 3(1)" =

Integral Definida, donde la Funcién es

Extremo Superior es:

a=|I.

b

= 4
Se integra la Funcién por Reglas conocidas.

) L2
: [Y) =x7 £l
el Inferior es:

vistas anteriormente en fas Integrales Indefinidas.

Reemplazando en el Resultado los Extremos (Primero el

8-32

Caleular las siguientes Integrales Definidas.

'f! (x* - 1)dx
0

; x$ [
f (x* - Ndx = (= -x)
0 5

b) f‘(e"—x)dx
o

f'(e"-x) dx =
o}

<) f " Cos x dx

0
n2

Cos x dx =

0
d) f‘(Zx-I)s dx
3

f‘(2x— 1) dx
b}

f‘(zx-u)‘dx
l

s
E-n-&-0- 22

n n
(Sen x)[ = (Sen 3) -en0)=1-0
7 Si =2x-1 = du=2dx
6
fﬁiﬂ:“_
2 12
(2x-|)°“ _(24-1) _ 23-1)°
12| 12 12
7 sdu . - _ X =z 3=
fsu 5 Siu o= 2x - X -4
67 L] L]
.u_. =_7_.-.S_=8502
64 6 6

-
nn

63 51 Superior luego el Inferior). El Resultado final es una
EN constante. ‘
Integral Definida, que se calculd en el Ej 8-33 usando Ia
s definicion como Limite de una Sumatoria.

integrando por Reglas conocidas, reemplazando Extremos.
Resultado final, idéntico al obtenido antenormente en el E]

Se aplica el Teorema Fundamen-
tal. O Regla de Barrow.

~ W

3

Integrando por Reglas cono-
cidas

integrando por Reglas
conocidas.

Para integrar se usa el
Método de Sustitucién.

- Retornando a variable

original, se reemplazan
sus Extremcs.

Otro modo es cambiar
los Extremcs de integra-
cién, de acverdo 3l Cam-
bio de variable.

Reemplazandoesos nue-
vos extremas para la va-
riable u.
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Calcular las siguientes Integrales Inmediatas:

fé(xs + 5%+ Sx + S)dx

| - x*

dx

P+ x?2

c) f
6x°

e)
[x-'dx

g) f‘/-‘;;dx

féO(s‘/;+L+3+5)dx
x> x

Pt

f)
f (e* 3% dx

h) fx“'"”" dx

L]

5

R

S%=

-

x®+6-5%LnS + 15x% +30x
5
50 {x® - 1574 + 300Ln x + 6x7

3
9x +3x? 2\[;+3\/;

‘ ‘ x’ X

2+ 3xtebx +blnjx-1] ;= 3
n3 +1

Aplicando el Método de Sustitucion, calcular las siguientes Integrales:
b) fx‘(l + x%)Bdx

3) f(x -5V dx

f 10x dx
\/3 + 5x?

f e*™*Cos x dx

fxe’_l" dx
_ fC?s‘,/;c dx
i) \/;
k) e x| dx
f e* -1
m) 4x°
f - dx
o) dx

dx

‘[|+\[x—+—l

d) al

3 +x?

fﬂdx

6Sen x
f 5 -2Cosx

J) e &

| =

Jeret

dx

f Tanx Ln(Cosx) dx

")f Sen x
I + Cos’x

dx

f dx
‘[{+—-\/x——T

Aplicando el Método de Integracion de Por Partes, calcular:

3) [ xCosx d
3 [ xe dx

e) [ xsenx ox
) [ xArctanx d

f Cos ™x dx

fo’e'l dx

b) anxx7 dx
foec’x dx
) fx‘e’dx

h) fe"CosBx dx
) fx”‘Senx dx

f xte*Senx dx

-x?Cosx + 2xSenx + 2Cosx :

2

x
—;Arctan X -

-x "Cos

e (x? - 1)

! 5\9
—(x-5%; —(l +x
5 45( )
2y3 +5x7 {3 +x?
2
, esmx : Ln*x )
2
l : 3Ln|S - 2Cosx|
2
2 e X x R
25enyx ARV G
z .
x+2lnjl -7 ; -M
2
Arctanx* ; -Arctan(Cos x)

2yx+1 =2Llnlyx+ 1 + 1] ;

(X + I)J/Z "‘(X - I)Jn

3
|
xSen x + Cos x %x‘Lnx———xa
Xew. Lon x Tan x + Ln|Cos x|
S 25

e*(x>-3x2+6x-6)
x- Arctanx _ e¥(3Sen3x + 2 Cos 3x)

13

Cos™ 'x Sen x . m
m
x +mx™ 'Senx —m(m-l)fx""zSenxdx

.
Cos™ xd
m[os x dx

-‘z-e'[(x2 - Senx - (x - 1)2Cos x]
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Aplicando el Métado de Expresiones Cuadraticas, integrar:

3 4 . 9 _
2) f 4x° dx b) f 9x® dx In[x +'|l o Lnjx” -t
. xd +‘ x9 ~ ‘ | v t l
—Lnjx®+ 1] ; —ln/x? +6x + 1|
Q) f x*® dx d) f (x +3)dx 6 2
[ 2 ,
Xt X+ bx | lArctan X : —Z—Arctan—i-
e) f dx ) f 7 dx 3 5 3ﬁ ‘/g
2, <2 24 + -
XT3 XT3 —I—Arctcmx 2 -l—Arctan-’-(—j
dx dx 4 5

g -
fx2+4x+20

x dx

) —_
| fx2+6x+58
2% dx

9 f|+4’,

h) ——
fx2—6x+34

(Sx2 + 12x + 26)dx

x+3

—l—L'nlx2 +6x + 58 - -;—Arctan

) f
Cos x dx

y g Losxdx
f|+Sen2x

x?+6x+34

Sx - 9ln|x? + 6x + 34| - |8Arc!an%—3—

i
—— Arctan(2¥) ; Arctan(Sen x
3 (29 (Sen x)

Aplicando el Método de las Integrales Trigonométricas. calcular:

a) fSen°x Cos x dx
<) f Sen >x Cos *x dx

e) f Sen *x Cosx dx

g) f Sen 3x Cos Sx dx

i) fCosx Cos*2x dx
k) fTanx Sec Ix dx

m) fCot"x dx

0) fTan’x dx p) fSec’x dx Tan%x
2

b) f Sen *x Cos’x dx
d) f Sen’x Cos’x dx
f) f Cos*x dx

’h) f Sen-;i Cos-ii dx

J) Serl BX
f Cos “Px

dx

) f Tan ¥x Sec*x dx

n) fSecx Csc *x dx

+Ln|Cos x| :

Sen'x  Sen®x Sen’x

7T s 7
Cos’x Cos®x - Sen®x Sen’x

5 3.0 6 8
x Sen’2x _ Sen 4x 3x , Sen2x  Sendx

16 48 64 8 4 32
Cos 2x Cos 8x 3 x Cosx

- : =Cos— -
4 16 2 3 2
Senx Sen3x _ Sen 5x - 3 Cos ~ 1Py + E-Cos sn,
2 12 20 . 5

Tan’x  Tan’x Tan’x

2 s 3
- CO;SX + Cot*x -Cotx ~x : Ln|Tanx| - Csc'x

Sec’xTanx 3SecxTanx 3 Ln|Secx + Tanx]

Por el Método de Sustitucidn Trigonométrica, integrar:

3) f dx
x2\/22 - x?

Q) j. dx
x1¢22~x:
e) f\/;—__[ »
X
g , dx
j\/4x-x:

b) x* dx
ot
d
) fxz-azdx
f x? dx
T3
yx‘-a
h) 54 dx

f(x1¢4x+|3)’

a‘yal-x
4x 3
28+ x? X a? xe+yxi-g!?
- —yx*-a?-—ln| |
4x 2 2
f 3 x +yxi-a?
x-1 - Arccos— ; —vxz‘a2 * b ——
a
x-2 X X+ 6
Arcsen Arctan 3x 6
: xts4x - 13
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Aplicando el Método de las Fracciones Parciales, integrar:

) [_9"_'_2_ dx b) [ (5x * 2)dx Lnj(x - 1)%(x =4)} : Ln](x +2)? (x - 2)°|
x?-5x+4 x1-4 -4 ~ Ay )14
x+!.n§——(x zl) | Lnl(x ) & 23) |
2 2 X = (x +2)
C) f 2 _x3 2 dx d) f 3 (+x +22)dx 6 (X - |)4(X - 4)5 3
X X + x> +4x° +x - Ln|-———3—7-—| : —.x_+Ln|x- 1
¢) (2x2 + 41x - 91)dx 0 (x? +3x - 3)dx (x | )
fx’ -2x2-lix+ 12 f x> -x? Ln|x?(x+1)’| + - Ln|(x-4)’| + Arctanx
. X+
2 2 s
g) (5x° + 6x + 2)dx h (3x* +x - 1)dx |x + 3] x+2
f RPN ) f S atiia o rg In————- - 2Arctan
* [x‘+4x+8| 3
’ b
— - L
i) f (4x? + 7x + 30)dx i) f(2x2+3x+8)dx ZAFCtanz + 2 In|x|
+ 2, + 3. +
(x +3)(x*? +4x + 8) x>+ 4x o 26x +3Flrctanx+%Ln((x’+l)(x—l)‘]
; 2(x“+1
K f(3x4+5x’-2x+2)dx ) f (x? + 10)dx ("+1) 19, x 1 x
(x2+ 1) (x-1) x4+ 18x2 + 8l 54 - 18 x2 43
m) . (3x? +x+3)dx n) , x*dx _
f P 2 f . 3Arctanx-fl——: x+an|x '|--I-Arctanx
x"+2x"+ | X' - 202 +1) 4 x+|
! 2, +
o f Xt + 1 dx ;IArctanx+ ! tn|% f3x ||+-l-,zlrctan

4ﬁ x’—ﬁx+| ,67 I -x?

; 8-8 ) Aplicando el Método de las Racionales Trigonométricas, integrar:

) % b proidmx . L nj(TanZ + 3M(Tan% - 3
f2+3C'osx f2+C’osx * ﬁ |(Tan2+\/—)(a 2 \/—)‘
4 | x
dx dx Ln|2 + Cos x| + — Arctan(— Tan—)
c) d)
fZ—Senx f4C‘osx+3Senx+5 2 oy \/_\/3 ﬁx 2
— Arctan{(2Tan= - 1)/y3] . -2/(Tan— +3)
) f I +Cotx dx ) f dx \/3‘ 2 2
I -Cotx 3 -2S8enx +Cosx

‘ X
[n|Senx -Cos x| . Arctan(Tan;- - 1)
Por la Sustitucién Inversa y otras Sustituciones, integrar:

3) f : dx Arcsen(ﬂ) . Arcsen(Z= 2

by &
y8x - x? f\/l-4x-x2 4 ‘ ﬁ
9) f_.__d’f.__._ d) f (x - 3)dx —Arcsen(x*‘i):‘lxz-exn
xe’-Zx—l

vxz -6x+ | ﬁk
f dx f x3 dx Lnll#4x*\/x2+8x+i ) 8 + 4x% +3x* \/’I——x—i
e) s— N B : R B
x\/x2+8x*l y/l—xz X '3
Aplicando el Método de las Integrales Binomias. calcular:

a) f dx b) dx '-I . 4. :-(2 -x’)m
- 2
Jx (- e ey ke ke 4

0 d) b 2 -x

3
dx Pex? M yEex?| Y]
e e R

)

W SRS T

|
|




]

fx’fl +x 4 dx
 dx

<) fx ‘X‘/;’_
7N

dx

e’ dx
82x+4e1_5

Vo

k) [nx -1 dX
f Ln%x

Arcsen x

m)f - dx

X

X +Senx

f I + Cos x dx

A
f | + Senx + Cosx

dx

[__5‘!2‘__ ,
xy1+x’

f e (x>~ 2x 1+ 5)dx

5) e —
f (x—l)\/ﬁx—xLS

d)

h)

)

Aplicando alguno de los Métodos de Integracién, czicular:

(+x% (1 +x¥

Lnl \/2+3x - \/‘I

dx
fx\,/z_:—B—x
fdx

X"XZ

fx2-5x+9[
x1-5x+6

fe)‘/;dx
fehcmxdx

[5

fSen‘/; dx i

dx
fl*Tan_x

dx
fl*Cos’x

f dx
(x+2),/x’ + 2x

dx
fx2(2 *xJ)Sﬂ

1

Arctan —,}x(l-x x+3Ln|x ;l
\J X -

10 6

‘/_

ﬂ+f

x+\/x - -,erccos—l- ;- -Arctanx

X

3

J'("3 -x+ 23" 13, 3ef(f— 2%+ 2)

132

- A/csenx
, —I-Lnle ' ¢ «l -x3
6 e +5
~x ' -@Qlnx+1)
/‘ lnx B 4x2
| -x?  Arcsenx ’
| - . 2(Senyx - xCos /%)
x
«Tan X - x + Ln|Sen x + Cos x|
2 2
Ln]1 +Tan—| —l—Arctan( anx)
| g
N R
2\x-1I x+2
-(4 + 3x)

JUVERTY:
anl(\/l X I)|
3 x3
,ananx—,/ZTanx+ll+

x

" 8x(2 -+ x )P

o
-'—_Arctan—l-ﬂi

- —-'..-.—sw;nt-!-\

w) f\ﬁ'mdx 2y2 Tanx+m+l V2 l-Tanx_

Usando la definicién de la Integral Definida. calcular
a) f|3‘8x dx b) fo’ 6x? dx 32250

Aplicando el Teorema fundamental del Cilculo (Reg'a de Barrow) integrar:

3) fo’ 9x> dx b f: (6x + 3)ex -
3] L’ (6x1- 2x + 1)dx d) fom Tanx & 46 Ln2
2) fo' x e* dx ) foz _(;L*_l_ix_ ‘ L”%

x*+3x-2

2) jol I -x? dx hj [" xilnx = 23”3- l 2839’ l

7292 - -

NP R X X R RYRVRY RNV RERVEE RS RVES R R RV R R R A A0 A A



RS ST

S\ R

s imandnm

HONES| DE/INDERINIDAS

Una aplicacion bésica de las Integrales Indefinidas, se presenta en las Ecuaciones Diferenciales, que poseen la
siguiente forma general: dy

dx

papag-
XX
——at

£=

=g = y=Fy+e

Donde: F(x) es la Integral Indefinida o Funcién Primitiva de /x) . € es una constante que.se puede calcular,
usando las condiciones iniciales dadas. La Ecuacién Diferencial es de Primer Orden. Primer Grado.

Ej9-1 dy

- bx? Donde: x = | -6 Ecuacién Diferencial. con una condicién dada
dx X onde. x =1 =y = (Expresada por x = | entonces: y = 6)
dy = 6x2dx = fdy = f 6x? dx Despejando el Diferencial dy e integrando

ambos miembros de la igualdad.

_ 3 . =9.13 = .
y=22x"+C 1 6=21"+C = C=4 El resultado contiene a una constante C. para
y =2x> + 4 - calcularla se remplaza la condicién dada.

Las Ecuaciones Diferenciales pueden presentarse como modelos matematicos de situaciones particulares de:
Geometria. Fisica, Economia, etc.

Ej 9-2 Se busca la Ecuacién de una curva, de pendiente: m = 6x? ; si tal curva pasa por el punto (1.6)

&

p =6x? =m La Interpretacion geométrica de una Derivada, expresa de que ésta es igual a
x , una pendiente.

y=u+C Resolviendo la Ecuacién Diferencial (Ver Ej 9-1) ; se obtiene la Ecuacién de la

y = 2x> + 4 curva requerida.

Usando los conceptos de Integral Indefinida. resolver los Problemas:

a) Lapendiente de unacurvaes:m = (-x/\/a2 - x?) pasa por el punto: (a.0)

A S - dy = — > dx Por concepto de pendiente que es igual
dx al -x? a? - x? a la Derivada. Luego despejando el Dife-
rencial: dy

-x
[dy ) f T3 dx Integrando ambos miembros -
\/a -x
Reemplazando la condicién dada. para

2 2 2
0=yal-a?+C = C=0 = y=yal-x calcular la constante C.

b) Un Mdvil tiene aceleracién: a, =8t Hallar su Velocidad si: v, = 3

(0}
_du
Qg = =

dt
[du=f8tdt = vy =4+C . y_ =3

G} (o)

=8l = dv=28tdt La Aceleracion se define como la Derivada

de la Velocidad. despejando e integrando.

Reemplazando la condicién dada. Solucién
= 3:240+C = C=3 = v_=4t1+3 completa de ia expresion de Velocidad.

0] ——2
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X2CALCU O DE AREAS ROR INTEGRAGION

Las Integrales Definidas se usan para calcular el Area que se encuentra debajo de la curva de: f, : PO encima
del Eje de abscisas, limitada lateralmente por los valores de: x = a ; x = b (Tal como se muestra en |a gréfica)

Dividiendo el Intervalo: a < x < b, en 4 Subinter- f ‘S) e /
valos (De Longitud Ax) &
Tomando: x,. x,. X,. X, en los extremos infe- ‘ . f i)

riores de cada Intervalo. f L ) 5
3 ‘ o) |

En la Funcién f(, se determinan: * \\
fenr ferr fiany: f(xu' fusy + fg > 0 fu3)l.
Conformando 4 rectingulos. cada uno de base f2) ' 7\
Ax. alt ’ N

x b N

El Area de cada rectangulo serd el producto de su \
base por su altura, /

A\\ %

La suma de las Areas de los 4 rectingulos, es

zglro?lmadamente igual al Area debajo de la curva Ax e ar BAax
) .

S, = fx)Bx + fO)Bx + flx) Ayx + [(x)Bx = Y fx) bx = A

Similarmente puede conformarse otra Suma para mds rectdngulos (n Rectangulos)
n
S, =Y fx)bx=A Ax=9-n—°-
il

Al tomar mis rectdngulos, el Intervalo: a < x s b ; se dividird en més Subintervalos. los que a su vez disminuiran
en longitud. La mayor cantidad de rectdngulos da un célculo mis correcto del Area debajo de la curva. En el
Limite cuando n tienda a infinito se tendrd el Area exacta (Cada Subintervalo tenderd a longitud cero).

Lim i fix) bx = A

El Limite anterior es a su vez la definicién de fa Integral Definida, por tanto: "

(o

Interpretando geométricamente a una Integral Definida, se puede concluir. que esta representa al Area encerrada
por la curva de [m : por el Eje de abscisas y lateralmente limitada por los Extremos: a, b

Anteriormente se tomd a x, como el Extremo Inferior de cada Subintervalo, se puede tomarlo en cualquier otra
posicién, siempre dentro de un Subintervalo, de todas maneras se llegaré a las mismas conclusiones.

Ej 9-3 Secalculael Area encerrada por la curva de la Funcién, dentro del Intervalo indicado:

- vl .
fo=x"+1: L sxs3

\

A:fbf(x)dx=fl(x2+l)dx

x] 3] lJ
(= +Xx)| = (=—+3) - (—~+1
om0 =)
32 .
= 5 (Unidades Cuadradas)
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g%l En los Intervalos indicados. calcular las Areas de:

2) [y, = 4x -x2 . 1t sxs4 4 Y ..... . ‘
R 4 Por defini- ........ e AN
f /(x) dx -f (4x -x%dx = (4 — - =) cion de : | N
2 3 1 Area
4 4 2o 9
=d=-—=)-4—-—) ==
2 3 2 3 2
b) /(x)=e" s 0sxs?2
’ Se calcula laintegral,
b 2
A = fo g dx = fo efdx = e’ [ entre los extremos

indicados por e Intervalo.

£l Area estd comprendido entre la curva de la Funcién. sobre el
eje X, lateralmente se limita por el Intervalo sobre el eje X.

i

) /(x)=Senx . 0sxsnf2

i‘ A = fb [(x) dx = ["n Senx dx = (-Cosx) [ﬂ
9 a Q

=(-Cos%)-(—CosO)=l DR N

d) x?+y? = R? (Areade un Circulo de Radio R)

Despejando: f,, =y = yRZ -x?

Tomando en cuenta la simetria de la figura, bastaré calcular el
Area del 1 Cuadrante, para luego multiplicar por 4

1 R
A = fb/(x) dx = ‘3fR\/R’—x2 dx = 4[5\/R’-x2 * -&-Arcseni]L X
a 0 2 2 R
I 7 p2. | p2 R ! P ILIPY 0
= 4/(=RyR* -R* + =R*Arcsen—=) ~ (—~0yR* - 0" + —0° Arcsen —)
2 2 R 2 2 R

! n
= + _Rz_ - (0 + 0)] = Rz
4((0 » 2) ( )] =1

A1

e) X_z A - (Area de Elipse de Semiejes p, q) Y
p? q? ?
Despejando: [ =y = 2 fp? - x? N \
w q Por la simetria de k
fa figura. se cal- . q
A= f oy dx = 4 f B/p?-x? dx culasoloenel 1°
Cuadrante y se
multiplica por 4.

p
=4P-(—XVP - x? 4»-2—pz/flrcs.*3nx)‘0
q q

2

= 4 (2 p -p szFircsenE) - (%O\/pz -0 -+ -;—pzﬂrcseng}‘ = npq
P P
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AREA ENTRE CURVAS

£l Area encerrada entre dos curvas (Determinadas por [(x) , gm) se calcula mediante | relacion:

Uil

Ld Iy ]l g%,, X 1 :?c%

e H,

2

N
L’

>

s

I|("

1

Calculando: A,. A, de la gréfica adjunta, por IX-2
b b
7-1| = fu f(x) dx Az = fa & dx

£l Area que se desea calcular es: A (Es el Area encerrada ente las
rvas d
curvas de /(r)' gm)

A =Al - Az = fab f(x) dx - fab i dx

b
- f Uy - &) o
a

Ei9-4 Si: fm=x2-6x+|3 gy =X

Enelintervalo: 2 sxs S
b b
Ao [Pl gy dx = [TIKT-6x13) - (- Dl dx

s
3 2

= f’(x2—7x+l4)dx VLI LS

2 3 2

2

53 52 23 22 IS
sl g - (a1 g = 2
(3 o ) (3 > ) .

Hallar el Area encerrada entre las curvas (En los Intervalos indicados, o entre sus Puntos de Interseccién)
' - A

3 f, = -x?+10x-19; g, =5-x

. En el Intervalo: 4 s x < 7

A= f:[/(,)'g(,)]dx = f: [(-xzqr 10x - '9)'(5'X)]dx

3 2 7
:f’('X2*|lX"24)dX. = (--x-—-«r l[i__24x)|‘
4 3 2

73 71 43 2 3

4
2 (e == 24°7) = (- = o 11 - 24-4) = =
=3 2 -5 2 )= 3

b) [y =Xx*4:g, =x"-6x+10
y=x+4 -
y = x1-6x+10 X

u

| = y=35
6 = y=10

2

Para hallar los Puntos de Interseccidn, se resuelve el Sistema

constituido por las dos ecuaciones:

Aoz [l - gl deos [Pl d) - XF-6x e 10 dx

&

3 2

|
:(-x_‘-?_x._—éx) =_g_s_
2 6
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AREAS NEGATIVAS

Para calcular correctamente un Area, que contenga sectores negatlvos donde no se cumple necesariamente que:

[y >0 el Area debe calcularse por:

il

Esta expresion toma como positiva el Area positiva, y convierte a positiva un Area negativa (La que se encuentra

debajo del Eje de Abscisas)

E{ 9-5 f(x)=4~x2 ol sxg3
En I3 gréfica se observa que parte del Area a calcular es
negativa.

A= f" If o] dx = fl‘ 14 - x| dx

Desarrollando el Valor Absoluto, en el Intervalo de Integra-

cién, de acuerdo a si la Funcidn es positiva o negativa.
e 2 2 2 3 2

A= -xldx = -x%)d ~-(4 -x°)d
f. 14 - x*dx [|(4 x)x*r[2 (4 -x%)dx

2 3

b 3

X x
3 (4x —3—) (4x —3—-)

| 2

23

P? 3} 2} 5 7
-2 -] - 3-N) - (4 2-2 )N ={2]-f-=] =
= [(4-2 3 -(4-1 3)1 ((4 3) (4 3)1 [31 ( 3]‘

Hailar las Areas de las siguientes Funciones. en los Intervalos indicados:

a) /'m=xz—8x+lS 2sxs7

En la grafica se observa que el Area es positiva. luego nega- 6

tivay otra vez positiva, desarrollando el Valor Absoluto:

_ b - H4 2 _
A —fa Ifil dx -fz |x? -8x + 15| dx

= /'J(x2 - 8x + 15)dx + fs-(xz—8x~ 15)dx +
2 )

1,2
-8x +15)d
+f§ (x + 15)dx

3 2 P 3 2 3 2 r
(v isg] - -sXeusy| c K-8 visyl - 2
32 32 32 i
p}
" fm=‘/; . 8sxs8 SFSSOUOT SO SOUORN WOV SO SO

Si bien se tiene un Area negativa, se calcu'a solo el

Area positiva, para luego aprovechar su simetria,

duplicando lo calculado. (El Area positiva es igual al
Area negativa)

A [yl des LR G

x 473 [ 840 04/3

2! vk dx

:2(...—-) = -——‘———')"24
4/3

A "
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AREAS SOBRE EL EIE Y |

Para el adecuado célculo de Areas. en algunas casos es conveniente plantear las !ntegrales en términosde: y (La

Variable independiente seré: y)

l

Al

a

\

La justificacion de esta relacion se basa en que es posible conformar Recténgulos horizontales. para aproximar
el Area de una Region. (Originalmente en la definicién se plantearon Rectingulos verticales, para en el Limite

determinar el Area)

Ej9-6 Sir y =3 +y/4-x . 0sxs4

La Integral es dificultosa en términos de x. por ello se planteard
en términos de y.

y=3vfd-x = x =g, =-yieby-5
Osx<4 = 1syss Despejando  x,
A= (¢ dy = [(-y%+6y - S\ que se ‘constitu-
fcg(,,y L(y y - S)dy

ye en la Funcién

, s aintegrar.

32
:(—y_.+6-¥_—5y) :T

3 2

Se determinan los nuevos extremos para y. de acuerdo a los iniciales extremos de x

Mediante el adecuado planteo de las Integrales, hallar las Areas indicadas:

a) Sii y=x+1 y=v2+\/x+l

_ d =x+ | x=0= y=
A [ Uy~ gl dr ' =

y=2+fx+1  Xx=3= y=4’
A= [0-ady = [fly-1-0 -4y e ey

S[otesyady s L sy 22
3 2 L2

Se trata de Area entre curvas. su planteo se efectuara consicerando que fm ‘8
A suvez c¢.d son los valores de y en las Intersecciones entre las Funciones.

son funciones de y.

b) = 4x . 4y = x ; xy = 16 (ler Cuadrante)
Intersectando de xy = 16 L X= 2 ;
dOS en dOS |3S curvas y = 4X y = 8 d,_Y_ _. w Jeereseibennctaceacsitatiinsansqarncnana fesnarenteee
x=4y=x=8 ) y=4x=x=0 PO
xy = 1% y =2 ' x =4y y =0 6“ N

Todos los puntos estdn en el | ¥ Cuadrante. como la

dificultad en el planteo es igual tanto en términos de 4)'- AN N\ =16

y como de x, se calculard en términos de x
A= f m gm] dx

16
x

- f2(4x - Zydx + f (— - D)dx= 32 1n 2 NN NS i —
o 4 2 4 . T .
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El Volumen de Revolucién generado por: y = /m en: a s x s b ; por Rotacidn sobre ios Ejes X, Y respecti-

vamente se calculan por:

(o

A
S
b3
—

~.
1T
\d
b |
4

)

ROTACION SOBRE EL EJE X

Sity = [, en a s x s brotasobreel Eje X; Un elemento
de Volumen (Un disco) de espesor: Ax , tendrd el Volumen de
un Cilindro:

AV = ny?Ax
El Volumen total en el Limite es:

n

Voslim ¥ AV = Lm 3 ony*Ax = [ mytdx
N-w jal N-w =] a

E{9-7 Siiy =x?:0 s xs2

|

52
V = nfb yldx = nfoz(x’)zdx = n-’fs—L . 321
a

ROTACION SOBRE EL EJE Y

Siiy = /m en: a s x s b rota sobre el Eje Y; Un elemento de Volu-
men (Un disco) de espesor: Ay . tendrd el Volumen de un Cilindro:

AV = nx? Ay

El Volumen total en el Limite es:
n n
V=limY aV=Llm}) nx’dy:- fd nx?dy
4

N-w is| A== s}

Usando el Teorema de Bliss, d 3 b
V=n x‘dy = 2m dx
se obtiene la Férmula: fc Y fa Xy

m

'|9-8$i:y=4-x2;05x52
Y 2rlfbxydx=21'l[2 x(4 - x?) dx
[ Q

x? x4 ’
2nf2 (4x - xYdx = 2n(4—2--—4-) = 8n
0

3
Hallar el Volumen generado por: y = \/2—( .en: -1 < x < I rotando sobre el Eje X

3
Vo= nfb yldx = 2([m f' (Vx)? dx] Usando la for-
a 0 mula respecti-
N [ 6 va y por la si-

x
an' xPdx = 27n—| = —  metria de I3
0 53 figura:

Note que la rotacidn genera dos cuerpes.




hert Do

.gi7} Hallar los Volumenes de Revolucion, generados por las siguientes funciones:

a)  x?+y? = R? (Circunferencia sobre el £je X)

Al rotar una Circunferencia, genera una Esfera. Usando la
férmula respectiva y la simetria de la figura:

Vo= nfbyzdx = Z[HfR(\/Rz-xz)zdx]
a 0

3 |R 3
= 211[:(R2 - xYdx = 2nRx - %—)L = 4T;R

Note que rotando la Circunferencia sobre el Eje ¥, el Volumen
serd el mismo. o

b) y=\/;:y=§-:05xs450breelEjeX

Generalizando la férmula respectiva, para el caso de rotacion

de un Area entre curvas.

Cpb o2 b2 2
V'”fa y dx-nf,, (/(x)-g(x))dx

i

2

u

4 2 x3E e XC
nf (/) () Ve =1 [Hc - Z)

2

3
2 43

) (x-3)2+-y?=22:SobreelEjeY

El cuerpo que se genera es un Toroide; usando la '

formula respectiva y su simetria.

Vo= 2nfbxydx = 2[2nf’x¢z’ - (x-3) dx]

Para resolver [a Integral: z = x - 3 = dz = dx, usando
los resultados de P-8-10-e

V= 4nf2 @+3)y2t -z dz
-2

2
[4 -, 2
= 4n[-(-—3—z-)— + 3(—2-\/4 -zt . %Arcsen -;—)]‘ = 4n(6m) = 24

-3 2

d) y=1Inx : | s x s e;SobreelEjeY

Utilizando la férmula respectiva e integrando Por Partes:""""""'4"“""““;: """"" z

V=2nf°xydx=2nf'anxdx
a [}

e
XZ 2 H

2

1

Note que las Regicones de los anteriores incisos
¢). 4) no inciuyen al Ongen de Coordenadas.
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ta Longitud de curvade: y = f(x) en: a s x s b;puede calcularse por las Expresiones:
T | ' 1

) ! l

o |+ H [c?/- 1 | H | {4 (2 dy|!]|
Ik tndHHhiz

Un elemento de Longitud, en términos de: Ax, Ay es:

V e Y
)
LS
——
L
pa—
[re——

As = \(Ax)? + (Ay)? (Por Pitagoras)
La suma de estos elementos en el Limite, seré {a Longitud total de la curva.

s =
X
Similarmente pueden obtenerse otras expresiones de s ; Si la . dx.?  dy? X = X
‘ . . . . s = 2 (___) + (__) (1)
curva estd dada en Forma Paramétrica, su Longitud es: f =
t, dt dt Y =Y

Ei 9-9 longitudde:y = | +—§- x-1’:1 sxs4
s —f (') dx = fl‘ y/l « (Yx-1)? dx
=f“/§dx=-§-\/;—’r -4 (1* Forma)
|
i

3

Hallar las Longitudes de las siguientes curvas, aplicando a respectiva Forma:

a) y=%(x2*l):lsxs3

Aplicando la I Férmula

s = f° V1 + () dx = f.a mdx Integrando

luego por fa
Integral N°

= (-;iW rxl o+ %Lnlx + Il ~x’])|1 = 4.5 32delaTa-
!

bla.

b) yl=x :-lsys2

s = f ‘/; - (x)dy = le Ji - 2y)? dy Aplicando la 2."‘ For-

mula de Longitud.

. | 2 Reordenando para
22 —) +yidy integrar.
[ 2) y

2
I 20 PAISIUE SRR I FLR Y 1 =613
N TR \Jz Y

Por 13 Integral N° 32 de la Tabla.
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Las Areas de las Superficies de Revolucién, generada por: y= [(x) en: a s x < b ;Porrotacion sobre los Ejes

X. Y. respectivamente se determinan por:

m
o
a
B

THEHh
31 ]
i

Hx ) <+

' 1N
5 | L
i
ROTACION SOBRE EL EJE X
Un elemento de Superficie lateral de espesor: As
AS = 2miy As (Area lateral de Cilindro)

La suma en el Limite. determina la Superficie: S

S = Lim V‘ nyAs =f 2nyds

n-= l-l

I

Ej 9-10 Superficie de Revolucibndey = 2x + 1. Si: 1 s x 53

=2rrfsl"yds=2nf:y |+ (y)? dx

ZITfJ(Zx + 1+ () dx

2n\/§(21;- . x)‘) =20/5n
|

ROTACION SOBRE EL EJEY
Un elemento de Superficie lateral de espesor: As
AS = 2nxAs (Area lateral de Cilindro)

La suma en el Limite, deteimina la Superficie: S

n
§=LlimY 2nxAs = % mxds

A-= () 5,

Ei 9-11 Superficie de Revolucionde y = 4 - x? en: 0sxs2
=2nf"xds=2nf°x L+ (y)? dx

n

“nf xy1 +(-2x)? dx

2 n _
2n_l_(|.4x2)7 =_‘ﬂ_7__.‘_)=36_|g
12 6

El uso de cualquiera de las formas de ds es indiferente en cualquiera de las rotaciones. se lo elije con el cr:tetio de que
la integral resultante sea mds sencilla. Cambiando de ds. el anterior Prctlema podia plantearse asi:

2
) dy

5 = 2nf"* x ds = 2nfcd xyl ~(x)dy = 2nfo‘(\/4_-_y)

2y4 -y

— _ n RN
=”f4\/!7-4ydy=ﬂ((” ) )}‘=n" - D - 3613
2 -6 b 5

Este cdlculo es ligeramen-
te mds complicado al an-
terior. Sin eTtargo con
otras func:cres. 25 mu-
chomascenven.ente pro-
ceder COMC 2~ 2512 €350
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Hallar las Areas de Superficies de Revolucion siguientes:

a) LlaCircunferencia: x? +y? = R? sobreel Eje X
Al rotar la Circunferencia sobre el Eje X, determinard una Esfera, de
Radio R . Usando la correspondiente Férmula y su simetria.

S 2rrf:1yds=2nfby e ()P dx

2(2n j‘o"( RI-x} Jn + (——1—2)2 dx}

R -x

R
2(2m fR R dx] = 4m Rx L = 4TR?
. 0 - -

b) LaSemionda: y = Senx ; sobre el Eje X

.Y. .........................................
S=2nf”yds=2nfby |+ () dx 1

5 a

n 2 u = COS X
=2nf$enx I + (Cos x)* dx du = -Sem x dx

. =
) O T, Usando la formula
= 2m f, beu” (-dw) N° 32 de la Tabla

= 14.42

-2n(-L2‘- yieu?« -;- Lnju +y1 + u?))

-1
t

¢) LlaCicloide: x = a(t - Sent) . y = a{t - Cost) Sobre el tieX:0sts2m

Usando el respectivo ds en Forma Paramétrica

S = 2m "yds=2nf"y ) + (y)? dt
‘l

]

n f’"a(l - Cos t)\/(a -a Cos t)2 + (a Sen t)? dt
o]

na

n |2 a’fz"(l - Cos t)*?dt = 8na’fz"5en’-;- dt
0 0

64a’n -24|
3

n
8na2(—2- Cos*L - 2 Cos i) =
3 2 2

La Cicloide es una curva que se forma por la trayectoria de un punto fijo de una Circunferencia al rodar ésta.

d) Astroide: x = aCos®t . y = aSen’t Sobreel e X

S

I f!z y ds = 2nm j") y (x’)l ’(y')l dt
5, t

2

= 22m [o" a Sen’t(3a Cos t Sen t) dt] X
n
‘t |2 zn
- 2gma? 2 )[ - =
5 5

La Astroide es una curva que posee Cuatro vértices donde se
presentan Puntos Angulosos.
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El Centro geOmétrico de una Masa (Llamado también Centroide, Centro de Masas, Centro de Gravedad), que
ocupa un Area, es un punto en el cudl se supone concentrada toda su Masa ( Se supone que el espesor del Area
es uniforme). Si:y = fm en: a s x < b ; El Centro Geométrico se calcula por:

r’}LCJf | _:_JV-H)ZG)

| n 4

LA

MOMENTOS 5

e &

T
—
0

£l Primer Momento (O simplemente Momento) de una Masa que ocupa un Area. con respecto a una Recta es
el producto del Area por la distancia de su Centro Geométrico a tal Recta.

SIM M son los Momentos con respecto a los Ejes X, Y siendo (x. y) el Centro Geométrico, se tiene
r°spect1vamente para:

- - - M
Distribucion Discreta: M =yA : M =xA : x = —L-
, Y : A
Distribucion Continua: M = -l- b yldx . M = b xy dx ; = .A_/.f_".
‘ X 2 fa I Y fe , ' A

£l Area puede determinarse, mediante una Integral Definida: A = fb y dx
a

Ei9-12 Siiy =x?: 0 gxs2 , co .
z -
1.8 o fo
A= i dx = 2X2 dx:—x— z — ) teeedennns .4y il I SRR
[ye=], 33 \
i N\ of
Y ] | x 16 : : f
M = — Tdx = — [(x)?dx = — —| = — \ : L
L [T ST AN I
4 2 ) P /,.f'ﬁ
b 2 2 X Vo s
M = xy dx = x(x) dx = —| =4 SOOI, GOSN offiatlie P
f a f 0 4 / ’/’r o
/V'C',"l.‘:
- M - M et
LA L3 Sx 1856 2 0 2
A 8/3 2 A 8/3 5

Hallar el Centro Geométrico de la Semicircunferencia: x? + y? = R?,

A=fbydx=fk\/R2-x’dx
-] -R

R

- ERT-x e LR Arcsen X1 - L omr?
2 2 R\, 2
[P I I RF—Z Iy x° * R?
M = — dy = — RI-xHldx = —(Rx - =) = —
‘ ch el Zf-x( ) 2( 3 -R 3
R
M =fbydx -f x yRY-xVdx = _‘_(Rz_xz)m =0
a R b) R
- M0 - Moo R
A R A pRYy7 3N
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Diversos conceptos muy importantes en Fisica como ser: La Fuerza, El Trabajo, etc, se definen en términos de
Integrales: puesto que toda vez que se trabaja con Distribuciones Continuas, se requiere de Integrales.

PRESION |

La Fuerza ejercida por Presidn, de un liquido sobre una Superficie Plana se calcula por:

Vo
%
3]
-
4
2

i=fq(v>lilv HERY:

4
bl
¥
brid
i
&
%

Una columna de un liquido de altura: h de Peso especifico vy ;
determina una Presién: P = y h

La Fuerza Fsobre un Area A de esta Presion es:
F=PA =vyhA = vhix)

Si el Area estd sumergida, un elemento de fuerza es:

n n
Felim} &F =Ln ¥ yyxby = [*yyxdy

N-w ju| LETSNTY

L ke L RO S TR A

En el Limite la suma de los elementos de Fuerza. determinan la Fuerza Total por Presidn, note que la variable
bésica es y . La Presién varia con la altura.

Ej 9-13 Una Placa rectangular de altura 8 y lado 6 estd vertical-
mente sumergida, en un liquido de Peso especifico:y = 1

Se calculard la Fuerza por Presion (Se toma y como posi-
tiva al descender de nivel)

2
d 8 Y
= = 1+6- d = — = |
F fc yxy dy fo 6y dy 3 [ 92

La variable es y. en cambio x trabaja como una constante.

Hallar la Fuerza debida a la Presidn ejercida por un liquido de Peso especifico y. sobre Areas que estin
verticalmente sumergidas.

a) TridnguloIsésceles, base 30, Altura 20,y = I, la basedel
Tridngulo estd sobre el Nivel,

Se toma el Origen de coordenadas. en el centro de la base,
por simetria se calculard solo sobre una mitad.
La Ecuacion de Recta entre: (15.0) : (0.20)

y-0 20-0

= = x=——3-y+I5
x=15 0-15

F = fdvyxdy - 2([’o y(is -2 y)dy] = 200
¢ 0 4

b)  Semicircunferencia de Radio 2 con base sobre el nivel.
tomando un peso especificoy = 6

Ecuacion de Circunferencia: x* + y! = 22

) F:fdyyxdy=2[f26)’\/22‘)’2d)’]=32
c 0
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K8 ARLICACIONES BN B

NON
APLICACIONES DE LAS INTEGRALES INDEFINIDAS

Aplicando los conceptos de VII-6 (Aplicaciones de las Derivadas en Economia)

COSTOS

Si el Costo Total es C’ el Costo Marginal: C_ se definia anteriormente como:

b1

1 |

Por tanto el Costo Total es la Integral del Costo Marginal. Para calcular 13 canstante de integracién ¢ de las
Integrales, usualmente se especifica una Condicién tnicial (Para x = 0). tal como el Costo Fijo.

Ll' 210 Midiant fﬂ?mcﬁr O (¢3! B3| N®| He UHCT s{

Ej 9-14 £l Costo Marginal es: C_ = 16 - 2x: Hallarel Costo Total. su Costo Fijo es: 50

C = f C dx : Ecuacién del Costo Total (Se asume que los Costos
w m , estin en Unidades Monetarias).

x
= f(‘é = 2x)dx = 16x - 2 Y Reemplazando el Costo Marginal e integrando.

= 1éx -xl+¢ Calculando la constante ¢ o Costo fijo. cuando: x
=0 .

16:0-02+¢c =5 = ¢ =50 :
tcuacién final del Costo Total.

u

16x - x2 + 50

'§¥%] Siel Costo Marginales: C_ = 18 + 8x - 6x?: el Costo Fijo es 32; Hallar el Co_sto Total y el Costo

Promedio.
[ Y . .
= , ' i 1 T
C(x) = f C_ dx Ecuacién del Costo Total -
2 Reemplazando el Costo Marginal e integran-
=f(18+8x-6x Ydx do. -

18x r4x2-2x +¢

Luego se reemplaza la Condicién inicial. para

= . .02 .03 = =
Cop = 18:0+4:07-2:07+c =32 = ¢ =32 calcular ta constante.
C, = 18x+4x? -2x7 +32 ,
c . _Cﬁ L i8xe 4x?-2> 32 Ecuacion final del Costo Total.
s X x :
El Costo Promedio es el Costo Total entre el
= 18 +4x - 2x?% + 2 NUmero de unidades.
X .

3 Hallar el Costo Total. si el Costo Marginales: C_ = 60 e?® - |5 : sabiendo que cuando: x = 4 : el
Costo Total es de 40 ’ '

Cm = f C, dx Ecuacion del Costo Total

Réemplazando el Costo Marginal

f(60e2"° - 15)dx .
Integrando por P-8-11-e

x-8
= 60 ¢ -15x +c = 30e* - 1Sx+¢c Calculando I3 constante. mediante el dato
de: C, = 40
- 24- . - . .
Ciy = 30¢ P15 400 =40 = =70 Expresion de Costo Total.

o = 30e™ - 15x - 70
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INGRESQOS
Similarmente a los Costos, el Ingreso Marginal R ; conociendo el Ingreso Total: R(x), se definié anteriormente
como:
|
il

Por tanto’ El Ingreso Total es la Integral del Ingreso Marginal. Para calcular la constante de Integracion (c), suele
usarse la condicidn de que el Ingreso es cero cuando la Demanda es cero.

1T

E{ 9-15 Ellingreso Marginales: R = 12 - 4x - 9x?. Se halla el Ingreso Total y la Demanda, tomando en
cuenta que cuando la Demanda es 0, el Ingreso es 0.

R(x) = fR dx Ecuacion del Ingreso Total (Las Uni-
m dades son monetarias)
2 3
= f(|2 -4x-9xY dx = 12x- 4 X _9X Lo Reemplazando el Ingreso Marginal e
, 2 3 integrando.

12x - 2x¥ - 3x> + ¢

Tomando: R(o) = 0. para calcular la

R(O) = 120=-2:02-30’+c=0 = ¢=0 constante.

R(x) = i2x - 2x? - 3x° La Demanda es el Ingreso Total entre
R 2% - 2x2 = 3x? el N° de Unidades.

y o 20 1x7 2 =12 - 2x - 3x?

X X

Ry = [ R Ry = [ R dx
= [ 60e” dx V =f40e2"dx
= 60e*+c =20e* + ¢ ‘
Rg = 60€%+c =0 = ¢ =-60 Rg =20e°+¢ =0 = c=-20
" R, = 60e* - 60 ) Ry = 206%™ - 20

Si: / es un indice de inflacién, p es una cantidad de pesos impresos, hallar

I a partir de; (Cuando:p = 0.25, /= 1.8) :di . ] . 3‘/;
d Jp+
;- _d_l . | .3 ‘/; P p+0.24
dp Jp +0.24 Ecuacién de Indice Inflacionario respecto de
| la variable p
S | —— d .
di = P+ 024 3‘/;) P Despejando d/
[ dl = f (0 +024)" + 3p")dp Integrando ambos miembros de la Ecuacion
Ordenando la Expresion de I(p)
(p . 0.24)'/2 p n (P
I = T +3 ‘3‘/? *c Para hallar la constante se usa el dato cono-
cido de: l(om = 1.8
Iy = 20 +0.24)7 + 2p7 + ¢ . 'd e
_ o, Y S eemplazando y ordenando..
I(om = 2(0.25 - 0.24) 2(0.25) c=18
= c =015

l, = 2p-0247 +2p" + 015

-2/p-028 - 2yp’ + 0.5
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APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS

Aligual que fas Integrales Indefinidas, las lntegrales Definidas, brindan amplia utilidad en la Economia, entre los

varios conceptos que pueden determmarse con la ayuda de estas Integrales, se tiene:

EXCEDENTES DE CONSUMIDOR

Siuna funcién de Demandaes: y = f, (El Precio esy . las Unidad

deman-dadas: x) Tiene su Punto de Equnh 1o (Intersecaonconla Oferta)

en (Xg. ¥o).

Existiran consumidores dispuestos a pagar un precio mayor a Yo -
Demanda Total del Consumidor se definird como: EXCEDENTE D

CONSUMIDOR, que se representa graficamente como el Area indicada.

La evaluacidn del Area puede efectuarse mediante:

es

La
EL

4

_*dl
i

)

¢

Ej 9-16 Una funcién de Demandaes:y = 18 - 3x; SuPunto de
Equilibrio estd en: (4.6)

4
= fo [ dx = X, Y, fo(IS - 3x)dx - 46

7 1

= (le-3-x—2-) - 24 = 48-24 = 24

]

EXCEDENTES DE PRODUCTOR

Si una Funcién de Oferta es y = / (El precio es y . las Unida

ofertadas x) Tiene su Punto de Equnhbno (Interseccién con la demanda)

en: (X,. ¥o)

Existirdn productores dispuestos a vender a un precio menor a y, .
Entonces Ia Ganancia Total del Productor se definird como: EXCEDENTE
Dt PRODUCTOR, se representa grificamente como el Area indicada.

La evaluacién de tal Area puede efectuarse mediante:

des

nd
o

U Al Ju:'r, 1H

|

Ei 9-17 UnaFuncionde Ofertaes: |, = 7 430 .SuPunto
de Equilibrio estd en: (5.180)

3

14

X Yo~ fo“ oo dx = 5180 - f: (6x* - 30)dx

S
b}
900 - (653- . 30x)L = 900 - 400 = 500

ﬂ\gi 1
1l| 3!'4‘
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INTEGRAGION NUMERICA]

La Integracion Numérica consiste en la determinacién aproximada de una Integrz! Definida. mediante Métodos
Numéricos. Los principales Métodos son:

METODO DE LOS TRAPECIOS Este Método calcula una Integral Definida. mediznte la relacion:

TR T
b 8y 1F il
r(xb X l’ Qﬂ H BAaLl "“ e 1 6 4';1; " l‘.‘ﬁ‘ft)>
‘ i ! i [t
. L . , X b-2
Para una mejor aproximacién h debe ser pequefio. para ello se elige n segtin: h = f(b) = f(a « k)
METODO DE SIMPSON Este Método calcula una Integral Definida. mediante 13 z2lacién:
HITRETIT It i
l' L & l -lH J(:! 1 4 dth +' !z b Zh! *M‘k > {3 ot *4{"5%&'-1 a-’ ( ]
[} { | 1
4 L . . , b-a
Para una mejor aproximacidn h debe ser pequefio. para ello se elige n par segin: h = - /(b, = f(a cnh)
Ef 9-18 Se calculard: | I Eligiendo: 7 = 6
4 .
dx Sit f, = _b-a 4-1
f| X2+l x) X2+| h-—é—-—6———0.5

Por Trapecios:

b h :
L [y dx = ;”(a) * g * oo * U * Uaoamy * Uiy * i)

I 0.5

4
f T dx = =y oyt tlas oyt os )
t x¢ + | 2 .
= O_j_[o_soo +0.615 + 0.400 + 0.276 +0.200 + 0.151 + 0.059] = 0.55
Por Simpson:

b R
fa [ dx = 3”@) * Mo * Ugom * Yo * Yoo * sy * [y

p ] 0.5 .
fl xls d = TU(-) v Al 2t Aasy t 2yt Aog )
+

. 952(0,500 + 1.231 + 0.400 + 0.552 + 0.200 - 0.302 + 0.059] = 054

£l cdlculo exacto de la Integral, por definiciones previas es:

4 | Comparando resultados. el
f - dx = Arctanx | = Arctan 4 - Arctan | = 0.540 Método de Simpson. brinda
toxled

' resultados mas exactos.

No todas las Funciones pueden integrarse, al menos en términos ce !as Funciones elementales. sin
embargo los Métodos de Integracién Numérica. permiten aproximzr con la precisién requerida. La
aproximacién al resuitado exacto serd mayor, mientras mayor sea: =

Actualmente las Calculadoras. permiten un répido y ficil cdlculo cor una alta precision de cualquier
Integral Cefinida, para ello usan alguno de los Métodos Numéricos :ntes indicados.
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La demostracion de 1a Formula de los Trapecios. parte
de la Interpretacién Geométrica de una Integral
Definida como Area.

El Area entre: a < x < b, debajo de la curva de: /'(X) 1
aproxima con n Trapecios.

£l Area de un Trapecio de Alturas: [(x): f de base

(x. )
hes o
A, = fo * fos
2
La Suma de las Areas de los n Trapecios. es aproxima-
damente el Area debajo de la curva.

£l Area exacta es la Integral Definida:

(x) +[x)

RN o) + 1) T + 1)

) 1) ;

h+ .
2 2 T 2

h +

)
Ordenando y simplificando: X,=a;.x, =a+h. x,=a+2h... x,=a+nh=b

[ o dx = 2{Fle) = 21x) = 200) » 2fx) + . = 2(x,.) + fCx)]

- _}Zl[f(a) + 2f(a+h) + Zf(a+2h) + 2fla+3h) + .. + Zf(a*'(n,-!)h) M f(b)]

Utilizando |a Regla de los Trapecios, integrar; ,
Tomando: n = 5

f' I+ x? dx Si: [(x)=\/I+x3 b-a 1-0
[o] .

[l dx = U@ + 2[(@+h) + 2f(a +2h) + 2f(a +30) + .. + [(B)]

Nl N

(/) + 2/(0.2) + 2/(0.4) + 2/(0.6) + 2/(0.8) + [(1)]
[ ax - %3[ 1.0000 + 2.0080 + 2.0630 + 2.2054 + 2.4593 + 1.4142]
=~ 11499 = 1.1150

Utilizando Ia Regla de Simpson. integrar:
Tomando n = 4

f'e"zdx Si: fm=e"'z b-a 1-0_
o]
f" [ 5 = %[f(a) + 4f(a~h) + 2f(a+2h) + 4f(a+3h) + .. + [(b)]

%[f(O) + 4f(0.25) + 2f(0.50) + 4[(0.75) + f(1)]

f‘ e dx - 35—5[ 1.0000 + 3.7576 + 1.5576 + 2.2791 + 0.3679] = 0.7468 = 0.747
3

Luego de calcular con cuatro cifras decimales. se redondea a tres cifras dzcimales, para pracisamente
evitar los errores de redondeo de las antericres operaciones. '

£l Métero de Simpson usa curvas de Segundo Crado. para aproximar una Integral Definica. por ello
poses mivor precision que el Método de los Trapecios. Gue a su vez usa Pectas para aprox:mar
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Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales:
a b = 3
) Y _ g pus) R y =
dx dx y = 3x%-4
= X-I
9 ¥ .. pog 9 X erar P e
dx . dx : y =-2x
Hallar las Ecuaciones de las curvas, que poseen la pendiente m y pasan por el punto indicado.
3) m = 2x ; (O,|') by m=4-2x ; (2.4 y =x%+1l : y=4x-x?
2 2
<) m=2x-6:(7.9) d) m=-——b—x——'_(a,0) y = x-6x+2 S A
aya? - x? at b
!9.-3] Hallar las Areas comprendidas entre las Funciones e Intervalos indicados:
a) Y=XZZOSX$2 b)y=4‘XZIOSXSZ 8/3 : 16/3
Z 3 .
) y=x'-4x+5:0sxs3 g yExrli0sxs 61 5/4
=Cosx;0$xs =
e) y=2": 0sxs2 h Y : <3 433 ;1
Hallar las Areas comprendidas entre las curvas de: -
3) y=x21y=x+2 b) y=x2-4:}'=8‘2X2‘ 2i32
« 2
9] Q- - S N ‘
y=9-x';y=x+3 d) y=e*;y=e*0<xg?2 IZS:S.52
e) | 6
y = y=0 p Y=eSenx:0sxsm lse”
I +x? , n.
) " ’
g
y=xiy=yx h) yaxtiy=x¥3 A .!__’i
. ) 3 4
i) y +8 =16 ) y:ez-—3'x=0 3
- 26 |
2-24x = 48 I s ln 4 - —
yo- 2k =4 y=ei-l 3 2
" X3Pyt 2 g ) yex-2:ylex 3a? | 9
8 2
2 2
m) X , n  1_ .2
—-I_ =1 :x=2a x"=y® =16 -
1 9.5} Hallar los VolGmenes de Revolucidn, generados por las siguientes Regiones:
a) y = 2x?; Eje X by y=2x?: ey 1 28m
0<xg?2 0sxs2 ; tén
O y = y8x: g X d) y = y8x: eV tom 240
0sxs2 0sxs<2
3. 2 )
& y=e™ ey f) y= iy = gex n(l-—l-):sm-T
0sxs | 2 8 , e 35
8)y=4x-x’;EjeX h)y:x’;y’=x;EjeX _3_2_1'.;03.—1
y = x! >
=310
1




]

Eup————

9-6) Hallar las Longitudes de curva de: 135
2 - -
3 y=x":0sxs5 E b) y=x,/2,‘OSXS' 27""5
9 y'-i2x:i0sxs3 d y=2fx:0sxs1 13.77 : 4.59
o | : 033 2.12
¢) y=l.n(Cosx);-g-sxsl;- : f y=Lnx:l§xs‘/§ ‘
b al+ab+b?
h x A, LA aSenh— ; 4—"—_
&) y=aCoshZX:0 < x s b ) (=) +(Z) =1 a a+b
a a b .
) x = t-Sent D oy = » 8 :66.39
y=l—C‘ostOSt$2n x=t2.05ts4 .
k) x = R(Cost + tSent) N, 2 z ) R
+ =R —_—
= R(Sent - tCost) ey . 2 2R
Hallar las Areas de Superficies de Revolucién correspondientes a:
3yl = 2x: fe X B) y>=x: geVY
0<xs3 ] 0 < y s | f' o 137.86 . 3.56
_ | 3 _ . d - ‘ ]" .
Oyt by e gx ey 258.85 ; 132.56
0<xsg3 0<sxs3 C
e y=lnx:fey Dy = Tanx: g x 156.6 ; 3.84
I s xs7 0 <xs<sn/4

7 Hallar los Centros Geométricos de las Areas determinadas por:
) y=x?:05x53 b)

y=xtiy=9 - S22,

4 10 b

) y=4x-x.y=0 d y=Snx:0sxsm’ (2_8.)~(Ef'_)
g) x =t-Sent h)x=C‘os’t:sz 5'5'(2'5)
y = | -Cost y =Sen’t:y=20 5. 256 256

(n=): .
6 315m 315nm

L
]9-9.| Hallar 1a fuerza. que por Presién determina un fluido de Peso especifico y sobre una Superficie verti-
calmente sumergida, que posee la forma de:

2

a) y=x"1y=10 b) y =4-x1:y =45
y =4 y =0~ 256 : 768
) Semicirculo. Radio 2 b
<) _ Yy - emicirculo, Radio ase
X+ 2y = 10 1y = 800 sobre el nivel - y = 900 7200 : 4800
%9- 10} Utilizando tres decimales, integrar numéricamente por el Método indicado:
a) NP Trapecios b) Y ) Simpson L1l
fo sx” dx con:n=3 fo b+ x® dx con:n =4 Lal
| | .
9 dx  Simpson 9" 31X G Simpson 0614
| +e” con:n=38§ o X con'n =6 1371
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PRODUCTOS NOTABLES

@+b) = a?+2ab+b? (@+b)> =a®+3alb +3ab? +b>
(@-b)? =a?-2ab+bh? (@-b)* =a’-3a% +3ab? b3
(@+b)a-b) =a?-b? @+b+c) =a?+b?+c?+2ab +2ac + 2bc
COCIENTES NOTABLES
a" -b" n-1 n-2 n-3;2 n-i
—GTT =a +a" b +a" bt x4 b Para todo n Natural
n n
a_*ro t; =a" - a4 g" B - 4 pnt ~ Para n Impar
a +
a—-;-Pb—- =a"! -a" +q" - . - p"! Para n Par
a + ‘
n n
2 Z = 77 (Divisién no exacta) Para ningdn n
7 - 4
BINOMIO DE NEWTON
(a +b)" =a"+ _El_arhlb . “(n:|)an—zb2 . n(n' l)l(n“z)an-lbz + .+ p"
: I - 2! 3

=["]a"+(”)a"-'b+["]a""b2+...’+(")b" =¥ (n)a""b’ : ["] S
0 | 2 n re0 \ T r (n-nte
EXPONENTES (a, b > 0)

o)
-
—~~—~
o |
o
[1}
o
2
[+ I_
-]
]
n
3 -]
[o) 3
BRI
H
a2
=)
a2
)

—
0
3
~7
)
n
o]
3
3
=1
n
=]

0 =0 a™ =a™ = (Jfa)

LOGARITMOS (a.b,N > 0)

log(ab) = Loga + Logh log N Llog0 =~ =
a log, N = —2
Log(7) = Loga - Logh ® log,b logl =0
log(@™ = nloga Log (-a) = 77 .(Imaginario) log,a = |
SUMAS
i k:lnz+.'_n i k)=ln4+ln]+ln2
ket 2 2 ke 4 2 4
P R R Zk‘=ln’+—n‘+-i—n’-Ln
kot 3 2 8 ket ] 2 3 30
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APENDICE B

Sen(x £y) = Senx Cosy + Seny Cosx

Cos(x +y) = Cosx Cosy ¥ SenxSeny Cos 2x = Cosix - Sen’x
Cos(-x) = Cos x
Tan(x = y) = Tanx = Tany Tan 2% = 2 Tan x :
| = Tanx Tany | - Tan’x Tan(-x) = - Tanx
Senx + Seny = 2 Sen L Cosf—g—y SenxCosy = Sen(x + y) +Senx - y) senlx = J - Cos2x
' 2
- -v) 1+
Senx - Seny = 2 Cos 5—;-! sen X2Y CosxCosy = Coslx+y) ;Ccs(x Y Costy = A2 COS
- - .’ _
Cosx + Cosy = 2 Cos X=X Cos 2 X SenxSeny = Cos(x - y) - Cosix+y) . Tanx = 1 - Cos 2x
2 - { + Cos 2x
Cosx - Cosy = 2 Sen Y sen 2L Senx + Sen2x + Sendx + ... +Seimx = Sen[mx/2] Sen{(m + 1)x/2]
2 2 » Sen(x/2)

A i
c Senx = Csex = —
B Ccx en x
c Cosx = L Secx = ‘
_ ﬁ Seex 0s X
B i |
= . CO!X =
_B_ Tan x Cotx \.TCITIX
A oo ‘
I Sen’x + Cos’x = | Tanx = éenx
B Tanx + i = Sec*x >
c Cotx = Cos x
= Cotx + 1 = Csc’x otx = S
A = éen x

Sen2x = 2Sgnx Cos x Sen(-x) = - Sen'x

21355} 1502

ST STAS B |
57, A V7 20 B T B B I
-iri-fp| -t ) o |

S ARVEY
-] ’ -ﬁ - oo 0 o0

N I £Ys B B N |

233

V2 02 w | -1 | e

TRIGONOMETRICAS INVERSAS
y = Senx = x = Arcseny = Sen’'y
y = Cosx = x = Arccosy = Cos'y

y = Tanx = x = Arctany = Tan"'y

Arcsenx + Arcseny

Arccos x = Arccosy

Arcescx = Cse “'x = Arcsen V/x
Arcsecx = Sec"'x = Arcees | /x

Arccotx = Cot ~'x = Arctan I/x

Arcsen(x {1 -y? + yyI -x) Xy

Arciznx + Arcteny = Arctan

Arccos(xy - 1 =x2y1 -yH by
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T
i . 1
L i
| GEOMETRIA| APENpICEC
h | I ‘ L]
; TRIANGULO TRIANGULO CUADRADO RECTANGULO
RECTANGULO
4@}’ W
A=—l-ab A=qb A =(ah/2;s={@+b+c)2
2 A = s(s-a)(s-b)(s-c)
ROMBO PARALELOGRAMO TRAPEZOIDE
-1ldd
A = _2' 1 22
circuLo SECTOR CIRCULAR SEGMENTO CIRCULAR
. — -
m h
A =nr? A=mz—9— A:nrz..gi.-c_(r;h_)
: 360° 360 2
CuBO TETRAEDRO PIRAMIDE -

X

-4 it S SV e S \Ay
S = 6a’ § = 2(ab +ac + be) S=(Par+A
Ve v = abe V=@,na |
; CILINDRO TRONCO DE CONO

P ' 2

{ § = 4nR? S = 2mrh + 2nr? S =nrg+nr? § =gl -r,) *”(’xz“’z)

A V = (4 nRY3 V = mrh Venrthy oo V = mh(r,r, s el - e )3
ELIPSE ELIPSOIDE

A = ngh V=inabc

n
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APENDICE D

lize;

1l

RIS BE AU

LIMITES
DEFINICION  Lim f = L

Si: I)'M—L | < e Siempre que: 0 < |x-a] < & Donde: €. 6 > 0

OPERACIONES CONOCIDAS (a > 0)

0+0=0

oa

O - a + 00 = o o0
—=0 - Qe = e @00 = o
0:0 =0 a 0" = o - : = o
0 S 0 a<| . Rl o
a - =@ = -
0 a o a> | a_, w? = o 9.,
a'0=20 ao = | o [Neo = o o0
INDETERMINA- .
CIONES —O' =1 —_ =17 |. =7 0'30 =17 ‘0'00 =1 © - o =7 00 = ?
LIMITES COMUNES
|
x - x . : -
Lim clna ; lm(l+x =e : Lm(l+4) =e ; Lm>™X oy 1im L209X 2
-0 X x-0 x-= x x=0 x-0 X
- d
DERIVADAS  Definicion: [, = Lim M [ = o -
(%) {x)
h-0 h dx
{u -u)"=u’+u' (x"‘)’-mx"" S, = ' |
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